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内 容 简 介 


本 书 是 高 等 院 校 大 学 生 素质 教育 通 选课 的 教材 ,适合 于 大 学 本 科 不 同学 
院 ,不 同年 级 的 学 生 ,包括 没有 高 等 数学 基础 的 文科 一 年 级 学 生 。 作 者 不 追求 
数学 理论 的 严整 性 ,而 是 漫步 于 数学 王国 ,从 不 同 侧面 .不 同 角度 阐述 数学 思 
想 和 数学 方法 ,并 讲述 数学 与 艺术 的 相互 促进 ,数学 与 人 文科 学 的 日 益 加 深 的 
联系 。 

书 中 点 评 了 数学 史上 的 一 些 重大 事件 ,如 欧 氏 几何 、 解 析 几 何 、 微 积分 、 非 
欧 几 何等 数学 分 支 诞 生 的 意义 及 对 人 类 文明 的 深刻 影响 。 论 证 了 毒 声 古今 的 
数学 名 题 , 如 古典 几何 三 大 难题 .孙子 定理 . 百 鸡 问题 等 。 书 中 还 增加 了 “数学 
家 介绍 ”, 供 读者 追 莫 、 沈 赏 、 学 习 和 超越 这 些 做 出 卓越 贡献 的 科学 家 。 

这 次 修订 主要 是 针对 第 一 版 的 内 容 和 结构 作 了 部 分 调整 ,增加 了 若干 解 
释 性 文字 ; 删 去 了 原 书 中 的 第 十 二 .十 三 .十 四 章 内 容 , 增 加 了 有 关 微 积分 的 五 
章 内 容 。 新 增 的 内 容 有 助 于 读者 学 习 高 等 数学 ,理解 和 掌握 微 积分 的 真 诺 ,也 
为 中 学 数学 提供 了 微 积分 的 理论 基础 ,有 益 于 中 学 数学 教师 开阔 视野 ,提高 数 
学 修养 和 教学 水 平 。 
丛书 中 ,我们 可 以 领略 和 吸取 千秋 沧桑 锻造 出 的 不 朽 思 想 , 人 类 文明 结 品 


出 的 伟大 智慧 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 文理 科 各 专业 大 学 生 通 选课 的 教材 ,也 可 供 大 学 数 
学 教师 及 数学 工作 者 .科技 工作 者 阅读 ,还 特别 适合 于 高 中 学 生 、 中 学 数学 教 
师 及 数学 爱好 者 阅读 。 


判 天 地 之 美 。 析 万 物 之 理 ， 
一 庄子 
伽 里 略 


我 们 的 世界 是 所 有 可 能 的 世界 中 最 好 的 。 
一 一 某 布 尼 英 


自然 律 必须 满足 审美 要 求 。 


一 一 爱 因 斯 坦 


数学 不 仅 拥 有 真理 ， 而 且 还 拥有 至 高 的 美 
一 一 一 种 冷峻 而 严肃 的 美 ， 正 像 雕 塑 
所 具有 的 美 一 样 

一 一 罗素 


彩 图 1 太阳 系 的 今天 [ 美 ] KK. 魏 末 绘 

约 46 亿 年 前 , 地 球 和 月 亮 以 及 太阳 系 的 其 他 天 体 
先后 形成 ， 终 于 有 了 今天 的 模样 。 带 环 的 土星 显 
而 易 见 ， 在 它 上 方 的 蓝 色 行星 正 是 地 球 


彩 图 2 ”地 球 自转 的 “脚印 ” 

把 照相 机 向 着 天 空中 的 南极 长 时 间 露 光 ， 人 恒星 由 
于 地 球 自转 在 底片 上 留 下 了 许多 圆 弧 ， 就 是 地 球 
自转 的 “脚印 ” 


彩 图 3 牛顿 
牛顿 (Newton，Sir Isaac(1642 一 1727)) ， 英 国 数 
学 家 和 物理 学 家 ，17 世纪 科学 革命 的 顶峰 人 物 


彩 图 4 维 纳 斯 的 诞生 ” 波 提 切 利 (1484) 


彩 图 5 ” 圣 徒 杰 罗 姆 (1480 一 1482 ) 
达 : 芬 奇 木版 ， 未 完成 画 版 


彩 图 6 ”黄金 分 割 ”Piet Mondrian(1872 一 1944)， 
抽象 几何 派 画家 
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彩 图 7 米 洛 的 维 纳 斯 希腊 公元 前 4 世纪 


彩 图 8 金门 重 首 ” 乔 托 (Giotto，1270 一 1337) 


圣 方 济 之 死 ， 乔 托 (Giotto，1270 一 1337) 


彩 图 12 耶稣 受 著 图 
弗朗西斯 卡 ，1460 年 


非 尔 (1483 一 1520) 


彩 图 15 “” 林 荫 道 ” 霍 贝 玛 彩 图 17 圆 的 极限 区 埃 舍 尔 


彩 图 16 2002 年 世界 数学 家 大 会 会 徽 ， 北 京 彩 图 18 圆锥 截面 图 


第 二 版 前 
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本 书 第 一 版 自 2004 年 出 版 以 来 ,受到 广大 学 生 和 教师 的 欢迎 ,也 收 到 了 读者 
的 一 些 来 信 , 对 书 中 的 内 容 提出 了 宝贵 建议 ,作者 对 此 表示 感谢 。 在 本 书 出 版 的 七 
年 时 间 里 ,作者 通过 教学 实践 积累 了 丰富 的 经 验 和 体会 , 借 这 次 修订 的 机 会 ,将 它 
们 贯彻 于 教材 的 修订 之 中 。 

本 次 修订 ,一 是 对 第 一 版 的 内 容 和 结构 作 了 部 分 调整 ,并 在 若干 地 方 增加 了 解 
释 性 文字 和 具体 实例 ,使 之 更 贴近 于 素质 教育 的 要 求 ,便于 自学 。 二 是 删 去 了 第 一 
版 中 第 十 二 章 “ 轧 转 相 除法 ”第 十 三 章 “ 天 文 与 数学 ”第 十 四 章 “ 无 限 的 世界 ”, 增 
加 了 五 章 内 容 , 它 们 是 :实数 理论 .极限 论 .函数 及 其 连续 性 .微分 学 .积分 学 。 这 些 
新 增 内 容 是 基于 高 中 数学 选修 教材 中 已 讲授 了 “导数 及 其 应 用 ”, 为 了 使 读者 在 此 
基础 上 更 好 地 学 习 微 积分 而 选取 的 。 本 书 选取 的 微 积分 内 容 是 从 微 积分 的 理论 基 
础 一 一 实数 理论 出 发 ,利用 极限 这 个 基本 工具 ,研究 连续 讽 数 ,特别 是 初等 瑞 数 , 更 
进一步 以 此 来 展开 微分 学 和 积分 学 内 容 。 这 样 系统 讲授 微 积 分 学 内 容 , 有 益 于 读 
者 开阔 视野 .拓宽 基础 ,更 好 地 理解 和 掌握 微 积分 的 真 详 ,同时 也 有 助 于 提高 中 学 
数学 教师 的 数学 修养 和 教学 水 平 。 

上 述 内 容 的 修订 是 否 合 适 ,能 否 达 到 预期 目标 ,请 读者 将 意见 反馈 给 作者 , 电 
子 邮 件 地 址 :shunyan@math. pku. edu. cn 


作者 
2012 年 2 月 于 北京 


序 


北京 大 学 的 素质 教育 通 选课 于 2000 年 9 月 开设 ,开设 以 来 深 受 广大 同学 的 欢 
迎 , 也 受到 教育 界 的 关注 。 作 者 开设 了 其 中 的 一 门 ,课程 名 称 叫 做 《数学 的 精神 、 方 
法 和 应 用 》。 对 象 是 全 校本 科 生 ,包括 从 文科 一 年 级 到 理科 四 年 级 的 不 同系 别 、 不 同 
年 级 的 学 生 。 学 生 的 数学 背景 差异 极 大 ,对 课程 的 内 容 安 排 构成 巨大 的 挑战 :内 容 
不 能 深 , 如 果 深 了 ,文科 学 生 必 然 跟 不 上 ;思想 力度 不 能 弱 , 如 果 弱 了 ,理科 学 生 , 特 
别 是 高 年 级 理科 学 生 , 必 然 会 无 所 收获 。 如 何 面 对 这 一 挑战 ? 安排 什么 样 的 内 容 才 
可 使 来 自 不 同系 别 的 学 生 都 有 所 收获 ? 下 面 就 来 谈 谈 作 者 的 看 法 和 实践 。 

圳 希腊 人 讲 ,万 物 崩 数 也 。 两 千年 的 科学 发 展 史 也 一 再 证 明了 这 一 论点 。 特 别 
是 20 世纪 以 来 ,数学 以 前 所 未 有 的 速度 深入 到 自然 科学 、 社 会 科学 以 及 文化 艺术 的 
名 个 领域 ,并 且 从 上 层 的 思维 方式 一 直 贯 罕 到 底层 的 技术 细节 。 而 这 种 形势 并 没有 
为 中 国文 化 界 所 充分 了 解 。 这 就 构成 了 这 门 课 的 思想 基础 。 

经 过 再 三 考虑 ,我 们 把 它 开 成 了 一 门 数学 文化 课 , 即 从 哲学 的 .历史 的 和 文化 的 
角度 讲述 数学 文化 的 发 展 及 其 对 人 类 文明 的 影响 。 

首先 ,我 们 把 哲学 放 在 指导 的 地 位 。 哲 学 与 数学 之 间 的 交互 影响 是 人 类 文化 中 
最 深刻 的 部 分 。B. Demollins 说 得 好 :“ 没 有 数学 ,我 们 无 法 看 透 哲 学 的 深度 ;没有 
哲学 ,人 们 也 无 法 看 透 数学 的 深度 ;而 没有 两 者 ,人 们 什么 也 看 不 透 。” 哲 学 为 人 类 文 
明 提 供 了 理性 精神 ,而 对 理性 精神 贯彻 最 彻底 的 是 数学 。 数 学 中 提出 的 问题 又 促进 
了 哲学 的 发 展 。 

其 次 ,数学 史上 的 重大 里 程 碑 是 本 课程 的 重要 组 成 部 分 。 数 学 史 为 我 们 提供 了 
广阔 而 真实 的 背景 ,为 数学 整体 提供 了 一 个 概 魏 ,使 不 同 的 数学 分 支 的 内 容 互 相 联 
系 起 来 ,并 上 且 与 数学 思想 的 主干 联系 起 来 。 这 是 理解 数学 的 内 容 、 方 法 和 意义 ,培养 
学 生 鉴赏 力 和 创造 力 的 最 好 方法 。 

第 三 ,数学 文化 是 人 类 文化 中 最 深刻 的 部 分 之 一 。 讲 述 数学 文化 与 人 类 文明 的 
交互 影响 是 本 课程 的 重要 任务 之 一 。 这 个 影响 正在 沿 着 深度 和 广度 两 个 方向 扩展 。 
数学 在 经 济 学 中 的 应 用 已 是 众所周知 的 事情 。 心 理学 、 历 史学 、 考 古 学 .语言 学 、 社 
会 学 等 学 科 也 正在 广泛 地 使 用 数学 。 学 生 在 大 学 期 间 就 应 当知 道 , 未 来 的 科学 将 向 
什么 方向 进展 ,这 些 科学 需要 什么 样 的 新 知识 和 新 工具 ,数学 在 他 们 的 学 术 生 涯 中 
将 起 到 什么 样 的 重要 作用 。 


开 数学 的 美 与 理 


我 们 不 但 讲述 数学 文化 ,而 且 讲 述 方法 论 。 方 法 论 构成 本 课程 的 另 一 个 重要 内 
容 。 近 代 方 法 论 起 源 于 培根 和 笛 卡 儿 。 培 根 提倡 归纳 法 , 笛 卡 儿 提 倡 演 绎 法 。 他 们 
的 方法 论 对 近代 科学 的 发 展 起 了 重大 的 推动 作用 。 数 学 方法 论 是 一 个 数学 与 哲学 
的 交叉 领域 ,其 目的 在 于 研究 数学 发 现 和 发 明 的 原则 ,并 由 此 领悟 其 他 学 科 的 发 明 
原则 。 它 既 涉 及 数学 内 容 本 身 的 辩证 性 质 , 也 涉及 人 类 思维 过 程 的 辩证 性 质 。 方 法 
论 学 得 好 ,可 以 使 人 由 轧 变 明 , 由 弱 变 强 , 思 路 开阔 ,善于 联想 ,使 思维 规范 化 ,从 而 
提高 学 习 和 工作 效率 。 

课程 内 容 的 一 部 分 来 自作 者 的 《数学 的 源 与 流 》, 细 心 的 作者 会 发 现 它们 之 间 的 
联系 与 不 同 。 

如 何 考核 学 生 是 对 课程 的 男 一 挑战 。 作 者 采用 的 方式 是 让 学 生 以 论文 方式 写 
对 课程 的 体会 和 和 收获。 学生 投 入 了 很 大 的 热情 去 完成 论文 。 论 文 的 选 题 , 内 容 , 以 
及 组 织 与 行文 都 很 优秀 。 这 就 促使 我 在 2002 年 选 出 部 分 论文 集成 册 , 名 叫 《心灵 之 
花 》, 出 北京 大 学 出 版 社 出 版 。 这 一 行动 得 到 了 北京 大 学 教务 部 领导 、 数 学 科学 学 院 
领导 .北京 大 学 出 版 社 领 导 的 大 力 支 持 和 关怀 。 这 一 方式 或 许 值 得 介绍 ,因为 目前 
本 科 生 表现 自己 才能 的 机 会 太 少 了 。 

本 书 是 一 个 学 期 的 授课 内 容 ,每 周 两 学 时 , 曾 在 北京 大 学 使 用 过 四 次 ,在 首都 师 
范 大 学 使 用 过 两 次 。 在 每 次 实践 过 程 中 ,对 内 容 者 有 补充 和 删节 ,这 次 成 书 又 作 了 
不 少 修改 。 讲 课 和 写 书 不 是 一 回 事 。 如 有 老师 使 用 本 书 ,请 根据 本 校 具 体 情况 作 贡 
节 或 补充 。 本 书 已 修改 过 多 次 ,每 次 都 发 现 不 少 问题 ,但 也 不 能 永远 修改 下 去 一 
丑 姓 妇 总 得 见 公婆 。 现 在 出 版 ,作为 抛砖引玉 吧 。 欢 迎 读者 提出 批评 并 指出 错误 ， 
以 便 再 版 时 修正 。 . 

北京 大 学 出 版 社 刘 筋 同志 对 本 书 的 出 版 给 以 极 大 的 关心 和 帮助 ,作者 致 以 店 心 
的 感谢 。 


作 者 
于 北京 大 学 靳 北 园 
2004 年 3 月 12 日 
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随 着 人 类 文明 的 发 展 , 数 学 的 地 位 越 来 越 重 要 . 这 就 使 得 数学 在 整个 教育 
中 占有 更 加 重要 的 地 位 .这 正 是 本 书 前 两 章 所 重点 讲述 的 内 容 . 第 一 章 主要 涉 
及 两 个 问题 : 

《1) 数学 是 什么 ? 从 数学 中 我 们 学 到 了 什么 ? 

《2) 如 何 学 数学 ? 
同时 还 指出 了 当前 数学 教育 中 的 弊病 和 应 对 . | 
”第 二 章 涉及 数学 与 人 类 文明 的 关系 ,讲述 了 数学 与 人 类 文明 的 交互 作用 . 
使 读者 进一步 认识 到 ,数学 在 人 类 文明 中 的 基础 作用 . 主要 涉及 以 下 问题 ， 

《1) 数学 文明 的 诞生 一 一 它 诞生 在 何 时 ? 何 地 ? 

(2) 数学 与 文艺 复兴 ; 

(3) 数学 与 自然 科学 ; 

《4)》 数学 与 人 文科 学 . 
目的 是 使 读者 认识 到 ,数学 与 国家 的 兴衰 ,数学 与 人 生 的 关系 ,理解 我 们 所 处 
的 时 代 . 


第 一 章 绪 论 


古今 之 成 大 事业 大 学 问 者 , 必 经 过 三 种 之 境界 .“ 昨 穴 西 凤 油 着 树 , 独 上 高 楼 ， 

望 尽 无 涯 路 ”, 此 第 一 境界 也 .“ 农 带 淅 宽 终 不 颖 ,为 伊 消 得 人 像 慷 ”, 此 第 二 境界 也 . 
“从 里 村 她 千百度 , 羔 然 回首 , 那 人 却 在 灯火 阅 距 处”, 此 第 三 境界 也 . 

王国 维 


8 1 关于 素质 教育 


素质 教育 应 包含 两 个 方面 : 科学 素养 与 艺术 素养 ,两 者 要 结合 起 来 . 科学 的 目的 在 于 认 
识 世界 ,改造 世界 . 即 探索 宇宙 的 奥秘 ,掌握 宇宙 的 奥秘 ,为 人 类 服务 ,对 近代 中 国 而 言 就 是 
富国 强 民 . 艺术 的 目的 在 于 追求 真善美 ,追求 社会 .人 生 与 心灵 的 和 谐 . 

科学 的 基本 态度 是 实事 求 是 . 

科学 的 基本 方法 是 观察 .实验 和 推理 . 

科学 的 基本 精神 是 理性 精神 ,怀疑 与 批判 ,探索 与 创新 . 

教育 应 当 是 “科学 ”的 教育 , 即 贯 穿 上 述 精 神 的 教育 . 现在 事实 上 ,在 表面 繁荣 的 背后 隐 
藏 着 某 种 危机 , 走 着 与 理性 探索 相 违 背 的 道路 . 现代 社会 中 浮现 着 人 人 都 看 得 到 的 浮华 潮 
流 . 不 少 人 在 追求 学 问 的 物化 . 考研 . 担 职称 的 背后 是 地 位 和 金钱 , 心 不 在 “ 理 ”而 在 “ 技 ”. 这 
种 心态 应 当 改 变 ,否则 素质 教育 难以 奏效 . 

正确 的 教育 在 于 培养 有 道德 有 智慧 的 人 ,并 具有 献身 精神 和 探索 精神 . 我 们 来 看 看 著 
名 科学 家 是 如 何 看 待 素质 教育 的 . 

爱 因 斯 坦 说 :“ 用 专业 知识 教育 人 是 不 够 的 . 通过 专业 教育 ,他 可 以 成 为 一 种 有 用 的 机 
器 ,但 不 能 成 为 一 个 和 谐 发 展 的 人 . 使 学 生 对 价值 ( 即 社会 伦理 准则 ) 有 新 的 理解 并 产生 强烈 
的 感情 , 那 是 最 基本 的 .” 

爱 因 斯 坦 晚年 曾 说 过 他 为 什么 选择 物理 . 他 说 :“ 在 数学 领域 里 ,我 的 直觉 不 够 ,我 不 能 
辨认 哪些 是 真正 重要 的 研究 ,哪些 只 是 不 重要 的 题目 . 而 在 物理 领域 里 ,我 很 快 学 到 怎样 找 
到 基本 问题 来 下 工夫 . ”这 与 杨振宁 回答 青年 朋友 应 该 研究 物理 还 是 研究 数学 时 一 样 . 杨 振 
宁 说 :“ 这 要 看 你 对 哪个 领域 里 的 美和 妙 有 更 高 的 判断 力 和 更 大 的 喜爱 ,” 

“ 美 " 和 “ 妙 ” 这 就 不 是 物理 和 数学 的 概念 了 ,而 属于 文化 艺术 范畴 的 审美 观念 了 , 它 取 决 
于 一 个 人 的 文化 品格 和 素养 . 可 见 文化 素质 对 于 一 个 科学 家 研究 方向 的 取舍 、 直 觉 判 断 能 力 
和 创造 性 思维 有 多 大 的 影响 了 . 
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自古 希腊 以 来 , 随 着 几何 学 的 美妙 结构 和 精美 推理 的 发 展 , 数 学 变 成 了 一 门 艺 术 . 数学 
工作 必须 满足 审美 要 求 . 正如 英国 著名 数学 家 哈代 (Godfrey Harold Hardy，1877 一 1947) 
所 说 :“ 美 是 首要 的 标准 ;不 美的 数学 在 世界 上 是 找 不 到 永久 的 容 身 之 地 的 . ”他 还 说 ;“ 数 
学 家 的 造型 与 画家 或 诗人 的 造型 一 样 ,必须 美 . " 庞 加 菜 (Jules-Henri Poincare) 说 :“ 数 学 家 
首先 会 从 他 们 的 研究 中 体会 到 类 似 于 绘画 和 音乐 那样 的 乐趣 ;他 们 赞赏 数 和 形 的 美妙 的 和 
谐 ; 当 一 种 新 发 现 揭示 出 意外 的 前 景 时 ,他 们 会 感到 欢欣 鼓舞 …… 他 们 体验 到 的 这 种 欢欣 难 
道 没有 艺术 的 特征 吗 ??” 

为 什么 把 美 看 得 这 么 重要 ? 因为 首先 ,评判 科学 的 价值 有 两 条 标准 : 实用 标准 与 审美 
标准 . 长 期 以 来 ,人 们 只 注意 实用 原则 ,而 忽视 美学 原则 . 把 数学 讲 得 枯燥 无 味 . 人 们 学 数学 
是 因为 考试 ,而 不 是 因为 有 趣 . 这 与 素质 教育 是 背道而驰 的 . 所 以 应 该 强调 一 下 ,引起 注意 . 
事实 上 ,这 在 日 常生 活 中 也 是 一 样 . 例如 ,装修 房屋 ,一 是 图 舒服 ,一 是 图 美观 ,没有 别 的 . 女 
人 买 衣服 也 是 这 两 条 . 

其 次 ,科学 研究 的 任务 有 两 条 ,就 是 庄子 说 的 :“ 判 天 地 之 美 , 析 万 物 之 理 . ”这 是 一 句 非 
常 深刻 的 话 . 日 本 物理 学 家 , 诺 贝 尔 奖 得 主 汤 川 秀 树 把 这 两 句 话 印 在 他 的 书 的 序 页 上 ,作为 
现代 物理 的 指导 思想 及 最 高 美学 原则 . 这 两 句 话 也 是 我 们 学 习 数 学 的 指导 思想 . 判 天 地 之 
美 , 就 是 发 现 与 鉴赏 宇宙 的 和 谐 与 韵律 ; 析 万 物 之 理 ,就 是 探索 宇宙 的 规律 . 这 样 ,我 们 才能 
做 到 人 与 宇宙 的 和 谐 共处 . 通过 本 书 , 我 们 将 展现 数学 精神 的 魅力 ,阐述 数学 推理 之 妙 谤 . 

最 后 ,美和 真是 相伴 的 ,有 美的 地 方 就 有 真 , 有 真 的 地 方 就 有 美 . 判 美 是 为 了 求 真 . 希腊 

言说 , 美 是 真理 的 光辉 . 因而 追求 美 就 是 追求 真 . 爱 因 斯 坦 曾 说 过 , 当 他 发 现 研究 的 问题 越 
来 越 复 杂 时 ,他 便 会 停 下 思考 ,结果 常常 发 现 自己 走 上 了 错误 的 道路 . 因为 他 相信 ,宇宙 的 真 
相应 该 是 简单 而 完美 的 . 他 对 简单 之 美的 信念 与 追求 指引 他 发 现 真 . 法 国 数学 家 阿达 玛 
(Jacques-Salomon Hadamard，1865 一 1963) 说 :“ 数 学 家 的 美感 犹如 一 个 筛子 ,没有 它 的 人 
永远 成 不 了 数学 家 . ”可 见 , 美 感 和 审美 能 力 是 进行 一 切 科 学 研究 和 创造 的 基础 . 

另外 , 真 也 在 塑造 美 . 当 某 个 理论 有 悖 于 人 们 普遍 的 审美 倾向 时 ,开始 人 们 会 怀疑 、 反 
对 ,但 如 果 长 期 的 事实 证 明了 理论 的 真实 性 ,人 们 就 会 接受 ,并且 该 理论 的 审美 倾向 会 影响 
人 们 已 有 的 审美 概念 ,并 进一步 影响 人 们 以 后 对 于 真 的 探求 . 哥 白 尼 的 日 心 说 就 是 一 个 很 好 - 
的 例子 , 它 使 人 们 从 相信 地 心 说 转变 为 相信 日 心 说 . 

关于 美和 真 的 关系 ,英国 诗人 济 慈 写 道 . 

美 就 是 真 ， 

真 就 是 美 一 一 这 就 是 
你 所 知道 的 ， 

和 你 应 该 知道 的 . 
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那么 ,什么 是 美 呢 ? 美 有 两 条 标准 : 一 、 一 切 绝妙 的 美 都 显示 出 奇异 的 均衡 关系 ( 培 
根 ) ,二 、“ 美 是 各 部 分 之 间 以 及 各 部 分 与 整体 之 间 固 有 的 和 谐 *( 海 森 伯 ). 这 是 科学 和 艺术 
共同 追求 的 东西 . 


数学 的 美 表现 在 什么 地 方 呢 ? 表现 在 简单 .对称 .完备 .统一 ,和谐 与 奇 芽 . 
让 我 们 心中 怀 着 美 来 探索 数学 的 奥秘 吧 . 


3 3 数学 是 思维 的 工具 


首先 ,数学 的 抽象 性 帮助 我 们 抓 住 事物 的 共性 和 本 质 . 例如 ,把 实际 问题 化 为 数学 问题 
的 过 程 就 是 一 个 科学 抽象 的 过 程 . 它 要 求人 们 善于 把 问题 中 的 次 要 因素 .次 要 关系 、 次 要 过 
程 先 撤 在 一 边 , 抽 出 主要 因素 、 主 要 关系 和 主要 过 程 ,而 后 化 为 一 个 数学 问题 . 这 种 方法 可 以 
用 于 数学 以 外 . 

其 次 ,数学 赋予 知识 以 逻辑 的 严密 性 和 结论 的 可 靠 性 . 爱 因 斯 坦 说 :“ 为 什么 数学 比 其 
他 一 切 科学 受到 特殊 的 尊重 ? 一 个 理由 是 , 它 的 命题 是 绝对 可 靠 的 和 无 可 争辩 的 ,而 其 他 一 
切 科 学 的 命题 在 某 种 程度 上 都 是 可 争辩 的 ,并 且 经 常 处 于 被 新 发 现 的 事物 推翻 的 危险 之 中 . 
0 数学 之 所 以 有 高 声誉 ,还 有 一 个 理由 , 那 就 是 数学 给 精密 自然 科学 以 某 种 程度 的 可 人 靠 
性 ,没有 数学 ,这 些 科学 是 达 不 到 这 种 可 靠 性 的 .” 

再 次 ,数学 是 思想 的 体操 . 进行 数学 推导 和 演算 是 锻炼 思维 的 智力 操 . 这 种 锻炼 能 够 增 
强 思维 本 领 ,提高 抽象 能 力 、 逻 辑 推理 能 力 和 辩证 思维 能 力 . 数学 不 仅仅 是 一 种 工具 , 它 更 是 
一 个 人 必 备 的 素养 . 它 会 影响 一 个 人 的 言行 .思维 方式 等 各 个 方面 , 一 个 人 ,如 果 他 不 是 以 数 
学 为 终生 职业 ,那么 他 的 数学 素养 并 不 只 表现 在 他 能 解 多 难 的 题 , 解 题 有 多 快 ,数学 能 考 多 
少 分 ,关键 在 于 他 是 否 真正 领会 了 数学 的 思想 ,数学 的 精神 ,是 否 将 这 些 思 想 融 会 到 他 的 日 
常生 活 和 言行 中 去 . 日 本 的 米 山 国 藏 说 :“ 我 搞 了 多 年 的 数学 教育 ,发 现 学 生 们 在 初中 、 高 中 
接受 的 数学 知识 因 毕 业 进 入 社会 后 ,几乎 没有 什么 机 会 应 用 这 些 作为 知识 的 数学 ,所 以 通常 
是 出 校门 不 到 一 两 年 就 很 快 忘掉 了 . 然而 ,不 管 他 们 从 事 什 么 业务 工作 ,惟有 深 深 铭刻 于 头 
脑 中 的 数学 精神 、 数 学 的 思维 方法 .研究 方法 和 着 眼 点 等 ,都 随时 随地 发 生 作用 ,使 他 们 受益 
终生 .” 

数学 还 有 另外 的 作用 . 数学 家 狄 尔 曼 说 :“ 数 学 能 集中 、 强 化 人 们 的 注意 力 , 能 够 给 人 以 
发 明 创 造 的 精细 和 谨 愤 的 谦虚 精神 ,能 够 激发 人 们 追求 真理 的 勇气 和 信心 ,…… 数 学 更 能 锻 
炼 和 发 挥 人 们 独立 工作 精神 .” 

NN. 布 特 勒 说 :“ 现 代数 学 ,这 个 最 令 人 惊叹 的 智力 创造 ,已 经 使 人 类 心灵 的 目光 穿 过 无 
限 的 时 间 , 使 人 类 心灵 的 手 延伸 到 了 无 边 无 际 的 空间 .” 

数学 已 成 为 现代 人 的 基本 素养 . 
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$4 数学 的 特点 


数学 区 分 于 其 他 学 科 的 明显 特点 有 三 个 : 第 一 是 它 的 抽象 性 ,第 二 是 它 的 精确 性 ,第 三 
是 它 的 应 用 的 极端 广泛 性 . 

从 中 学 数学 的 学 习 过 程 中 读者 已 经 体会 到 数学 的 抽象 性 了 . 数 本 身 就 是 一 个 抽象 概念 ， 
几何 中 的 直线 也 是 一 个 抽象 概念 ,全 部 数学 的 概念 都 具有 这 一 特征 , 整数 的 概念 、 几 何 图 形 
的 概念 都 属于 最 原始 的 数学 概念 .在 原始 概念 的 基础 上 又 形成 有 理 数 ,无理 数 、 复 数 、 函 数 、 
微分 积分 .n 维 空间 以 至 无 穷 维 空间 这 样 一 些 抽象 程度 更 高 的 概念 . 但 是 需要 指出 ,所 有 这 
些 抽 象 度 更 高 的 概念 ,都 有 非常 现实 的 背景 . 

不 过 ,抽象 不 是 数学 独 有 的 特性 ,任何 一 门 科 学 都 具有 这 一 特性 , 因此 , 单 是 数学 概念 的 
抽象 性 还 不 足以 说 尽数 学 抽象 的 特点 . 数学 抽象 的 特点 在 于 ; 第 一 ,在 数学 的 抽象 中 只 保留 
量 的 关系 和 空间 形式 而 舍弃 了 其 他 一 切 ; 第 二 ,数学 的 抽象 是 一 级 一 级 逐步 提高 的 ,它们 所 
达到 的 抽象 程度 大 大 超过 了 其 他 学 科 中 的 一 般 抽 象 ; 第 三 ,数学 本 身 几 乎 完全 周旋 于 抽象 概 
念 和 它们 的 相互 关系 的 圈子 之 中 . 如 果 自 然 科 学 家 为 了 证 明 自 己 的 论断 常常 求助 于 实验 , 那 
么 数学 家 证 明定 理 只 需 用 推理 和 计算 . 这 就 是 说 ,不 仅 数学 的 概念 是 抽象 的 .思辩 的 ,而 且 数 
学 的 方法 也 是 抽象 的 . 思 办 的 ， 

数学 的 精确 性 表现 在 数学 定义 的 准确 性 .推理 和 计算 的 逻辑 严格 性 以 及 数学 结论 的 确 
定 无 疑 与 无 可 争辩 性 . 当然 ,数学 的 严格 性 不 是 绝对 的 .一 成 不 变 的 ,而 是 相对 的 、 发 展 着 的 ， 
这 正体 现 了 人 类 认识 逐渐 深化 的 过 程 . 

讲 一 个 故事 , 三 位 名 人 坐 火车 访问 云南 ,一 位 数学 家 ,一 位 物理 学 家 ,一 位 作家 , 作家 看 
到 窗外 田野 上 有 一 只 黑 羊 ,感慨 道 :“ 想 不 到 云南 的 羊 都 是 黑 的 ! "物理 学 家 说 :“ 不 对 ,云南 
至 少 有 一 只 羊 是 黑 的 . "数学 家 举 头 看 看 窗外 ,说 :“ 云 南 至 少 有 一 块 地 上 有 一 只 羊 ,至 少 半 
边 是 黑 的 .” 

数学 中 的 严谨 推理 和 一 丝 不 苟 的 计算 ,使 得 每 一 个 数学 结论 都 是 牢固 的 .不 可 动摇 的 . 
这 种 思想 方法 不 仅 培养 了 科学 家 ,而 且 它 也 有 助 于 提高 人 的 科学 文化 素质 , 它 是 全 人 类 共同 
的 精神 财富 . 关于 欧 几 里 得 几何 的 严密 体系 , 爱 因 斯 坦 曾 说 过 这 样 的 话 :“ 世 界 第 一 次 目睹 
了 一 个 逻辑 体系 的 奇迹 ,这 个 逻辑 体系 如 此 精密 地 一 步 一 步 推进 ,以 致 它 的 每 一 个 命题 都 是 
绝对 不 容 置 疑 的 一 一 我 这 里 说 的 是 欧 几 里 得 几何 . 推理 的 这 种 可 赞叹 的 胜利 ,使 人 类 理智 获 
得 了 为 取得 以 后 成 就 所 必需 的 信心 . ”的确 如 此 ,最 早出 现 于 希腊 的 数学 向 演绎 证 明 的 变革 ， 
也 许 是 人 类 文明 史上 的 最 伟大 的 变革 . 

数学 应 用 的 极其 广泛 性 也 是 它 的 特点 之 一 . 正 像 已 故 著名 数学 家 华罗庚 教授 曾 指出 的 ， 
宇宙 之 大 ,粒子 之 微 ,火箭 之 速 ,化 工 之 巧 ,地 球 之 变 , 生 物 之 谜 ,日 用 之 繁 ,数学 无 处 不 在 , 凡 
是 出 现 “ 量 ”的 地 方 就 少不了 用 数学 ,研究 量 的 关系 , 量 的 变化 , 量 的 变化 关系 , 量 的 关系 的 变 
化 等 现象 都 少不了 数学 . 数学 之 为 用 贯穿 到 一 切 科学 部 门 的 深 处 ,而 成 为 它们 的 得 力 助手 与 
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工具 ,缺少 了 它 就 不 能 准确 地 刻画 出 客观 事物 的 变化 ,更 不 能 由 已 知 数据 推出 其 他 数据 , 因 
而 就 减少 了 科学 预见 的 精确 度 . 


$5 数学 提供 了 有 特色 的 思考 方式 


数学 科学 的 特点 ,蕴涵 出 它 的 有 特色 的 思考 方式 : 

抽象 化 : 选 出 为 许多 不 同 的 现象 所 共有 的 性 质 来 进行 专门 研究 . 

符号 化 : 数学 语言 与 通常 的 语言 有 重大 的 区 别 , 它 把 自然 语言 扩充 .深化 ,而 变 为 紧凑 、 
简明 的 符号 语言 . 这 种 语言 是 国际 性 的 , 它 的 功能 超过 了 普通 语言 ,具有 表达 与 计算 两 种 功 
能 . 物理 学 家 赫兹 说 :“ 我 们 无 法 避 开 一 种 感觉 , 即 这 些 数学 公式 自 有 其 独立 的 存在 , 自 有 其 
本 身 的 智慧 ;它们 比 我 们 还 要 聪明 ,甚至 比 发 明 它 们 的 人 还 要 聪明 ;我 们 从 它们 得 到 的 实 比 
原来 装 进去 的 多 . "数学 语言 具有 单 义 性 、 准 确 性 和 演算 性 . 

公理 化 : 从 前 所 ,从 数据 ,从 图 形 , 从 不 完全 和 不 一 致 的 原始 资料 出 发 进行 推理 ,这 就 是 
公理 化 方法 . 在 使 用 这 种 方法 时 ,归纳 与 演绎 并 用 . 公理 化 的 方法 也 深刻 地 影响 着 其 他 学 科 . 

最 优化 : 考查 所 有 的 可 能 性 ,从 中 寻求 最 优 解 . 

数学 模型 : 对 现实 现象 进行 分 析 . 从 中 找 出 数量 关系 ,化 为 数学 问题 ,并 予以 解决 . 

应 用 这 些 思考 方式 的 经 验 构成 数学 能 力 . 这 是 当今 信息 时 代 越 来 越 重要 的 一 种 智力 . 它 
使 人 们 能 批判 地 阅读 ,辨别 雇 误 ,摆脱 偏见 ,估计 风险 . 数学 能 使 我 们 更 好 地 了 解 我 们 生活 于 
其 中 的 充满 信息 的 世界 . 


$6 ”数学 教育 中 的 弊病 与 应 对 


6.1 数学 教育 中 的 弊病 


(1) 目前 在 初 .高 等 教育 中 , 特别 在 教材 .教学 法 中 ,就 数学 而 言 , 过 于 偏重 于 演绎 论证 
的 训练 ,把 学 生 的 注意 力 都 吸引 到 逻辑 推理 的 严密 性 上 去 了 . 课堂 上 讲 的 基本 上 是 逻辑 ,是 
论证 ,是 定理 证 明 的 过 程 , 而 不 是 发 明定 理 的 过 程 , 也 不 是 发 现 定理 证 法 的 过 程 , 用 一 名 古话 
来 说 : 狂 兽 绣 出 任 君 看 ,不 与 郎 君 度 金针 .这 对 培养 学 生 的 创造 力 来 说 是 十 分 不 利 的 . 当然 ， 
必要 的 逻辑 推理 训练 不 可 少 ,但 对 培养 数学 家 来 说 , 发明 与 创新 比 命 题 论证 更 重要 . 定理 的 
发 明 与 论证 常常 是 两 回 事 , 课 上 应 当 讲 讲 数 学 的 发 现 与 发 明 . 讲 一 个 故事 : 

昔 一 人 苦 贫 特 甚 , 而 生平 虞 奉 吕 祖 . 感 其 至 心 , 忽 降 其 家 , 见 其 赤 贫 ,不 胜 赔 之 ， 

念 当 有 以 济 之 , 因 伸 一 指 , 指 其 庭 中 表 石 ,各 然 化 为 黄金 , 日 : 汝 欲 之 乎 ? 其 人 再 拜 

目 : 不 欲 也 . 吕 祖 大 喜 , 谓 : 子 诚 如 此 , 便 可 授 汝 大 道 . 其 人 日 不然, 我 心 欲 此 指 

头 耳 . 
老师 给 学 生 的 应 当 是 点 石 成 金 的 手指 头 , 而 不 是 帮 他 们 点 石 成 金 .换言之 , 乱 惠 既 要 绣 出 , 金 
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针 亦 需 度 尽 . 
(2) 课 上 讲 的 东西 都 是 成 熟 的 .完美 的 . 不 讲 获得 真理 的 艰苦 历程 有 时 有 意 回 避 问 题 ， 
掩盖 缺陷 . 因而 学 生 获 得 的 是 片面 的 知识 . 著名 数学 史 作 家 M. 克 莱 因 (M. Klein) 说 : 


“课本 中 字 计 和 句 酌 的 叙述 ,未 能 表现 出 创造 过 程 中 的 和 斗争、 挫折 ,以 及 在 建立 一 

个 可 观 的 结构 之 前 ,数学 家 所 经 历 的 艰苦 漫长 的 道路 . 学 生 一 旦 认识 到 这 一 点 ,他 

将 不 仅 获得 真知 灼 见 ,还 将 获得 碳 强 地 追究 他 所 攻 问 题 的 勇气 ,并 且 不 会 因为 自己 

的 工作 并 非 完美 无 缺 而 感到 矣 夷 . 实在 说 ,叙述 数学 家 如何 跌 跤 ,如 何在 迷雾 中 摸 

索 前 进 ,并且 如 何 堆 零碎 碎 地 得 到 他 们 的 成 果 , 应 使 摘 研 究 工 作 的 任 一 新 手 鼓 起 

勇气 .?” 

(3) 在 教学 与 教材 中 ,常常 见 木 不 见 林 , 细节 多 ,思想 少 , 见 不 到 本 质 , 这 在 一 定 程 度 上 
失去 了 “ 真 ”, 其 次 ,割断 了 数学 与 哲学 .数学 与 艺术 .数学 与 自然 科学 的 联系 ,使 学 生 见 不 到 
各 个 学 科 间 的 联系 与 相互 为 用 ,这 就 在 一 定 程度 上 失去 了 “ 善 ” 自然 地 ,也 见 不 到 数学 的 整 
体 结构 的 和 谐 与 一 致 ,这 在 一 定 程度 上 失去 了 “ 美 ”. 结果 使 学 生 丧 失 了 对 理性 追求 的 兴趣 . 

除去 课程 设置 和 教材 体系 的 问题 之 外 ,还 存在 着 教育 观念 和 教学 方法 等 方面 的 问题 . 教 
学 过 程 中 普遍 缺乏 对 学 生 的 启发 性 , 忽视 对 学 生 科学 探讨 精神 的 帮助 与 鼓励 ,不 讲课 程 内 
容 的 科学 意义 而 在 一 些 枝 节 问 题 上 大 做 文章 ,甚至 把 做 题 作 为 整个 教学 的 中 心 ,误导 学 生 做 
难题 , 偏 题 . 怪 题 . 这 就 变相 地 扼杀 了 学 生 的 创造 性 . 

著名 数学 家 柯 朗 (R. Courant，1888 一 1972) 曾 尖锐 地 批评 数学 教育 . 他 说 :“ 两 千年 来 ， 
掌握 一 定 的 数学 知识 已 被 视 为 每 个 受 教育 者 必须 具备 的 智力 , 数学 在 教育 中 的 这 种 特殊 地 
位 ,今天 正在 出 现 严 重 危 机 . 不 幸 的 是 ,教育 工作 者 对 此 应 负 其 责 . 数学 的 教学 逐渐 流 于 无 意 
义 的 单纯 演算 习题 的 训练 . 固然 这 可 以 发 展 形式 演算 能 力 ,但 却 无 助 于 对 数学 的 真正 理解 ， 
无 助 于 提高 独立 思考 能 力 . ” 柯 朗 的 话 是 何等 的 好 啊 ! 它 值得 我 们 每 一 个 数学 教育 工作 者 思 
考 , 反 思 我 们 的 教学 工作 . 归根 到 底 , 时 代 变 了 ,培养 数学 人 才 的 模式 也 与 以 前 不 同 了 ,时 代 
对 数学 教育 提出 了 更 高 的 要 求 , 这 就 要 求 我 们 转变 教育 观念 ,对 过 去 的 教学 体系 和 内 容 进行 
改革 ,并 逐步 在 实践 中 建立 适合 现实 需要 的 新 的 教学 体系 和 新 的 教育 观 . 这 样 的 任务 历史 地 
落 在 现在 这 一 代数 学 教育 工作 考 的 身上 . 


6.2 数学 教育 中 的 应 对 


素质 教育 应 从 弥补 这 些 缺 陷入 手 . 数学 发 展 的 历史 贯穿 着 理性 探索 与 现实 需要 这 两 股 
动力 ,贯穿 着 对 真善美 与 对 功利 用 的 两 种 追求 . 我 们 将 在 文化 这 一 更 加 广阔 的 背景 下 讨论 数 
学 的 发 展 、 数 学 的 作用 以 及 数学 的 价值 ,从 历史 的 ,文化 的 和 哲学 的 高 度 鸟 区 数学 的 全 貌 和 
美丽 . 

首先 是 历史 的 . 如果 我 们 不 知道 我 们 从 哪里 来 ,那么 我 们 也 就 不 知道 到 哪里 去 . 而 且 ， 
“一 门 科学 的 历史 是 那 门 科学 中 最 宝贵 的 一 部 分 ,因为 科学 只 能 给 我 们 知识 ,而 历史 却 能 给 
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我 们 智慧 光化学 家 傅 座 ) ,所 以 我 们 要 讲 一 点 历史 . 并 且 ,将 力量 集中 在 划时代 学 科 的 诞生 与 
重要 概念 的 发 展 上 ,考查 数学 科学 的 演变 ,并 给 出 评价 与 展望 ,而 不 去 过 多 地 涉及 细节 . 

其 次 ,我 们 要 讲述 数学 与 各 种 文化 的 交互 影响 ,从 中 认识 到 数学 是 理解 当今 世界 的 一 把 
大 钥匙 ,任何 学 科 都 离 不 开 它 ; 同 时 也 将 阐述 数学 与 人 文科 学 的 联系 ,目前 这 方面 的 论述 比 
较 少 ， 

目前 是 知识 室 前 发 展 的 时 代 , 各 门 学 科 呈 现 相互 交叉 的 趋势 . 只 懂得 一 门 学 问 是 远 远 不 
够 了 . 高 校 开设 素质 教育 通 选课 ,不仅 向 学 生 提供 一 门 知识 ,也 是 提供 一 种 机 会 .各 门 学 科 的 
交叉 点 常常 是 新 学 科 的 发 源 地 . 要 使 数学 成 为 对 于 怀 着 各 种 各 样 不 同 兴趣 的 学 生 都 有 吸引 
力 的 一 门 学 科 . 

贝 弗 里 奇 在 (科学 研究 的 艺术 ;一 书 中 指出 :“ 如 果 研 究 的 对 象 是 一 个 正在 发 展 的 学 科 ， 
或 是 一 个 新 问题 ,这 时 内 行 最 有 利 . 如 果 研 究 的 对 象 是 一 个 不 再 发 展 的 学 科 , 那 就 需要 一 种 
新 的 革命 的 方法 ,而 这 种 革命 的 方法 更 可 能 由 一 个 外 行 提 出 . ”这 里 给 出 一 个 实例 . 

大 约 在 1950 年 ,一 个 名 叫 瑞 . Hauptman 的 数学 家 对 晶体 的 结构 这 个 谜 产生 了 兴趣 . 从 
20 世纪 初 化 学 家 就 知道 , 当 X 射线 穿 过 晶体 时 ,光线 碰 到 晶体 中 的 原子 而 发 生 散 射 或 衍射 . 
当 他 们 把 胶卷 置 于 晶体 之 后 ,X 射线 会 使 随 原子 位 置 而 变动 的 衍射 图 案 处 的 胶卷 变 黑 . 化 学 
家 的 迷惑 是 ,他 们 不 能 准确 地 确定 晶体 中 原子 的 位 置 . 这 是 因为 X 射线 也 可 以 看 做 是 波 , 它 
们 有 振幅 和 相位 . 这 个 入 射 图 只 能 探 清 X 射线 的 振幅 ,但 不 能 探测 相位 . 化 学 家 们 对 此 困惑 
了 40 多 年 . H, Hauptman 认识 到 ,这 件 事 能 形成 一 个 纯粹 的 数学 问题 ,并 有 一 个 优美 的 解 . 

借助 傅 里 叶 分 析 ,他 找 出 了 决定 相位 的 办 法 ,并 进一步 确定 了 晶体 的 几何 . 结晶 学 家 只 
见 过 物理 现象 的 影子 ，H. Hauptman 却 利 用 100 年 前 的 古典 数学 从 影子 来 再 现实 际 的 现 
象 .前 些 年 在 一 次 谈话 中 ,他 回忆 说 ,1950 年 以 前 ,人 们 认为 他 的 工作 是 荒 雇 的 ,并 把 他 看 成 
一 个 大 傻瓜 .事实 上 ,他 一 生 只 上 过 一 门 化 学 课 一 一 大 学 一 年 级 的 化 学 . 但 是 ,由 于 他 用 古典 
数学 解决 了 一 个 难 倒 现代 化 学 家 的 谜 ,而 在 1985 年 获得 了 诺 贝 尔 化 学 奖 . 

这 个 例子 告诉 我 们 ,各 门 学 科 的 交叉 点 常常 是 新 发 明 的 沃土 . 

第 三 ,方法论 是 本 课程 的 一 个 目标 . 


$7 初等 数学 回顾 


本 课程 的 起 点 基本 上 是 初等 数学 ,但 背景 来 自 高 等 数学 . 我 们 希望 通过 浅显 的 知识 , 讲 
授 数 学 的 精神 .方法 和 应 用 . 因而 这 里 对 初等 数学 作 一 简要 回顾 . 

孔子 说 :“ 温 故而 知 新 . ”柏拉图 说 :“ 天 下 本 无 新 事 . ”这 是 告诉 我 们 ,要 从 旧 中 找 出 新 ， 
从 新 中 办 出 旧 . 只 有 如 此 我 们 才能 学 得 深 、 理 解 得 透 . 

初等 数学 的 主要 内 容 有 : 算术 ,代数 ,几何 ,三 角 和 人 解析 几何 .它们 提供 了 最 基本 的 数学 
知识 和 最 基本 的 思维 模式 . 

这 些 内 容 清楚 地 表明 ,数学 是 空间 形式 和 数量 关系 的 学 科 . 那么 , 形 与 数 的 本 质 是 什么 ? 
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形 ; 空间 形式 的 科学 ,视觉 思维 占 主导 ,培养 直觉 能 力 ,培养 洞察 力 ,培养 馆 辑 推理 
能 力 . 1 . 
数 : 数量 关系 的 科学 ,有 序 思维 占 主导 ,培养 符号 运算 能 力 . 

在 学 习 数 学 的 时 候 要 注意 数 . 形 结合 . 已 故 著 名 数学 家 华罗庚 对 此 非常 重视 . 他 曾 写 了 
数 与 形 , 本 是 相 倚 依 ,看 能 分 作 两 边 飞 . 

数 缺 形 时 少 知 觉 ,， 形 少数 时 难 入 徽 . 

数 形 结合 百般 好 ， 隔 离 分 家 万 事 非 . 

切 莫 忘 ,几何 代数 统一 体 ， 

永远 联系 , 切 莫 分 离 . 


数 与 形 相 结合 , 既 有 助 于 加 深 理 解 , 也 有 助 于 记忆 ， 

在 初等 数学 中 ,算术 与 代数 以 研究 数量 关系 为 主 , 几 何 与 三 角 以 研究 空间 形式 为 主 . 解 
析 几 何 是 数 与 形 结合 的 典范 . 几何 学 教 给 我 们 逻辑 推理 的 能 力 ,代数 学 教 给 我 们 数学 演算 的 
能 力 , 在 整个 初等 数学 中 代数 占有 更 加 重要 的 作用 . 它 提供 了 : 

最 基本 的 运算 : 四 则 运算 ; 

最 基本 的 运算 法 则 : 结合 律 ,分 配 律 ,交换 律 . 

从 算术 到 代数 有 四 个 主要 进步 : (1) 从 数字 运算 到 文字 运算 ;(2) 从 已 知 数 运 算 到 未 知 
数 运算 ;(3) 从 处 理 常量 到 处 理 变量 ;(42 引进 指数 与 对 数 两 种 新 运算 ， 

自然 数 集 与 加 法 (或 乘法 ?结合 在 一 起 构成 近代 代数 中 的 群 的 原型 有 理 数 集 与 四 则 运 
算 结合 在 一 起 构成 近代 代数 中 的 域 的 原型 ， 

中 学 数学 的 主要 任务 有 四 :1) 发 展 符号 意识 ;(2) 实现 从 直观 描述 到 严格 证 明 的 转 
变 ,培养 严密 的 逻辑 思维 能 力 ;(3) 实现 从 具体 数学 到 概念 化 数学 的 转变 ; (4) 实现 从 常量 
数学 到 变量 数学 的 转变 . 


$8 学 习 原 则 


学 习 数 学 要 有 办 法 . 对 任何 学 科 而 言 ,学 识 有 两 大 组 成 部 分 : 知识 与 才智 . 才智 是 运用 
知识 的 能 力 . 没有 一 定 的 独立 思考 .能动 性 和 创新 精神 就 谈 不 上 才智 , 在 数学 中 ,才智 就 是 解 
问题 , 找 出 证 明 , 评 议 百 家 , 流 畅 地 运用 数学 语言 和 工具 ,在 各 种 场合 辨认 数学 概念 的 能 力 . 
才智 比 仅 有 知识 更 为 重要 . 学 习 要 遵循 哪些 原则 ? 

1. 主动 学 习 原 理 ( 苏 格拉 底 法 ,公元 前 470 一 399) 

学 习 任何 东西 的 最 好 途径 是 自己 去 发 现 . 德国 物理 学 家 李 希 坦 贝 尔格 说 :“ 那 曾经 使 你 
不 得 不 亲自 动手 发 现 了 的 东西 ,会 在 你 脑子 里 留 下 一 条 路 径 , 一 旦 有 所 需要 ,你 就 可 以 重新 


运用 它 .” 
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2. 循序 渐进 

康德 说 :“ 学 习 从 行动 和 感受 开始 ,再 从 这 里 上 升 到 语言 和 概念 . 我们 把 循序 渐进 分 成 
三 个 阶段 : 探索 阶段 .形式 化 阶段 和 同化 阶段 . 

探索 阶段 ; 更 接近 于 行动 和 感受 ,要 认识 事物 ,熟悉 事物 ,这 时 处 于 一 种 比较 直观 和 启 
发 式 的 水 平 上 . 

形式 化 阶段 : 引入 术语 和 定义 ,给 出 证 明 , 达 到 一 种 概念 化 的 水 平 . 

同化 阶段 : 这 时 应 有 一 种 洞察 事物 “内 部 境界 ”的 尝试 .应 当 将 所 学 材料 经 过 消化 吸收 
到 自己 的 知识 体系 中 ,到 自己 的 精神 境界 中 去 . 这 一 阶段 为 应 用 铺 平 了 道路 ,又 打开 了 通 向 
更 高 境界 的 道路 . 

3. 审 同 辩 异 

审 同 状 异 , 即 同 中 观 异 , 异 中 观 同 ,这 是 发 明 创 造 的 开始 . 

异 中 观 同 就 是 抓 住 本 质 , 抓 住 共性 . 领域 不 管 相 隔 多 远 , 外 表 有 多 大 不 同 ,实质 可 能 是 一 
样 的 . 实质 认 的 越 清 楚 ,作出 新 发 明 的 可 能 就 越 大 . 

例如 , 庞 加 莱 做 Fuchs 群 的 研究 ,做 了 半 个 月 只 得 到 一 点 结果 ,基本 上 是 失败 的 . 他 放弃 
了 这 项 研究 ,到 乡间 去 旅行 . 他 写 道 :“ 这 时 我 离开 了 居住 的 锡 安 城 ,参加 矿 冶 学 院 主持 的 一 
次 地 质 考察 . 这 次 外 出 旅行 好 几 天 ,使 我 完全 忘记 了 我 正在 进行 的 数学 研究 . 到 了 康 旦 城 ,我 
们 正 要 搭车 出 门 , 就 在 我 一 只 脚 记 上 车 门 的 那 一 瞬间 ,灵感 在 我 的 脑海 中 冒 了 出 来 . 我 突然 
领悟 到 ,我 定义 Fuchs 函数 的 变换 方法 同 非 欧 几何 的 变换 方法 是 一 样 的 . ” 正 是 因为 抓 住 了 
不 同 领域 间 的 共性 使 庞 加 莱 完 成 了 他 的 研究 . 类 似 的 经 历 在 他 身上 出 现 过 三 次 . 

高 斯 (Carl Friedrich Gauss) 也 写 过 关于 他 求证 数 年 而 未 成 功 的 一 个 问题 .“ 终 于 在 两 天 
前 我 成 功 了 .…… 像 闪电 一 样 , 谜 一 下 子 解 开 了 .我 自己 也 说 不 清楚 是 什么 导线 把 我 原先 的 
知识 和 使 我 成 功 的 东西 接连 起 来 了 .” 

希 尔 伯 特 (Hilbert David) 的 最 早 的 门生 布 鲁 门 萨 尔 在 给 希 尔 伯 特 写 的 传记 中 这 样 说 ， 
“在 剖析 伟大 的 数学 才能 时 ,你 必须 区 分 不 同 的 情况 ,一 种 是 创造 概念 的 能 力 ,一 种 是 意识 事 
物 之 间 的 深刻 联系 ,并 使 基本 原理 简明 化 的 才能 . 在 希 尔 伯 特 身上 ,你 能 看 到 一 种 不 可 抗拒 
的 深究 洞察 力 ,这 正 是 他 的 伟大 之 处 . 在 他 的 全 部 工作 中 包含 有 那样 一 些 例子 ,它们 来 自 相 
距 很 远 的 领域 ,只 有 和 希 尔 伯 特 才能 辨认 出 它们 之 间 的 内 在 联系 以 及 跟 当 前 所 研究 的 问题 的 
联系 ;这 就 是 从 这 一 切 工作 中 最 终 创 造 出 一 个 综合 物 一 一 一 他 的 艺术 杰作 .…… 只 有 极 少 数 伟 
大 人 物 能 和 和 希 尔 伯 特 相提并论 .” 

最 近 的 例子 是 ,1998 年 8 月 号 的 《科学 的 美国 人 ?刊登 了 阿 德尔 曼 的 一 篇 文章 (让 DNA 
作 计 算 少 我 们 知道 ,DNA 由 两 条 链 组 成 ,每 一 条 链 按 一 定 顺序 排列 着 四 种 核 苷 酸 碱 基 , 分 别 
记 做 A,T,C,G. 两 条 链 上 的 碱 基 通 过 氢 键 连接 . 但 是 ,由 于 这 些 原 子 基 团 的 构造 不 同 ,A 只 
能 与 工 相连 ,C 只 能 与 G 相连 . 这 样 一 来 ,如 果 DNA 一 条 链 上 的 碱 基 已 经 确定 , 则 另 一 条 链 
上 的 碱 基 也 一 定 相应 地 被 确定 . 从 信息 角度 来 看 ,A,T,C,G 的 化 学 结构 、 化 学 特性 都 不 重 
要 ,重要 的 是 ,它们 是 信息 的 载体 ,因此 ,需要 研究 它们 的 排列 .对 应 .变换 等 , 即 把 它们 作为 
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符号 去 研究 数学 . 如 果 在 DNA 的 一 条 链 上 排列 了 一 串 碱 基 , 例如 GAACAG ,就 会 有 一 个 


此 可 以 复制 DNA 以 至 整个 细胞 . 按照 还 原 论 的 观点 ,生命 就 是 DNA 聚合 酶 复制 DNA. 
DNA 聚合 酶 是 一 个 奇异 的 纳米 机 器 , 它 一 跳 就 骑 在 DNA 的 一 条 链 上 , 顺 着 它 往 下 滑 ,一 边 
滑 一 边 “ 读 ”出 A,T,C,G 这 些 字母 ,同时 “ 写 ” 出 与 它 互补 的 字母 链 T, A,G,C. 

现在 回 到 阿 德 尔 曼 . 他 写 道 :“ 我 正 躺 着 叹服 于 这 个 令 人 惊奇 的 酶 ,并 且 突 然 为 它们 与 
图 灵 发 明 的 机 器 之 相似 而 大 为 震动 . ”想到 这 一 点 使 他 “彻夜 难 眠 , 想 办 法 让 DNA 作 计 算 .” 
这 就 是 DNA 计算 机 的 起 源 . 

现在 讲 同 中 观 异 . 恩格斯 说 :“ 从 不 同 观点 观察 同一 对 象 ,…… 殖 已 成 为 马克 思 的 习 
惯 . "法国 雕 塑 家 罗丹 说 :“ 所 谓 大 师 就 是 这 样 的 人 ,他 们 用 自己 的 眼睛 去 看 别人 见 过 的 东 
西 ,在 别人 司空 见 惯 的 东西 上 能 够 发 现 出 美 来 . ”所 以 必须 训练 自己 的 观察 力 和 对 事物 的 敏 
感度 ,否则 你 只 能 停留 在 常人 水 平 . 德国 哲学 家 尼采 说 ， 
新 事物 ,而 是 把 旧 的 ,很 早 就 已 知 的 ,或 者 人 人 都 视而不见 的 事物 当做 新 事物 观察 ,这 才 证 明 
是 真正 具有 独创 性 的 头脑 . " 同 中 观 异 似乎 更 难 . 再 举 个 例子 . 大 家 知道 ,李白 是 才气 很 大 的 . 
他 站 在 黄 稚 楼 上 ,有 感 于 眼前 美景 ,准备 写 诗 . 抬头 一 看 , 崔 壬 的 “ 黄 稚 楼 ”在 上 面 , 写 得 非常 
之 好 . 他 无 法 超越 ,于 是 提 笔 写 道 “眼前 有 景 道 不 得 , 崔 题 题 诗 在 上 头 ” 

对 同一 个 概念 ,或 同一 个 定理 ,不 同 的 人 有 不 同 的 理解 ,其 深度 可 以 相去 甚 远 ， 

对 数学 中 的 重要 概念 ,要 多 花 一 些 心 思 去 琢磨 它 . 要 借助 大 量 丰 富 的 例子 去 加 深 对 概念 
内 涵 的 理解 . 有 些 同学 没有 学 好 数学 ,常常 是 因为 基本 概念 没有 弄 清 楚 . 

如 何 学 好 定理 ? 我 们 提出 五 个 怎样 : 怎样 发 现 定理 ;怎样 证 明定 理 ;怎样 理解 定理 ; 怎 
样 应 用 定理 ;怎样 推广 定理 . 如 果 你 能 够 从 这 五 个 方面 考察 一 个 定理 ， 你 就 会 对 定理 有 一 个 
较为 全 面 的 理解 . 

4. 直觉 力 

任何 一 个 数学 分 支 都 是 一 个 演绎 体系 ,任何 演绎 体系 都 是 通过 证 明 组 织 起 来 的 . 可 见 ， 
证 明成 为 每 一 门 数学 课 的 中 心 内 容 是 不 奇怪 的 . 通过 证 明 我 们 可 以 清楚 地 了 解 定理 在 理论 
中 的 地 位 . 因而 讲 数学 不 可 能 不 讲 证 明 . 数学 证 明 在 数学 理论 中 具有 重要 的 地 位 . 但 是 我 们 
也 必须 看 到 ,证 明 是 论证 的 手段 ,而 不 是 发 明 的 手段 . 一 个 数学 课 忽视 后 一 点 将 是 一 个 巨大 
的 损失 . 那些 伟大 的 数学 家 在 逻辑 证 明 尚 未 给 出 以 前 ,就 知道 某 个 定理 肯定 是 正确 的 . 直觉 
和 美感 是 他 们 的 向 导 . 事实 上 , 费 马 (Pierre de Fermat) 关 于 数论 的 大 量 工作 以 及 牛顿 (Isaac 
Newton) 关 于 三 次 曲线 的 工作 都 没有 给 出 证 明 , 其 至 没有 品 示 证 明 存在 . 数学 的 前 进 主要 是 
靠 具 有 超 长 直觉 的 人 们 推动 的 ,而 不 是 靠 那 些 长 于 作出 严格 证 明 的 人 们 推动 的 . 数学 中 有 许 
多 著名 猜想 都 是 这 人 么 产生 的 ,例如 哥 德 巴赫 猜想 、. 费 马 大 定理 . 黎 曼 猜 想 . 四 色 问 题 等 都 是 . 
实验 .猜测 、 症 纲 和 类 比 在 数学 的 发 现 中 具有 重要 的 作用 ， 这 是 学 好 数学 的 重要 组 成 部 分 ,所 
以 ,在 数学 学 习 中 应 给 以 相当 的 关注 . 
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5， 鉴赏 力 

鉴别 真 与 假 ,好 与 坏 , 美 与 丑 , 重 要 与 不 重要 ,基本 与 非 基 本 ,是 一 件 非常 重要 的 事情 . 有 
鉴别 力 的 学 生 会 区 分 主 次 ,自然 学 得 好 . 鉴赏 力 可 以 在 教学 过 程 中 逐渐 加 以 培养 . 如 何 培养 ? 
讲 一 点 数学 史 , 它 会 给 出 正确 的 价值 观 . 历史 上 留 下 来 的 问题 都 是 大 浪 淘 沙 的 结果 ,是 “ 淘 尽 
污 泥 始 见 金 ” 

培养 鉴赏 力 的 另 一 个 手段 是 经 常 作 比较 ,可 能 的 话 , 展 示 最 好 的 . 

与 哲学 相 结合 . 哲学 的 思考 可 以 提供 观察 问题 的 方法 和 角度 , 引 人 深 入 . 没有 哲学 无 法 
看 清 数 学 的 深度 , 以 简 驭 繁 . 返 瑛 归真 都 是 哲学 思考 . 具有 鉴赏 力 的 学 生 能 够 抓 住 事物 的 
本 质 ， 
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二 次 世界 大 战 以 后 ,数学 与 社会 的 关系 发 生 了 根本 性 的 变化 . 数学 已 经 深入 到 自然 科学 
和 社会 科学 的 各 个 领域 . 著名 数学 家 A. Kaplan 说 :“ 由 于 最 近 20 年 的 进步 ,社会 科学 的 许 
多 领域 已 经 发 展 到 不 懂 数 学 的 人 望尘莫及 的 阶段 . ”A. N. Rao 指出 :一 个 国家 的 科学 的 进步 
可 以 用 它 消耗 的 数学 来 度量 . 20 世纪 70 年 代 末 ,美国 国家 研究 委员 会 正式 提出 ,美国 的 扫 
育 任 务 已 转变 为 扫 数 学 盲 . 1989 年 ,美国 国家 研究 委员 会 发 表 ( 人 人 关心 数学 教育 的 未 来 》 
一 书 , 书 中 重点 强调 :“ 我 们 正 处 在 国家 由 于 数学 知识 而 变 得 在 经 济 上 和 种 族 上 都 被 分 裂 的 
危险 之 中 . ”并 解释 道 :“…… 除 了 经 济 以 外 ,对 数学 无 知 的 社会 和 政治 后 果 给 美国 民主 政治 
的 生存 提出 了 惊 钨 的 信号 . 因为 数学 掌握 着 我 们 的 基于 信息 的 社会 的 领导 能 力 的 关键 ,其 有 
数学 读 写 能 力 的 人 与 不 具有 这 种 能 力 的 人 之 间 的 差距 越 来 越 大 ,从 种 族 和 经 济 的 范围 上 ,其 
程度 是 惊人 地 一 致 .我 们 冒 着 变 成 一 个 分 裂 的 国家 的 危险 ,其 中 数学 知识 支持 着 多 产 的 、 技 
术 强 大 的 精英 阶层 ,而 受 购 养 的 、 半 文盲 的 成 年 人 、 不 相称 的 西班牙 人 和 黑人 , 却 发 现 他 们 远 
远 不 具备 经 济 和 政治 的 能 力 . 这 必须 纠正 过 来 ,否则 没有 数学 基本 能 力 的 人 和 文盲 将 迫使 美 
国 骨 省.” 

我 们 知道 ,语言 的 读 写 能 力 是 非常 重要 的 . 一 个 文盲 是 没有 读 写 能 力 的 ,或 者 只 会 写 自 
己 的 名 字 . 他 很 难 在 社会 上 找到 重要 的 工作 . 现在 数学 的 读 写 能 力 , 也 就 是 量 的 读 写 能 力 正 
在 提 到 我 们 的 眼前 . 现代 社会 的 许多 信息 是 用 量 的 方式 提供 的 ,因而 作为 一 个 现代 人 ,用 量 
的 方式 去 思维 .去 推理 和 判断 成 为 一 种 基本 能 力 . 1999 年 美国 出 版 了 一 部 教材 名 叫 4 应 用 与 
理解 数学 》(Using and Understanding Mathematics. by Jeffrey O. Bennett ,and William L. 
Briggs), 在 书 的 第 三 页 , 列 出 了 一 张 就 业 表 ( 见 表 1. 表 2), 其 中 包含 两 种 能 力 : 英语 与 数学 
《 表 中 只 摘录 了 其 中 一 部 分 ). 
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表 1 技术 水 平 


数学 水 平 
| 写 报告 总结 \ 摘 要 ,参加 辩论 | 熟练 使 用 初等 数学 ,熟悉 公理 化 几何 


| 读 科技 杂志 .经 济 报告 法律 文件 , 写 社论 .评论 文 懂 微 积分 与 统计 ,能 处 理 经 济 问题 
使 用 高 等 微 积 分 ,近世 代数 和 统计 . 


表 2 职业 要 求 


经 济 分 析 师 


会 计 
公司 董事 

计算 机 推销 员 
税务 代理 人 
私人 经 纪 人 
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1. 综合 与 新 分 支 
数学 与 自然 科学 ,社会 科学 和 哲学 的 相互 联系 的 加 深 与 加 广 , 而 且 互 相依 赖 ,互相 促进 ， 
”正在 形成 一 个 综合 的 知识 集合 体 ,可 研究 的 问题 从 不 可 见 的 粒子 一 直 扩展 到 宇宙 间 的 黑洞 
这 使 得 各 门 科学 都 获得 了 新 的 视野 ,新 的 分 支 不 断 涌现 ,同时 ,也 促使 数学 获得 根本 性 的 
进步 ， 

2. 数学 化 与 形式 化 

从 20 世纪 开始 ,几乎 社会 科学 的 所 有 领域 都 不 同 程度 地 表现 出 一 种 重要 特征 , 即 这 些 
学 科 的 理论 与 方法 正在 朝 着 日 益 数 学 化 和 形式 化 的 方向 演变 ,并 实现 从 定性 描述 到 定量 描 
述 的 转化 . 

3. 计算 机 的 作用 

计算 机 的 诞生 使 上 述 两 种 趋势 加 深 、 加 快 和 加 广 . 信息 处 理 的 速度 大 大 加 快 ,信息 传输 
与 交流 正在 全 球 化 ,学 术 界 对 新 事物 .新 学 科 的 反映 更 加 敏感 . 

这 三 种 趋势 将 形成 一 个 大 的 潮流 ,把 数学 .自然 科学 与 人 文科 学 冲刷 到 一 起 ,让 它们 联 
合作 战 . 这 三 种 趋势 中 起 中 心 作用 的 是 数学 . 当然 ,这 不 是 说 所 有 重要 的 发 展 都 是 数学 单独 
引起 的 ,而 是 说 ,数学 在 其 中 起 了 关键 的 作用 , 它 一 直 是 主角 . 本 书 将 从 历史 的 角度 阐明 这 一 
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事实 . 
最 后 ,用 六 句 话 来 概括 数学 素质 教育 通 选课 的 目的 : 
给 体 打 开 一 个 窗口 ,让 你 领略 另 一 个 世界 的 凤 光 一 一 数学 的 博大 精深 ,数学 的 
广阔 用 场 ; 
给 你 一 双 数 学 家 的 眼睛 ,丰富 你 观察 世界 的 方式 ; 
给 你 一 颗 好 奇 的 心 , 点 燃 你 胸中 的 求知 和 欲望; 
给 你 一 个 蹇 智 的 头脑 ,帮助 你 进行 理性 思维 ; 
给 你 一 套 研究 模式 ,使 它 成 为 你 探索 世界 奥秘 的 望远镜 和 显微镜 ， 
给 你 提供 新 的 机 会 ,让 你 在 交叉 学 科 中 寻求 乐土 ,利用 你 的 勤奋 和 智慧 去 作出 
发 明和 创造 . 
论文 题目 
1. 我 与 数学 ， 
2.， 数学 与 素质 教育 . 


初中 文凭, 独步 中 华 一 一 华罗庚 


华罗庚 是 20 世纪 中 国 最 杰出 的 数学 家 ,1910 年 11 月 12 日 诞生 于 江苏 省 金 坛 县 ,1985 
年 6 月 12 日 于 日 本 东京 病逝 . 因 家 境 贫 寒 , 早 年 没有 接受 过 系统 的 高 等 教育 , 他 初中 毕业 
后 ,考取 了 上 海中 华 职业 学 校 , 因 拿 不 出 50 元 的 学 费 而 中 途 辍 学 , 回 金 坛 帮助 其 父 经 营 “ 乾 
生 泰 ”小 店 , 同 时 刻 营 自 修 数 学 .1930 年 在 上 海 的 《科学 》 杂 志 上 发 表 了 一 篇 关于 五 次 方程 的 
文章 而 受到 清华 大 学 数学 系 系 主任 能 庆 来 的 注意 ,认为 华罗庚 有 培养 前 途 , 经 熊 庆 来 推荐 ， 
华罗庚 于 1931 年 到 清华 大 学 数学 系 任 数学 系 助 理 ,1933 年 被 破格 提升 为 助教 ,一 年 后 教 微 
积分 课 .1934 年 华罗庚 成 为 “中 华文 化 教育 基金 会 董事 会 ” 乙 种 研究 员 . 1935 年 被 提升 为 教 
员 .1936 年 作为 访问 学 者 到 英国 剑桥 大 学 进修 ,1938 年 应 清华 大 学 之 聘任 正教 授 ,执教 于 西 
南 联 合 大 学 . 1946 年 2 月 至 5 月 应 前 苏联 科学 院 与 前 苏联 对 外 文化 协会 的 邀请 对 前 苏联 作 
了 广泛 的 访问 .1946 年 7 月 赴 美 ,他 先 在 普林斯顿 高 级 研究 院 作 研究 ,后 在 普林斯顿 大 学 教 
数论 .1948 年 春 在 伊利 诺 伊 大 学 任 正 教 授 .1950 年 2 月 回国 , 任 清华 大 学 数学 系 教授 ,并 着 
手 筹建 中 国 科学 院 数 学 研究 所 . 1952 年 华罗庚 出 任 中 国 科学 院 数学 研究 所 第 一 任 所 长 . 

”1957 年 ,华罗庚 、 曾 昭 抢 、 钱 伟 长 .千家 驹 、 童 第 周 在 《光明 日 报 ?发 表 联名 文章 ,对 我 国 
的 科技 发 展 问 题 提出 了 宝贵 意见 ,但 该 文 竟 被 批判 为 反 党 、 反 社会 主义 的 科学 纲领 . 曾 昭 抢 
与 钱 伟 长 被 错 划 为 右派 分 子 ,华罗庚 被 剥夺 了 发 言 权 ,成 为 数学 所 的 重点 批判 对 象 . 
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1958 年 后 ,华罗庚 普及 优选 法 ,足迹 遍及 全 国 , 取 得 了 很 好 的 经 济 效益 . 

1966 年 ,长 达 十 年 的 “文化 大 革命 ”爆发 ,华罗庚 在 动 难 逃 ,家 被 抄 过 好 几 次 ,手稿 散失 
殖 尽 ， 

华罗庚 在 解析 数论 、 矩 阵 几何 学 、 典 型 群 . 自 守 函 数 、 多 复 变 函数 论 、 偏 微分 方程 、 高 维 数 

值 积 分 等 广泛 的 数学 领域 都 做 出 了 卓越 的 贡献 . 

华罗庚 是 享有 国际 盛誉 的 数学 家 . 1978 年 他 出 任 中 国 科学 院 副 院 长 ,1982 年 当选 为 美 
国 科 学 院 院 士 ,1983 年 当选 为 第 三 世界 科学 院 院 士 . 

值得 一 提 的 是 ,华罗庚 文学 水 平 极 高 ,他 写 了 不 少 诗 文 , 并 以 诗歌 的 形式 传授 数学 方 


华罗庚 在 学 习 (1983 年 ) 
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这 个 学 科 ( 数 学 ) 能 把 灵魂 引导 到 真理 . 
苏 格 拉 底 
放 多 数学 家 知道 他 们 所 研究 的 东西 的 细节 ,但 对 上 表述 数学 科 学 的 者 学 将 征 却 
圳 元 所 知 . 
怀 将 海 
尽管 数学 的 系谱 是 然 久 而 又 赔 胰 的 ,但 是 数学 思想 是 起 源 于 经 验 的 . 这些 思 想 
一 旦 产生 ,这 个 学 科 就 以 精 有 的 方式 生存 下 去 . 和 任何 其 他 学 科 , 尤 其 是 与 经 哈 学 
科 相 比 , 数 学 可 以 比 傣 一 种 有 创造 性 的 ,又 几乎 完全 爱 审 莫 动 机 控制 的 学 科 . 
治 ， 详 伊 机 


§ 1 自然 数 是 万 物 之 母 


1.1 三 个 层次 


整个 人 类 文明 的 历史 就 像 长 江 的 波浪 一 样 ,一 浪 高 过 一 浪 ,滚滚 向 前 . 科学 巨人 们 站 在 
时 代 的 潮 头 ,以 他 们 的 勇气 .智慧 和 勤奋 把 人 类 的 文明 从 一 个 高 潮 推 向 另 一 个 高 潮 . 我 们 认 
为 ,整个 人 类 文明 可 以 分 为 三 个 鲜明 的 层次 ， 

(1) 以 狗头 为 代表 的 农耕 文明 ，; 

《2) 以 大 机 器 流水 线 作 业 为 代表 的 工业 文明 ; 

(3) 以 计算 机 为 代表 的 信息 文明 . 
数学 在 这 三 个 文明 中 都 是 深层 次 的 动力 ,其 作用 一 次 比 一 次 明显 ， 

在 人 类 文明 中 数学 一 直 是 一 种 主要 的 文化 力量 ， 数 学 不 仅 在 科学 推理 中 具有 重要 的 价 
值 ， 在 科学 研究 中 起 着 核心 的 作用 ， 在 工程 设计 中 必 不 可 少 . 而 且 ， 在 西方 ， 数 学 决定 了 
大 部 分 哲学 思想 的 内 容 和 研究 方法 ， 摧 毁 和 构造 了 诸多 宗教 教义 ， 为 政治 学 和 经 济 学 提供 
了 依据 ， 塑 造 了 众多 流派 的 绘画 、 音 乐 、 建 筑 和 文学 风格 ， 创 立 了 逻辑 学 .作为 理性 的 化 
身 ， 数 学 已 经 渗透 到 以 前 由 权威 、 习 惯 、 风 俗 所 统治 的 领域 ， 并 成 为 它们 的 思想 和 行动 的 
指南 . 

人 类 历史 上 的 每 一 个 重大 事件 的 背后 都 有 数学 的 身影 哥 白 尼 的 日 心 说 ,牛顿 的 万 有 
引力 定律 ,无 线 电波 的 发 现 ,三 权 分 立 的 政治 结构 ,一 夫 一 妻 的 婚姻 制度 , 爱 因 斯 坦 的 相对 
论 , 备 德 尔 的 遗传 学 , 巴 贝 奇 的 计算 机 ,马尔 萨 斯 的 人 口 论 ,达尔 文 的 进化 论 , 达 。 芬 奇 的 绘 
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画 , 巴 赫 的 12 平均 率 , 晶 体 结构 的 确定 ,DNA 双 螺 旋 疑 结 的 打开 ,等 等 都 与 数学 思想 有 密切 
联系 . 
但 是 ,要 说 清楚 数学 的 中 心 作用 ,必须 从 根 谈 起 ,必须 从 古 希 腊 谈 起 . 


1.2 上 古 希 腊 的 数学 


古 希腊 人 最 了 不 起 的 贡献 是 ,他 们 认识 到 数学 在 人 类 文明 . 
中 的 基础 作用 . 这 可 以 用 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 约 公元 前 
580 一 约 前 500) 的 一 句 话 来 概括 : 自然 数 是 万 物 之 母 . 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 研究 数学 的 目的 是 企图 通过 揭示 数 的 奥秘 
来 探索 宇宙 的 永恒 真理 . 他 们 对 周围 世界 作 了 周密 的 观察 ,发现 
了 数 与 几何 图 形 的 关系 , 数 与 音乐 的 和 谐 , 他 们 还 发 现 数 与 天 体 
的 运行 都 有 密切 关系 . 他 们 把 整个 学 习 过 程 分 成 四 大 部 分 : 

(1) 数 的 绝对 理论 一 一 算术 ; 

(2) 静 正 的 量 一 一 几何 


(3) 运动 的 量 一 一 天 文 ; 毕 达 哥 拉 斯 
(4) 数 的 应 用 一 一 音乐 . 
合 起 来 称 为 四 艺 . 


以 音乐 为 例 , 从 毕 达 哥 拉 斯 时 代 开 始 ,人 们 就 认为 ,对 音乐 的 研究 本 质 上 是 数学 的 ,音乐 
与 数学 密 不 可 分 . 他 们 做 过 这 样 的 试验 : 将 两 条 质料 相同 的 弦 水 平 放 置 ,使 它们 贿 紧 ,并 保 
持 相同 的 张力 ,但 长 度 不 同 . 使 两 条 弦 同 时 发 音 ,他们 发 现 ,如 果 弦 长 的 比 是 两 个 小 整数 的 
比 , 如 1:2,2:3,3:4 等 , 听 起 来 就 和 谐 . 悦 耳 . 正 是 基于 这 种 认识 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 定 出 
了 音律 (图 2-1). 这 是 毕 达 哥 拉 斯 作出 的 第 一 个 发 现 , 它 对 哲学 和 数学 的 未 来 方向 具有 决定 
性 的 意义 . 其 意义 不 是 这 一 发 现 本 身 ,而 是 对 这 一 发 现 的 解释 . 四 大 文明 古国 : 中 国 、 印 度 、 
巴比伦 和 埃及 都 发 现 了 这 一 事实 ,并 由 此 制定 了 音律 ,但 没有 深思 一 步 , 而 毕 达 哥 拉 斯 由 此 
得 出 结论 : 如 果 你 想 认识 周围 的 世界 ,就 必须 找 出 事物 中 的 数 .一 旦 数 的 结构 被 抓 住 ,你 就 
能 控制 整个 世界 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 有 一 句 原 话 :“ 数 是 人 类 思想 的 向 导 和 主人 ,没有 它 的 力 
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量 ,万 物 就 处 于 香 暗 与 混乱 之 中 . ”事实 上 ,我 们 并 不 生活 在 一 个 真理 的 世界 中 ,而 是 生活 在 
蒙昧 与 错觉 中 . 在 数 中 ,而且 只 有 在 数 中 ,我 们 才 发 现 一 个 可 理解 的 宇宙 . 这 是 一 个 最 为 重要 
的 思想 . 

古 希 腊 对 数学 的 主要 贡献 在 什么 地 方 ? 

首先 是 演绎 推理 的 作用 . 希腊 人 认识 到 ,演绎 推理 异乎 寻常 的 作用 是 数学 惊人 力量 的 源 
泉 ,并 且 是 数学 与 其 他 科学 的 分 水 岭 . 科学 需要 利用 实验 和 归纳 得 出 结论 ,但 科学 中 的 结论 
经 常 需要 纠正 ,甚至 会 被 全 盘 否 定 , 而 数学 结论 数 千年 都 成 立 . 勾 股 定理 已 有 两 千年 的 历史 ， 
它 有 一 点 陈旧 感 吗 ? 没有 . 

希腊 人 对 数学 的 第 二 个 卓越 贡献 是 ,他 们 将 数 和 形 抽象 化 . 他 们 为 什么 这 样 做 呢 ?” 显 
然 , 思 考 抽象 事物 比 思考 具体 事物 困难 得 多 ,但 有 一 个 最 大 的 优点 一 一 获得 了 一 般 性 . 一 个 
抽象 的 三 角形 定理 ,适用 于 建筑 ,也 适用 于 大 地 测量 , 抽象 概念 是 永 便 的 、 完 美的 和 普 适 的 ， 
而 物质 实体 却 是 短暂 的 .不 完善 的 和 个 别 的 ，， 

坚持 数学 中 的 演绎 法 和 抽象 方法 ,希腊 人 创造 了 我 们 今天 所 看 到 的 这 门 学 科 . 

古 希腊 数学 家 强调 严密 的 推理 以 及 由 此 得 出 的 结论 . 他 们 所 关心 的 并 不 是 这 些 成 果 的 
实用 性 ,而 是 教育 人 们 去 进行 抽象 推理 ,激发 人 们 对 理想 与 美的 追求 . 因此 ,这 个 时 代 产 生 了 
后 世 很 难 超越 的 优美 文学 ,极端 理性 化 的 哲学 ,以 及 理想 化 的 建筑 与 雕刻 . 正 是 由 于 数学 文 
化 的 发 展 ,使 得 希腊 社会 具有 现代 社会 的 一 切 胚 胎 . 

但 是 , 令 人 痛惜 的 是 ,罗马 士兵 一 刀 杀 死 了 阿 基 米 德 (Archimedes， 约 公元 前 287 一 前 
212) 这 位 科学 巨人 ,这 就 宣布 了 一 个 光辉 时 代 的 结束 . 怀特 海 对 此 评论 道 :“ 阿 基 米 德 死 于 
罗马 士兵 之 手 是 世界 巨变 的 象征 . 务实 的 罗马 人 取代 了 爱好 理论 的 希腊 人 ,领导 了 欧洲 . 
ee 罗马 人 是 一 个 伟大 的 民族 . 但 是 受到 了 这 样 的 批评 ; 讲求 实效 ,而 无 建树 . 他 们 没有 改 
进 祖先 的 知识 ,他 们 的 进步 只 限于 工程 上 的 技术 细节 . 他 们 没有 梦想 ,得 不 出 新 观点 ,因而 不 
能 对 自然 的 力量 得 到 新 的 控制 .” 

此 后 是 千 余年 的 停滞 . 


§ 2 数学 与 自然 科学 


2.1 宇宙 的 和 谐 


欧洲 在 干 余年 的 沉寂 后 , 迎 来 了 伟大 的 文艺 复兴 . 这 是 一 个 需要 巨人 ,而且 也 产生 了 巨 
人 的 时 代 . 奇怪 的 是 ,在 历史 上 天 才 的 萌发 常常 是 从 生 的 ;要 么 不 出 现 ,要 么 出 现 一 批 . 1564 
年 , 侨 利 略 诞生 了 ,无独有偶 ,同年 莎士比亚 也 诞生 了 .历史 上 向 前 一 步 的 进展 ,往往 伴随 着 
向 后 一 步 的 推 本 淹 源 . 文艺 复兴 运动 为 人 们 带 来 了 希腊 的 理性 精神 ,其 核心 是 数学 思想 的 
复苏 . 

随 着 数学 思想 的 复苏 ,伟大 的 科学 革命 便 开始 了 , 在 创立 科学 方面 有 四 个 不 同 凡 响 的 伟 
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人 : 哥 白 尼 (Copernicus Nicolaus)、 开 普 其 
(Kepler Johannes) 、 人 伽利略 (Galileo Galilei) 和 Vy > 
牛顿 . 从 哥 白 尼 到 牛顿 的 时 代 是 观念 巨变 和 科 驮 > 沁 全 全 竹 
学 突进 的 伟大 时 代 ( 插 图 2-1). po 

哥 白 尼 第 一 个 重新 提出 了 日 心 说 ( 彩 图 
1) ,这 是 具有 革命 性 意义 的 伟大 事件 . 任何 科学 
上 的 大 革命 都 有 两 个 特点 . 一 是 反叛 ,摧毁 已 被 
承认 的 科学 体系 ;二 是 引入 新 的 科学 体系 . 哥 白 
尼 的 科学 体系 正 符合 这 两 个 特点 . 

首先 , 它 违 反常 识 .“ 东 方 红 , 太阳 升 " 是 历 并 
代 世 人 的 俗 念 , 但 现在 要 作 根 本 的 修正 . 人 们 都 是 生 
认为 自己 在 一 个 不 动 的 稳定 的 地 球 上 悠悠 卒 
岁 ,现在 却 发 现 自己 生活 在 一 个 高 速 旋转 的 球 
体 上 ,而 这 个 球体 以 惊人 的 速度 绕 太 阳 飞 速 运 
动 .粗糙 地 说 ,一 个 站 在 赤道 上 的 人 ,以 每 小 时 
1500 千 米 的 速度 绕 地 轴 旋 转 ( 彩 图 2) ,以 每 小 国 /， 
时 97200 千 米 的 速度 绕 太阳 运行 . '\ 

这 真是 “石破天惊 ”之 论 ! 更 严重 的 是 , 它 顺 
与 圣经 》 冲 突 , 因 而 哥 白 尼 遭 到 天 主教 徒 的 强 
烈 仇恨 . 当 路 德 获悉 这 件 事 时 ,极为 震 愤 . 他 说 : 人 
“这 蠢 材 想 要 把 天 文学 这 门 科 学 全 部 着 颠 倒 ; 但 是 圣经) 里 告诉 我 们 , 约 书 亚 命令 大 地 静止 
下 来 ,没有 命令 太阳 . ”《 圣 经 ) 中 是 这 么 说 的 : 

主 掌权 为 王 , 以 威严 为 袍 ，…… 他 英 定 了 尘 赛 ,大 地 就 不 得 动 播 . 

哥 白 尼 的 学 说 使 人 类 感到 届 辱 . 地 球 从 宇宙 的 中 心 一 下 子 降 为 一 个 小 小 的 行星 ,而 人 类 
不 过 是 小 小 行星 上 的 一 种 小 小 的 动物 . 这 是 人 们 ,特别 是 教会 难以 接受 的 . 甚至 到 了 现在 , 仍 
有 人 批判 哥 白 尼 . 若干 年 前 ,神学 家 汉 斯 ， 康 在 (做 一 个 基督 徒 》 一 书 中 写 道 :“ 在 经 过 一 系 
列 羞辱 ,人 的 幻觉 破灭 之 后 ,文艺 复兴 留 下 的 是 什么 ? 第 一 个 羞辱 来 自 哥 白 尼 证 明 人 的 地 球 
并 非 宇 窗 的 中 心 ;…… 第 三 个 来 自 达尔 文 描述 了 人 起 源 于 低级 动物 ……” 

其 次 , 哥 白 尼 引 人 了 一 个 真正 的 宇宙 体系 ,为 数学 化 宇宙 找到 了 坐标 原点 . 哥 白 尼 在 他 
的 《天 体 运 行 论 }》 中 写 道 ， 


在 所 有 天 体 的 中 心 , 太 阳 癌 然 不 动 . 在 这 所 最 美丽 的 碟 堂 中 ,要 把 所 有 的 天 体 
都 照 竞 , 哪 有 比 这 更 好 的 地 方 ? 有 人 称 , 它 是 世界 之 光 , 有 人 称 它 是 世界 的 灵魂 ,有 
人 称 它 是 世界 的 统治 者 . 诚然 ,这 些 都 不 能 说 不 恰当 , …… 所 以 太阳 就 像 坐 在 帝王 
的 宝座 上 ,统治 着 环绕 它 的 星星 家 族 . 
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哥 白 尼 的 思想 终于 成 了 全 人 类 的 共识 ,成 为 人 类 文化 中 不 可 缺少 的 一 部 分 . 现在 ,即使 
是 基督 教 的 信徒 ,佛教 的 僧侣 也 都 承认 ,地 球 绕 着 太阳 转 . 
关于 这 场 革 命 , 科 学 史家 科恩 这 样 评价 :“ 哥 白 尼 发 动 了 一 场 宇宙 结构 观念 的 革命 ,是 
一 场 思 想 革命 ,是 一 场 人 的 宇宙 和 人 与 宇宙 关系 的 观念 转变 . 它 不 仅仅 是 一 场 科 学 革命 ,而 
且 是 一 场 人 类 的 智力 发 展 和 人 的 价值 系统 的 革命 .” 
新 天 文学 除了 对 人 们 关于 字 宙 的 想象 产生 革命 性 的 影响 以 外 ,还 有 两 点 伟大 的 价值 
第 一 ,承认 自古 以 来 便 相信 的 东西 也 可 能 是 错误 的 ;第 二 ,发 现 科学 真理 就 是 耐心 收集 事实 
与 大 胆 猜测 相 结合 . 这 两 点 在 他 的 后 继 者 那里 得 到 了 更 充分 的 发 挥 . 
接着 ,在 第 谷 . 布 拉 埃 观察 的 基础 上 , 开 普 勒 提出 了 
天 体 运 动 三 定律 ; 
(1) 行星 在 椭圆 轨道 上 绕 太阳 运动 ,太阳 在 此 椭圆 
。 的 一 个 焦点 上 . 
E (2) 从 太阳 到 行星 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相同 
的 面积 (图 2-2). 
(3) 行星 绕 太阳 公转 的 周期 的 平方 与 椭圆 轨道 的 半 
长 轴 的 立方 成 正比 . 
图 2-2 开 普 勒 是 世界 上 第 一 个 用 数学 公式 描述 天 体 运动 的 
人 ,他 使 天 文学 从 古 希 腊 的 静态 几何 学 转化 为 动力 学 . 这 三 定律 出 色 地 证 明了 毕 达 哥 拉 斯 主 
义 核心 的 数学 原理 . 的 确 是 ,现象 的 数字 结构 提供 了 理解 现象 的 钥匙 . 
近代 科学 起 源 于 定量 化 . 可 能 除了 牛顿 以 外 ,伽利略 要 算是 近代 科学 的 最 伟大 的 葛 基 者 
了 . 一 种 关于 科学 的 哲学 是 由 他 开创 的 . 与 亚 里 士 多 德 不 同 ,伽利略 认为 ,科学 必须 寻求 数学 
描述 ,而 不 是 物理 解释 . 这 一 方法 开创 了 科学 的 新 纪元 ,扭转 了 科学 研究 的 方向 ,加 深 与 加 强 
了 数学 的 作用 . 他 的 工作 成 为 牛顿 伟大 工作 的 开端. 
伽利略 提出 了 一 个 科学 规划 . 这 个 规划 包含 三 个 主要 内 容 : 
第 一 ， 找 出 物理 现象 的 定量 描述 , 即 联系 它们 的 数学 公式 ; 
第 二 , 找 出 最 基本 的 物理 量 , 这 些 就 是 公式 中 的 变量 ; 
第 三 , 在 此 基础 上 建立 演绎 科学 . 
规划 的 核心 就 是 寻求 描述 自然 现象 的 数学 公式 . 在 这 个 思想 的 指导 下 ,伽利略 找 出 了 自 
由 落体 下 落 的 公式 : 


党 Bat 
由 此 推出 , 同 高 度 的 两 个 不 同 重量 的 物体 将 同时 落地 . 为 了 让 大 众 信服 ,他 作 了 著名 的 比萨 
斜 塔 的 实验 ,彻底 推翻 了 延续 两 千 多 年 的 亚 里 士 多 德 的 错误 观念 . 他 还 研究 了 抛物 体 的 运 
动 , 得 到 抛物 体 运动 的 轨迹 是 抛物 线 . 两 千年 前 希腊 人 关于 圆锥 曲线 的 发 现 到 他 和 开 普 勒 手 
里 才 得 到 第 一 次 应 用 . 他 还 找 出 了 力学 第 一 定律 和 第 二 定律 .所 有 这 些 成 果 和 其 他 成 果 , 伽 
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利 略 都 总 结 在 (关于 两 门 新 科学 的 谈话 和 数学 证 明 }》 一 书 中 ,此 书 耗 费 了 他 30 多 年 的 心血 . 
在 这 部 著作 中 ,伽利略 开创 了 物理 科学 数学 化 的 进程 ,建立 了 力学 科学 ,设计 和 树立 了 近代 
科学 思维 模式 . 

到 1650 年 ,在 科学 家 头脑 中 占据 最 主要 地 位 的 问题 是 ,能 否 在 伽利略 的 地 上 物体 运动 
定律 和 开 普 勒 的 天 体 运动 定律 之 间 建 立 一 种 联系 ? 在 可 见 的 复杂 现象 后 面 , 应 该 有 不 可 见 
的 简单 规律 , 这 种 想法 可 能 过 于 自信 和 不 凡 ,但 在 17 世纪 的 科学 家 的 头脑 中 确实 产生 了 . 他 
们 确信 ,上 帝 数学 化 地 设计 了 世界 . 

牛顿 ( 彩 图 3) 在 伽利略 和 开 普 勤 的 基础 上 ,发 现 了 万 有 引力 定律 .万 有 引力 定律 是 牛顿 
和 他 同时 代 科 学 家 共同 奋斗 的 结果 , 牛顿 熟悉 伽利略 的 运动 定律 ,知道 行星 受 一 个 被 吸 往 太 
阳 的 力 . 如 果 没 有 这 个 力 , 按 照 运动 第 一 定律 ,行星 将 作 直 线 运 动 . 这 个 想法 许多 人 都 有 过 . 
哥 白 尼 、 开 普 勒 . 胡 克 ,哈雷 及 其 他 一 些 人 在 牛顿 之 前 就 开始 了 探索 工作 . 并 且 有 人 猜想 , 太 
阳 对 较 远 的 行星 的 引力 一 定 比 较 小 ,而 且 随 着 距离 的 增 大 , 力 成 反比 地 减 小 .但 他 们 的 工作 
仅 限 于 观察 和 猜测 ， 

牛顿 在 他 们 猜想 的 基础 上 通过 研究 月 球 的 运动 ,给 出 了 万 有 引力 公式 ， 

F=ke, 
其 中 , 下 表示 引力 ,是 常数 , mi ,mz 分 别 表示 两 个 物体 的 质量 , r 是 两 物体 间 的 距离 . 这 
真是 伟大 的 发 现 ,因为 世界 上 从 来 没有 运用 过 方程 式 达 到 如 此 程度 的 单一 化 和 统一 化 . 从 运 
动 三 定律 和 万 有 引力 公式 很 容易 推出 地 球 上 的 物体 运动 定律 . 对 天 体 运 动 来 说 ,牛顿 的 真正 
成 就 在 于 ,他 从 万 有 引力 定律 出 发 证 明了 开 普 勒 的 三 定律 . 这 为 万 有 引力 定律 的 正确 性 提供 
了 强 有 力 的 证 据 . 

牛顿 的 功绩 在 于 ,他 为 宇宙 芮 定 了 新 秩序 ,以 最 确 茧 的 证 据 证 明了 自然 界 是 以 数学 设 
计 的 . 
牛顿 是 人 类 历史 上 最 伟大 的 数学 家 之 一 . 像 莱 布 尼 茨 (Gottfried Wilhelm Leibniz) 这 样 
做 出 了 杰出 贡献 的 人 也 评价 道 :“ 在 从 世界 开始 到 牛顿 生活 的 年 代 的 全 部 数学 中 ,牛顿 的 工 
作 超 过 一 半 , ” 拉 格 朗 日 (Joseph-Louis Lagrange，1736 一 1813) 称 他 是 历史 上 最 有 才能 的 
人 ,也 是 最 幸运 的 人 ,因为 宇宙 体系 只 能 被 发 现 一 次 . 英国 著名 诗人 波 普 (Pope) 是 这 样 来 描 
述 这 位 伟大 科学 家 的 : : 

自然 和 自然 的 规律 

沉浸 在 一 片 混沌 之 中 ， 
上 沉 说 ,生出 牛顿 ， 

一 切 都 变 得 明朗 . 


这 个 发 现 深 深 地 激励 了 人 类 征服 宇宙 的 决心 ,空前 地 提高 了 人 类 的 自信 心 . 由 于 掌握 了 
事物 中 的 数字 结构 ,人 便 有 了 征服 环境 的 新 力量 . 在 某 种 意义 上 讲 , 它 使 得 人 更 像 上 帝 . 毕 达 
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哥 拉 斯 把 上 帝 看 做 至 高 无 上 的 数学 家 . 要 是 人 能 够 在 某 种 程度 上 运用 并 提高 自己 的 数学 才 
能 , 那 他 就 更 接近 于 神 的 地 位 . 听 听 莎士比亚 在 《哈姆雷特 } 里 的 描述 吧 


人 是 何等 了 不 起 的 杰作 1! 

多 么 高 贵 的 理性 ! 多 么 伟大 的 力量 ! 
多 人 么 文雅 的 举动 ! 

举止 多 么 像 天 使 ! 理解 力 多 么 像 上 帝 ! 
宇宙 的 精华 ! 万 物 的 灵 长 ! 


万 有 引力 定律 是 宇宙 的 根本 定律 .根据 万 有 引力 定律 所 作 的 预测 中 最 令 人 瞩目 的 要 算 
是 哈雷 的 预言 了 . 哈雷 (CE. Halley, 1656 一 1742) 在 1705 年 向 英国 皇家 协会 作 了 《 蔡 星 摘要 》 
的 专题 报告 . 在 这 份 经 典 论文 中 ,他 仔细 研究 了 有 关 芷 星 的 各 种 记载 ,并 根据 牛顿 定律 对 从 
1337 年 到 1698 年 作 过 专门 观察 的 24 颗 圭 星 进 行 了 抛物 线 的 计算 . 这 份 论文 的 准确 性 和 完 
备 性 达到 了 至 善 至 美的 程度 ,对 人 类 知识 做 出 了 既 有 纪念 意义 又 令 人 回味 无 穷 的 贡献 . 正 是 
在 这 篇 论文 中 ,哈雷 想到 , 敬 星 的 轨迹 可 能 是 极 扁 的 椭圆 而 不 是 抛物 线 . 然而 在 前 一 种 情况 
下 , 正 星 就 是 太阳 系 的 成 员 了 ,经 过 漫长 的 若干 年 ,它们 将 重新 出 现 . 正 因 为 有 这 种 可 能 , 哈 
雷 才 做 了 大 量 的 计算 工作 . 这 样 , 当 出 现 一 个 新 在 星 时 ,可 将 它 的 轨迹 与 已 计算 出 的 轨迹 比 
较 , 由 此 就 可 确定 出 这 颗 顽 星 是 否 出 现 过 . 正 是 这 些 计算 使 他 相信 ,1531 年 的 那里 艳星 与 
1607 年 观察 到 的 彗星 以 及 1682 年 他 亲自 观察 过 的 趋 星 是 同一 里 在 星 . 他 写 道 ,“ 由 此 我 很 
有 信心 地 大 胆 预 言 , 这 颗 茜 星 将 于 1758 年 出 现 . ”这 就 是 最 著名 的 哈雷 堆 星 的 起 源 . 哈雷 没 
有 看 到 这 颗 芷 星 再 次 出 现 就 去 世 了 ,但 它 确实 在 哈雷 所 预言 的 那 一 年 出 现 了 . 

数学 对 天 文学 的 另 一 个 著名 应 用 是 海王 星 的 发 现 . 这 个 太阳 系 的 最 远 的 行星 之 一 ,是 
1846 年 在 数学 计算 的 基础 上 发 现 的 . 天 文学 家 阿达 姆 斯 和 勒 未 累 分 析 了 天 王 星 的 运动 的 不 
规律 性 ,得 出 结论 : 这 种 不 规律 性 是 由 其 他 行星 的 引力 而 发 生 的 , 勒 未 累 根据 力学 法 则 计算 
出 这 个 行星 应 该 位 于 何 处 ,他 把 这 个 结果 告诉 了 观察 员 , 而 观察 员 果然 用 望远镜 在 勒 未 累 指 
出 的 位 置 看 到 了 这 颗 行 星 . 这 个 发 现 是 数学 计算 的 胜利 . 


2.2 物理 学 


18 世纪 的 数学 家 们 ,同时 也 是 科学 家 们 继承 了 牛顿 的 想法 继续 前 进 . 例如 拉 格 朗 上 日 的 
《分 析 力 学 》 可 作为 牛顿 数学 方法 的 典范 ,他 对 力学 作 了 完全 数学 化 的 处 理 . 这 种 方法 也 用 到 
了 流体 力学 、 弹 性 力学 和 电磁 学 . 定量 的 数学 化 方法 构成 了 科学 的 本 质 , 真 理 大 多 存在 于 数 
学 中 . 数学 支配 一 切 ,18 世纪 最 伟大 的 智者 们 对 此 深信 不 疑 . 狄 德 罗 是 《法 国 大 百科 全 书 》 的 
主要 编辑 之 一 ,他 说 ;“ 世 界 的 真正 体系 已 被 确认 发展 和 完善 了 . ”自然 法 则 就 是 数学 法 则 . 

19 世纪 是 科学 高 速 前 进 的 世纪 ,科学 家 们 不 断 开辟 新 的 研究 领域 . 英国 物理 学 家 才 克 
斯 韦 概 括 了 由 实验 建立 起 来 的 电磁 现象 定律 ,把 这 些 定律 表示 为 方程 的 形式 ,用 纯 数 学 的 方 
法 断言 ,存在 电磁 波 ,并 且 这 些 电磁 波 应 该 以 光速 传播 . 麦克 斯 韦 的 结论 推动 人 们 去 寻找 纯 
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电 起 源 的 电磁 波 . 这 样 的 电磁 波 果 然 为 赫兹 所 发 现 ,接着 波 波 夫 找 到 了 电磁 振 范 的 激发 .发 
送 和 接受 的 办 法 . 现在 是 信息 时 代 , 无 线 电 技术 对 人 类 的 重要 性 是 人 人 蕴 知 的 .但 是 ,可 不 要 
忘 了 数学 的 作用 哟 ! 

1928 年 , 狄 拉克 灵感 突 发 ,发 现 了 一 个 关于 电子 的 方程 ,这 个 方程 预言 了 许多 事情 ,后 
来 都 得 到 了 证 明 ,其 中 最 著名 的 是 正 电子 的 存在 性 . 

这 几 个 例子 说 明 ,数学 不 但 可 以 解释 已 知 现象 , 而且 可 以 预见 新 现象 . 

爱 因 斯 坦 的 相对 论 是 宇宙 观 的 另 一 次 伟大 革命 ,其 核心 内 容 是 时 空 观 的 改变 . 牛顿 力学 
的 时 空 观 认为 时 间 与 空间 不 相干 . 爱 因 斯 坦 的 时 空 观 却 认为 时 间 和 空间 是 相互 联系 的 . 促使 
爱 因 斯 坦 作 出 这 一 伟大 贡献 的 仍 是 数学 的 思维 方式 . 爱 因 斯 坦 的 空间 概念 是 相对 论 诞生 50 
年 前 德国 数学 家 黎 曼 为 他 准备 好 的 概念 . 


2.3 生命 的 奥秘 


数学 在 生物 学 中 的 应 用 使 生物 学 从 经 验 科 学 上 升 为 理论 科学 ,由 定性 科学 转变 为 定量 
科学 . 它们 的 结合 与 相互 促进 必 将 产生 许多 奇妙 的 结果 . 

数学 在 生物 学 中 的 应 用 可 以 追 淹 到 11 世纪 .我 国 科 学 家 沈 括 已 观察 到 出 生性 别 大 致 相 
等 的 规律 ,并 提出 “ 育 胎 之 理 ” 的 数学 模型 . 1865 年 奥地利 人 孟 德 尔 (Gregor Mendel, 1822 一 
1884) 发 表 一 篇 文章 ,通过 植物 杂交 实验 提出 了 “遗传 因子 ”的 概念 ,对 遗传 提供 了 科学 的 解 
释 ,并 发 现 了 生物 遗传 的 分 离 定 律 和 自由 组 合 定律 ,由 此 引发 了 一 场 人 类 对 生命 认识 的 
革命 . 

我 们 来 看 看 孟 德 尔 是 如 何 发 现 遗 传 定律 的 . 孟 德尔 是 一 个 男 修道 院 的 院 长 ,1854 年 在 
修道 院 的 花园 里 种 了 34 个 株 系 的 豌豆 ,开始 进行 植物 杂交 育种 的 遗传 研究 . 他 同时 进行 自 
花 授粉 和 杂交 授粉 的 实验 . 下 一 代 生 长 出 来 后 ,继续 进行 同样 的 实验 . 他 用 这 种 方法 研究 子 
代 与 亲本 之 间 的 遗传 关系 . 

他 做 了 什么 样 的 实验 呢 ? 孟 德尔 的 实验 选用 的 是 普通 的 WO OO 
吏 豆 , 他 培育 了 纯粹 黄色 的 品系 , 即 这 个 品系 中 每 一 代 的 每 一 
个 植物 只 有 黄色 的 种 子 . 他 又 培育 了 纯粹 绿色 的 品系 .然后 他 
使 它们 杂交 , 即 用 一 种 品系 的 花粉 使 男 一 种 品系 的 胚珠 授粉 . (0 
我 们 把 黄 - 绿 杂交 的 种 子 叫 “第 一 代 杂 交 ”. 第 一 代 杂 交 产 生 的 
种 子 全 是 黄色 的 ,与 纯粹 黄色 品系 的 种 子 不 可 区 别 , 绿 色 似 乎 
完全 消失 了 . 接着 孟 德尔 让 第 一 代 杂交 产生 的 种 子 自身 授粉 , ”0 全 
产生 第 二 代 杂 交 种 . 第 二 代 杂 交 产 生 的 种 子 有 一 些 是 黄色 的 ， 
有 一 些 是 绿色 的 . 这 样 , 在 第 一 代 消 失 的 绿色 在 第 二 代 中 又 重 
新 出 现 . 令 人 惊奇 的 是 ,绿色 以 确定 的 、 简 单 的 比例 出 现 : 第 二 代 杂 交 种 子 中 ,大 约 75% 是 黄 
色 的 ,25% 是 绿色 的 (图 2-3, 图 中 @ 表 示 黄 色 , 〇 表示 绿色 ). 

这 个 规律 的 背后 是 什么 呢 ? 孟 德尔 假定 存在 一 种 实体 ,现在 称 为 “基因 ”. 按照 孟 德 尔 的 


图 2-3 
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理论 ,存在 两 种 不 同 的 基因 ,它们 成 对 地 出 现 以 控制 种 子 的 颜色 .不 妨 把 它们 表示 为 y( 代 表 
黄色 ) 和 g( 代 表 绿 色 ). 由 此 ,在 第 二 代 杂 交 种 子 中 存在 四 种 不 同 的 基因 对 : 
y/y», y/g, Bg/y, g/8. 
基因 对 按 下 述 规 则 控制 种 子 的 颜色 ; 
y/y，Y/8，g8/y: 黄色 ; 
8/8: 绿色 . 
遗传 学 家 指出 ,y 呈 显 性 性 状 , g 呈 隐 性 性 状 , 并 且 组 成 种 子 的 所 有 细胞 含有 相同 的 颜色 基 
因 对 . 但 是 有 一 个 例外 ,性 细胞 ,不论 是 精子 细胞 还 是 卵子 细胞 ,只 包含 基因 对 中 的 一 个 基 
因 , 例如 ,包含 基因 对 y/y 的 植物 将 产生 含 基 因 y 的 精子 细胞 和 基因 > 的 卵子 细胞 . 包含 基 
因 对 y/g 的 植物 将 产生 一 些 含 基因 y 的 精子 细胞 和 一 些 含 基因 g 的 精子 细胞 . 事实 上 , 它 
的 一 半 精 子 细胞 包含 ,一 半 精 子 细胞 包含 g. 同样 地 ,包含 基因 对 y/g 的 植物 将 产生 一 些 
含 基因 y 的 卵子 细胞 和 一 些 含 基因 g 的 卵子 细胞 ; 它 的 一 半 卵 细胞 包含 y, 一 半 卵 细胞 包 
合 g. | 
这 个 模型 给 出 了 实验 结果 的 解释 . 纯粹 黄色 品系 的 植物 有 颜色 基因 对 y/y, 因 此 它 的 精 
子 和 卵子 细胞 全 都 只 含 基因 y. 同样 地 ,纯粹 绿色 品系 的 植物 有 颜色 基因 对 sg/g, 因 此 它 的 
精子 和 卵子 细胞 全 都 只 含 基因 g. 两 种 植物 杂交 的 结果 产生 了 一 个 具有 基因 对 y/g 的 受精 
细胞 ,而 这 种 植物 的 颜色 是 黄色 的 . 这 就 是 为 什么 第 一 代 杂 交 产 生 的 种 子 全 是 黄色 的 . 
第 二 代 如 何 ? 它们 的 精子 细胞 有 一 半 含 有 基因 y, 有 一 半 含 有 基因 g; 同样 地 ,它们 的 
卵子 细胞 有 一 半 含 有 基因 y, 有 一 半 含 有 基因 g. 当 第 二 代 植 物 交配 时 ,受精 细胞 从 每 一 个 
亲本 中 随机 地 得 到 一 个 基因 . 现在 我 们 可 以 把 两 个 生殖 细胞 的 随机 相遇 与 任意 摸 球 的 随机 
实验 相 比 了 . 
设 有 两 个 盒子 ,每 一 个 盒子 中 都 装 有 数量 相等 的 黄 球 和 绿 球 . 然后 随机 地 从 每 一 个 盒子 
中 摸 出 一 个 球 ,我 们 将 得 到 如 下 的 比例 : 
y/y: 25%; 
y/g»g8/y: 50%; 
g/g: 25%. 
这 就 说 明了 为 什么 第 二 代 中 大 约 有 75% 的 种 子 是 黄色 的 . 
令 人 遗憾 的 是 ,和 孟 德 尔 开创 性 的 研究 被 忽视 了 . 30 多 年 以 后 , 孟 德 尔 定律 又 重新 被 发 
现 . 孟 德 尔 的 研究 为 什么 会 被 忽视 ? 一 个 名 叫 Htis 的 学 生 曾 这 样 写 道 ,18995 年 他 发 现 了 孟 
德尔 的 论文 ,并 激动 地 给 他 的 教授 看 . 这 个 有 学 问 的 教授 说 :“ 啊 ! 这 篇 论文 我 全 知道 ,无 关 
紧要 . 除了 数字 和 比例 ,比例 和 数字 以 外 ,一 无 他 物 . 它 是 毕 达 哥 拉 斯 式 的 东西 ,不 要 为 它 浪 
费时 间 ,把 它 忘 了 吧 !1? 看 ,对 数学 作用 的 忽视 竟 造 成 生物 遗传 学 的 30 多 年 的 延期 ! 
孟 德 尔 的 原理 在 所 有 的 生命 形式 中 都 起 作用 ,从 植物 到 动物 ,从 苍蝇 到 大 象 . 一 粒 驶 豆 
种 子 总 是 长 出 豌豆 ,不 会 长 出 鲸鱼 ， 
孟 德 尔 的 成 果 是 概率 论 在 生物 学 上 一 个 卓有成效 的 应 用 . 一 个 源 于 赌博 的 学 科 居 然 产 
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生 了 这 样 的 伟大 成 果 , 真 是 出 人 意料 . 孟 德 尔 因此 被 称 为 遗传 学 之 父 . 他 的 伟大 在 于 ,他 的 大 
胆 .他 的 深刻 的 洞察 力 和 他 敏锐 的 概率 论 头脑 . 

1899 年 英国 人 皮尔 逊 创办 《生物 统计 学 ?是 数学 大 量 进 人 生物 学 的 序曲 . 哈代 和 费 希 尔 
在 20 世纪 20 年 代 创 立 了 《群体 遗传 学 》, 成 为 生命 科学 中 最 活跃 的 定量 分 析 方 法 和 工具 , 意 
大 利 数学 家 沃 尔 泰 拉 在 第 一 次 地界 大 战 后 不 久 创 立 了 生物 动力 学 . 而 这 几 位 都 是 当时 的 一 
流 数学 家 . 

我 们 再 介绍 一 些 数学 对 生物 学 的 新 应 用 . 

数学 对 生物 学 最 有 影响 的 分 支 是 生命 科学 . 目前 拓扑 学 和 形态 发 生 学 , 纽 结 理论 和 
DNA 重组 机 理 受 到 很 大 重视 . 数学 家 琼斯 在 纽 结 理论 方面 的 工作 使 他 获得 1990 年 的 菲 尔 
兹 奖 . 生物 学 家 很 快 地 把 这 项 成 果 用 到 了 DNA 上 ,对 和 弄 清 DNA 结构 产生 了 重大 影响 . 事实 
上 ,正如 第 一 章 所 说 的 ,DNA 由 两 条 链 组 成 ,而 这 两 条 链 以 非常 复杂 的 方式 相 联 结 , 常 有 纽 
结 出 现 , 所 以 纽 结 理论 的 数学 和 计算 机 建 模 在 遗传 工程 中 起 着 越 来 越 大 的 作用 . Science 杂 
志 为 此 发 表 了 文章 《数学 打开 了 双 螺 旋 的 疑 结 》. 

其 次 是 生理 学 . 人 们 已 建立 了 心脏 、 肾 .胰腺 、 耳 打 等 许多 器 官 的 计算 模型 . 此 外 ,生命 系 
统 在 不 同 层次 上 呈现 出 无 序 与 有 序 的 复杂 行为 ,如 何 描述 它们 的 运作 体制 对 数学 和 生物 学 
都 构成 挑战 . 

第 三 是 脑 科学 . 目前 网 络 学 的 研究 对 神经 网 络 极其 重要 . 

为 了 让 数学 发 挥 作用 ,最 重要 的 是 对 现 有 生物 学 研究 方法 进行 改革 . 如 果 生 物 学 仍 满足 
于 从 某 一 实验 中 得 出 一 个 很 局 限 的 结论 ,那么 生物 学 就 变 成 生命 现象 的 记录 ,失去 了 理性 的 
光辉 ,更 无 法 去 揭 开 自然 之 谜 ， 
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最 值得 研究 的 是 人 . 
Alexander Pope 
在 所 有 科学 中 ,最 有 用 但 景 不 成 熟 的 是 关于 人 的 科学 . 
卢梭 


3.1 数学 与 西方 宗教 


从 古 希 腊 起 ,数学 还 成 为 人 类 三 种 信仰 的 基石 . 首先 ,世界 上 存在 严格 的 真理 ,它们 是 理 
性 的 产物 ,是 严密 逻辑 的 结果 ,它们 放 之 四 海 而 组 准 . 其 次 ,世界 上 存在 永恒 的 东西 . 数学 的 
对 象 , 例 如 数 , 必 然 是 永恒 的 ,不 在 时 间 之 内 . 事实 上 ,古人 对 数 “2” 的 理解 与 今 人 的 理解 没有 
什么 差异 . 勾 股 定理 已 经 两 千 多 年 了 , 它 依然 如 新 . 第 三 ,存在 一 个 超 感觉 的 可 知 的 世界 . 几 
何 学 讨论 的 严格 的 圆 在 现实 世界 上 是 不 存在 的 . 不 管 我 们 多 么 谨慎 地 使 用 圆规 , 画 出 的 贺 总 
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有 一 些 不 完备 和 不 规则 的 地 方 . 这 就 告诉 我 们 ,一 切 严格 的 推理 都 只 能 应 用 于 与 可 感觉 的 对 
象 相 对 立 的 思想 的 对 象 . 进一步 思考 我 们 会 承认 ,思想 比 感 官 更 高 贵 , 思 想 的 对 象 比 感官 知 
党 的 对 象 更 真实 . 因为 感觉 的 对 象 是 易 变 的 .不 完备 的 ,而 思想 的 对 象 是 永恒 的 . 

对 数学 的 这 种 信仰 深 深 地 影响 了 后 来 的 西方 哲学 与 神学 . 自从 毕 达 哥 拉 斯 之 后 ,特别 是 
柏拉图 (Plato, 公 元 前 428 一 前 348) 之 后 ,理性 主义 的 宗教 一 直 被 数学 和 数学 方法 支配 着 . 
例如 ,在 西方 基督 徒 认为 基督 就 是 道 ,神学 家 追求 上 帝 存 在 和 灵魂 不 朽 的 逻辑 证 明 皆 源 
于 此 ， 

柏拉图 在 他 的 《 蒂 迈 殉 ; 一 书 中 对 创 世 的 解释 一 一 通过 复制 理想 的 数学 模型 造 出 我 们 的 
宇宙 . 由 此 引出 了 早期 基督 思想 中 的 创 世 说 . 在 犹太 教义 和 伊斯兰 教义 中 也 可 以 找到 受 柏 拉 
图 影响 的 高 度数 学 化 的 宇宙 论 . 柏拉图 的 观点 还 被 犹太 教 . 基督教 和 伊斯兰 教 的 哲学 家 们 用 
来 探 明 神明 和 灵 弧 如 何 与 物质 世界 相互 作用 . 


3.2 数学 与 西方 政治 


自然 界 的 规律 和 秩序 井然 有 序 ,一 年 四 季 往复 循环 ,行星 按照 确定 的 轨道 周期 运行 ,不 
出 半点 偏差 . 自然 界 具 有 理性 、 规 律 性 和 可 预见 性 . 即使 有 些 规 律 目前 还 不 被 掌握 ,科学 家 仍 
然 相 信 ，, 经 过 努力 ,他 们 总 能 发 现 藏 在 事物 背后 的 规律 . 造物 主 数学 化 地 设计 了 宇宙 . 

人 类 不 也 是 自然 界 的 一 部 分 吗 ? 人 的 肉体 属于 物质 世界 ,而 唯物 主义 告诉 我 们 ,意识 起 
源 于 物质 ,在 自然 界 存在 普遍 规律 ,可 以 用 数学 公式 来 刻画 ,人 类 社会 同样 也 应 当 存 在 自然 
规律 ,也 可 以 用 数学 公式 来 刻画 . 一 旦 发 现 了 这 些 规 律 , 人 类 的 社会 将 变 得 更 加 美好 ,腐败 和 
罪 亚 更 加 容易 根除 ,社会 将 更 加 稳定 而 公正 . 因此 需要 有 这 样 一 门人 文科 学 ,去 探索 人 类 社 
会 的 自然 规律 . 

在 自然 科学 成 功 的 鼓 甸 下 ,社会 科学 家 们 开始 以 空前 的 热情 投入 了 这 项 研究 . 卢梭 指 
出 ,这 门 科 学 不 能 通过 实验 来 研究 ,我 们 可 以 找 出 主要 的 原理 ,用 演绎 的 方法 推导 出 真理 . 康 
德 也 同意 有 必要 设立 一 门 社会 科学 ,他 还 说 ,发 现 人 类 文明 的 定律 应 该 有 开 普 勒 和 和 牛顿 才 
行 . 社会 科学 家 们 希望 ,在 这 一 领域 内 ,数学 取得 在 其 他 纯 科 学 领域 内 同样 辉煌 的 成 就 . 于 
是 ,金钱 .美女 . 轻 歌 、. 妙 舞 都 成 了 数学 的 研究 对 象 . 

假定 存在 社会 规律 ,社会 科学 家 们 如 何 发 现 它们 呢 ? 欧 几 里 得 (Euclid) 几 何 为 他 们 树 
立 了 榜样 , 首先 ,他 们 必须 发 现 一 些 基本 公理 ,然后 通过 严密 的 数学 推导 ,从 这 些 公理 中 得 出 
人 类 行为 的 定理 . 公理 如 何 产生 呢 ? 借助 经 验 和 思考 . 公理 自身 应 该 有 足够 的 证 据说 明 它们 
合乎 人 性 ,这 样 人 们 才 会 接受 .一 时 出 现 了 一 股 狂热 的 势头 ,社会 科学 家 们 纷纷 探索 人 类 行 
为 科学 的 公理 .18 一 19 世纪 这 方面 的 著作 有 洛克 (Locke John，1632 一 1704) 的 4 人 类 理智 
论 》, 贝 克 莱 的 《人 类 知识 原理 》, 休 谍 的 ¢ 人 性 论 》 和 《人 类 理解 研究 ), 边 沁 (Bebtyham Jere- 
my，1748 一 1832) 的 《道德 与 立法 原理 引 论 ) 以 及 称 勒 的 (人 性 分 析 》, 等 等 . 

在 这 些 著作 中 ,有 些 关 于 人 类 行为 的 公理 很 值得 重视 . 这 些 公理 的 一 部 分 已 融合 于 人 类 
的 社会 意识 中 ,并 成 为 推动 社会 前 进 的 力量 . 例如 , 边 沁 提 出 如 下 的 公理 ， 
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(1) 人 生 而 平等 ; 

(2) 知识 和 信仰 来 自 感觉 经 验 ; 

(3) 人 人 都 趋 利 避 害 ; 

(4) 人 人 都 根据 个 人 利益 行动 . 
当然 这 些 公理 并 不 都 为 当时 的 人 们 所 接受 ,但 却 十 分 流行 . 

趋 利 避 害 需要 做 解释 . 一 个 特殊 的 行为 可 能 对 一 些 人 有 利 ,而 对 另 一 些 人 有 害 , 所 以 边 
沁 又 加 上 一 条 :“ 最 大 多 数 人 的 最 大 利益 是 衡量 是 非 的 标准 .” 

这 样 ,以 边 沁 为 代表 的 社会 科学 家 们 勇敢 地 把 理性 的 旗帜 插 到 了 以 前 由 风俗 和 权威 统 
治 的 领域 . 他 们 还 为 伦理 学 体系 寻求 理性 主义 观点 . 这 种 伦理 学 不 是 建立 在 宗教 教义 上 ,而 


是 建立 在 人 文科 学 的 基础 上 . 以 边 沁 为 代表 的 伦理 学 家 们 成 功 地 完成 了 他 们 的 计划 . 他 们 利 


用 人 性 的 规律 和 人 与 人 之 间 相 互 关系 的 公理 ,创建 了 窗 于 逻辑 性 的 伦理 学 体系 . 

洛克 对 政府 的 起 源 和 政府 存在 的 理由 及 目的 进行 了 探讨 , 即 寻 求 政府 存在 的 逻辑 基础 . 
我 们 知道 ,关于 政府 的 起 源 主要 有 两 类 理论 ,一 类 理论 是 君权 神 授 的 理论 . 差不多 在 一 切 初 
期 的 文明 各 国 中 ,为 王 的 都 是 神圣 人 物 , 例 如 在 中 国 皇帝 被 称 为 真 龙 天 子 . 国王 们 自然 把 它 
看 成 绝妙 的 好 理论 . 这 个 理论 强调 世袭 制 .但 是 当 资 本 主义 兴起 的 时 候 , 这 个 理论 就 受到 商 
人 们 的 质疑 . 另 一 类 理论 主要 以 洛克 为 代表 ,他 的 理论 是 社会 契约 论 . 他 在 1689 一 1690 年 写 
出 的 《政府 两 论 》 中 请 述 了 这 一 理论 . 在 第 一 篇 论文 中 他 驳斥 了 君权 神 授 的 理论 ,在 第 二 篇 论 
文中 他 提出 了 自己 的 理论 . 洛克 的 理论 获得 了 巨大 的 成 功 . 这 个 理论 对 此 后 的 各 国 的 政府 形 
式 产 生 重 大 影响 ,特别 是 新 独立 的 国家 . 

奇怪 的 是 ,关于 政治 权力 ,人 们 握 弃 了 世袭 主义 ,在 经 济 权力 方面 却 承 认 世 袭 主 义 . 政治 
朝代 消灭 了 ,经 济 朝 代 却 活 下 来 . 

洛克 的 理论 是 从 认识 论 出 发 的 . 他 认为 ,所 有 的 人 在 生 下 来 时 头脑 是 一 片 空白 ,人 的 知 
识 和 性 格 都 是 后 天 形成 的 . 既然 人 与 人 的 区 别 是 环境 所 致 ,所 以 人 生来 都 是 平等 的 . 所 有 的 
人 都 拥有 天 生 的 不 可 剥夺 的 权利 ,如 自由 等 ,这 就 是 著名 的 “天 赋 人 权 论 ”. 男 一 方面 ,为 了 
获得 生命 .自由 和 财产 的 保障 ,人 们 制定 “社会 契约 ”赋予 政府 对 犯罪 行为 予以 惩罚 . 一 旦 接 
受 这 一 契约 ,人 们 就 同意 按照 大 多 数 人 的 意愿 行事 ,而 政府 就 应 该 照章 办 事 . 如 果 统 治 者 背 
类 了 选民 ,那么 选民 的 反叛 就 是 理所当然 的 了 . 对 政府 本 质 所 作 的 上 述 探 讨 回 答 了 下 面 的 问 
题 : 为 什么 政府 存在 ? 它 从 哪里 获得 了 权力 ? 它 在 什么 时 候 超出 了 这 一 权力 ? 如 何 对 待 
暴政 ? 

美国 的 《独立 宣言 } 是 一 个 著名 的 例子 .《 独 立 宣 言 》 是 为 了 证 明 反 抗 大 英 帝 国 的 完全 合 
理性 而 撰写 的 , 美国 第 三 任 总 统 杰 斐 逊 (1743 一 1826) 是 这 个 宣言 的 主要 起 草 人 ,他 引用 了 
不 少 洛克 的 话 . 他 试图 借助 欧 几 里 得 的 模型 使 人 们 对 宣言 的 公正 性 和 合理 性 深信 不 疑 .“ 我 
们 认为 这 些 真 理 是 不 证 自明 的 ……” 不 仅 所 有 的 直角 都 相等 ,而 且 “ 所 有 的 人 生来 都 平等 ”. 
这 些 自明 的 真理 包括 ,如 果 任 何 一 届 政 府 不 服从 这 些 先决 条 件 , 那 么 “人 民 就 有 权 更 换 或 废 
除 它 ”宣言 主要 部 分 的 开头 讲 , 英 国 国 王 乔治 的 政府 没有 满足 上 述 条 件 .“ 因 此 ，…… 我 们 宣 
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布 ,这些 联合 起 来 的 殖民 地 是 ,而 且 按 正当 权力 应 该 是 自由 的 和 独立 的 国家 . ”顺便 指出 , 杰 
斐 逊 爱好 文学 ,数学 .自然 科学 和 建筑 艺术 ， 

比 《独立 宣言 ?的 数学 形式 更 为 重要 的 是 , 它 所 表现 出 来 的 政治 哲学 . 这 篇 重要 文献 的 开 
头 说 ， 

在 人 类 历史 事件 的 进程 中 , 当 一 个 民族 必须 解除 它 与 另 一 个 民族 之 间 迄 今 所 
存在 的 政治 联系 ,并 在 世界 列国 中 取得 “自然 法 则 ”和 “自然 神明 ”所 规定 给 他 们 的 
独立 与 平等 的 地 位 时 ,就 有 一 种 真诚 的 尊重 人 类 公 意 的 心理 ,和 要求 他 们 一 定 要 把 屠 
些 他 们 不 得 已 而 独立 的 原因 宣布 出 来 . 


这 里 的 关键 词 是 “自然 法 则 ”. 它 清晰 地 表明 了 18 世纪 人 们 的 信念 ; 整个 物质 世界 ,包括 人 
类 ,都 受 自然 规律 的 支配 . 自 不 待 言 , 这 一 信念 是 建立 在 由 牛顿 时 期 的 数学 家 和 科学 家 们 发 
现 的 有 关 世 界 结构 的 证 据 之 上 的 . 这 些 规律 给 人 类 的 理想 .行为 和 风俗 习惯 带 来 决定 性 的 影 
响 . 因 此 ,政府 的 有 效法 律 必须 符合 自然 规律 .真正 促成 美国 革命 的 正 是 这 一 被 广泛 接受 的 
政治 哲学 . 实际 上 ,美国 革命 和 法 国 革命 都 被 普遍 认为 是 自然 和 理性 战胜 了 廖 误 . 

边 泥 在 (道德 与 立法 原理 引 论 》(1789) 一 书 中 盖 述 了 关于 人 性 的 观点 和 他 的 伦理 学 体 
系 . 这 部 书 还 涉及 对 政府 的 研究 ,实际 上 创立 了 政治 学 . 他 认为 ,政治 领域 的 首要 真理 或 基本 
公理 是 ,政府 应 当 追 求 绝 大 多 数 人 的 最 大 幸福 . 边 泥 意 识 到 这 里 有 一 个 明显 的 了 矛盾; 统治 者 
通常 只 追求 自己 的 幸福 ,而 不 顾 人 民 的 利益 . 这 当然 与 对 政府 的 要 求 相 矛盾 . 如 何 协调 这 两 
个 矛盾 呢 ? 要 做 到 这 一 点 ,就 应 当 使 每 一 个 人 都 享有 权利 . 因而 民主 制 是 组 织 政府 的 最 好 
形式 . 

理论 家 们 在 对 政府 的 研究 中 取得 了 成 就 ,并 对 人 类 社会 产生 深刻 影响 . 边 沁 的 为 绝 大 多 
数 人 的 最 大 幸福 和 洛克 的 天 赋 人 权 论 ,以 及 社会 契约 论 共 同 铸造 了 美国 的 民主 制 . 此 外 ,在 
欧 氏 几何 中 有 一 个 著名 的 定理 ; 三 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 这 个 定理 构成 了 美国 
的 三 权 分 立 中 权利 分 配 的 理论 基础 . 

当然 ,数学 在 人 文科 学 中 的 成 就 决 不 能 与 数学 在 字 宙 学 中 取得 的 成 就 比美 ,这 是 因为 社 
会 现象 要 复杂 得 多 . 

顺便 讲 一 个 爱情 悲剧 . 边 泌 将 数学 方法 应 用 于 人 文科 学 取得 了 巨大 成 功 ,但 当 他 把 同一 
方法 应 用 于 个 人 生活 时 , 却 令 人 遗憾 地 失败 了 . 他 过 了 57 年 的 独居 生活 后 ,想到 要 结婚 , 经 
过 仔细 而 严密 的 逻辑 推理 ,他 给 一 位 16 年 没有 见 过 面 的 女友 写 了 一 封 求婚 信 ,但 被 拒绝 了 . 
不 过 他 没有 灰心 , 回 过 头 来 ,又 对 信 作 了 更 加 仔细 的 推 项 ,以 便 使 他 的 女友 认识 到 他 求婚 的 
逻辑 是 何等 有 力 . 6 年 之 后 ,他 又 把 信 发 了 出 去 . 可 惜 , 那 位 女士 重 情 ,不 重 理 ,他 又 一 次 被 拒 
绝 了 . 这 封 信 如 果 保 存 下 来 ,肯定 是 历史 上 逻辑 性 最 强 .最 理性 .数学 味 最 浓 的 情书 . 


3.3 人 口 论 
世界 上 第 一 个 为 人 口 学 建立 科学 理论 的 是 英国 的 马尔 萨 斯 (Malthus，1766 一 1834). 他 


83 数学 与 人 文科 学 29 


的 理论 对 世界 各 国 的 人 口 政策 产生 了 重大 影响 . 马尔 萨 斯 的 (人 口 论 ) 在 方法 上 是 地 地 道道 
的 欧 几 里 得 式 的 ,他 从 公理 出 发 研究 了 人 口 发 展 的 规律 . 在 该 书 的 开篇 ,他 写 道 : 


我 认为 可 以 提出 两 个 假设 . (照例 论证 以 公理 作为 出 发 点 ) 第 一 ,食物 是 人 类 生 
存 所 必需 的 ;第 二 ,性 爱 也 是 人 类 生存 所 必需 的 ,并 且 它 将 保持 现存 的 状况 …… .如 
果 我 的 假设 能 够 被 接受 ,那么 我 断定 ,人 口 指数 要 比 提供 给 人 类 生存 必需 品 的 土地 
能 力 的 指数 大 得 多 . 


马尔 萨 斯 声称 ,人 口 以 几何 级 数 增长 ,生活 资料 以 算术 级 数 增长 . 这 样 必 将 导致 严重 的 社会 
问题 . 马尔 萨 斯 实际 上 意识 到 ,人 口 不 是 以 几何 级 数 增长 . 战争 瘟疫、 犯罪 .饥饿 这 些 因素 都 
抑制 人 口 的 增长 . 从 长 远 角 度 看 ,这 些 恶 事 是 有 利 的 ,它们 是 自然 法 则 的 一 部 分 . 

令 人 惊 许 的 是 ,马尔 萨 斯 的 人 口 论 引出 了 达尔 文 (Darwin Charles，1809 一 1882) 的 生存 
竞争 理论 : 物 竞 天 择 , 适 者 生存 .《 物 种 起 源 》(1859) 一 书 指出 ,有 机 体 按 照 几 何 级 数 增长 , 斗 
争 随 之 而 来 , 达尔 文 说 ;“ 具 有 多 种 效力 的 马尔 萨 斯 学 说 适用 于 动 植物 王国 . 因为 在 这 种 情 
况 下 , 既 不 可 能 有 人 为 的 粮食 增长 ,也 不 会 在 婚姻 上 保持 小 心 的 克制 .在 自由 竞争 中 ,胜利 
属于 最 能 适应 环境 的 有 机 体 . 

顺便 指出 ,达尔 文 是 一 位 幸运 者 . 一 般 讲 ,在 历史 上 最 早 提出 新 见解 的 人 , 远 远 走 在 时 代 
的 前 面 ,以 致 人 人 都 认为 他 无 知 ,结果 他 一 直 默 默 无 闻 , 后 来 世人 逐渐 有 了 接受 新 见解 的 心 
理 准备 ,在 此 幸运 时 期 发 表 它 的 人 便 独 揽 全 功 . 达尔 文 就 是 如 此 . 他 的 前 辈 孟 伯 窦 雳 士 ,虽然 
是 最 早 提出 该 理论 的 人 ,但 因为 世人 不 能 理解 而 成 为 可 怜 的 笑柄 ， 


3.4 统计 方法 


统计 学 是 关于 收集 数据 与 分 析 数 据 的 学 问 . 它 的 特点 是 ,只 收集 那些 受到 偶然 性 影响 的 
数据 . 目前 统计 方法 已 深入 到 自然 科学 和 社会 科学 的 一 切 领域 ,这 里 只 谈 早 期 影响 . 

1. 政治 算术 - 

在 研究 社会 问题 时 ,统计 方法 常常 是 有 效 的 . 对 人 口 作 统计 起 源 很 早 ,无 论 在 中 国 还 
在 西方 从 公元 前 已 开始 , 那 时 的 目的 在 于 征 税 和 征兵 . 用 统计 方法 研究 社会 科学 问题 开始 于 
17 世纪 . 当时 苏格兰 的 一 位 杂货 商人 格兰特 (1622 一 1674) ,作为 消 遗 ,研究 了 伦敦 的 死亡 记 
录 . 他 生活 的 时 代 正 是 黑 死 病 在 欧洲 流行 的 时 代 . 这 个 可 怕 的 疾病 夺 去 了 许多 人 的 生命 . 由 
于 这 个 原因 , 自 1604 年 起 ,伦敦 教会 每 周 发 表 一 次 “死亡 公报 ”, 死 亡者 按 死 因 分 类 . 这 些 公 
报 积累 了 大 量 的 数据 .但 在 格兰特 之 前 ,没有 人 对 它 进 行 过 整理 分 析 . 格兰特 是 第 一 个 作 这 
项 工作 的 人 . 他 把 他 的 成 果 总 结 在 《关于 死亡 公报 的 自然 和 政治 观察 》(1662 年 ) 一 书 中 . 他 
注意 到 ,事故 .自杀 ,各 种 疾病 的 死亡 百分比 固定 不 变 . 出 人 意料 地 揭示 了 一 种 惊人 的 规律 
性 . 这 项 研究 引起 了 全 世界 的 膀 目 ;居然 在 婚姻 .死亡 .犯罪 等 方面 也 存在 某 些 数学 常数 ,这 
是 统计 学 的 一 项 重大 成 就 . 他 还 注意 到 ,男孩 与 女孩 出 生 比 例 差不多 ,而 男孩 稍 多 . 在 这 个 统 
计 的 基础 上 ,他 得 出 这 样 的 结论 ,由 于 男人 受到 战争 和 职业 的 危害 ,因此 适 婚 男人 的 数量 大 
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约 等 于 适 婚 女人 的 数量 ,所 以 一 夫 一 妻 制 符 合 自 然 规律 ., 这 是 一 夫 一 妻 制 的 最 早 理论 说 明 ， 
这 件 事 看 来 很 简单 , 却 对 全 世界 的 婚姻 制度 带 来 重大 影响 . 例如 ,中 国 古 代 的 婚姻 制 不 是 一 
夫 一 妻 制 , 皇 帝 、 高 官 和 富 人 是 一 夫 多 妻 . 中 国 真 正 实行 一 夫 一 妻 制 是 1949 年 以 后 ,还 不 到 
60 年 ,格兰特 的 书 对 后 世 影 响 很 大 ,一 些 统计 学 家 建议 ,以 该 书 的 出 版 日 作为 统计 学 的 诞 
生日 . 

格兰特 的 工作 得 到 了 他 的 朋友 侯 带 句 士 的 支持 , 佩 蒂 是 一 位 解剖 学 、 音 乐 教 授 , 后 来 成 
了 一 名 军医 . 他 虽 未 做 过 像 格兰特 那样 的 观察 ,但 思想 深刻 . 他 认为 ,社会 科学 必须 像 物 理科 
学 一 样 定 量化 . 他 给 统计 学 这 门 刚 起 步 的 科学 命名 为 “政治 算术 ” 

2. 正 态 曲线 

在 统计 学 中 要 用 到 一 些 曲 线 , 其 中 最 重要 的 一 种 曲线 叫 正 态 曲 线 . 这 条 曲线 大 约 在 
1720 年 由 法 国 数学 家 棣 莫 弗 (Abraham de Moivre，1667 一 1754) 所 发 现 , 正 态 曲线 有 很 大 
的 普 适 性 , 它 可 以 用 来 描述 自然 科学 与 社会 科学 中 的 许多 现象 . 它 的 函数 表达 式 的 标准 形 
式 是 

1 于 

V2 
其 中 含有 三 个 常数 : V2,x,e. 它 的 图 形 如 图 2-4 所 示 . 正 态 曲线 有 三 个 主要 特征 : 

(1) 曲线 关于 y 轴 对 称 ， 

(2) 曲线 下 的 面积 为 1; 

(3)》 曲线 在 z 轴 的 上 方 ,以 z 轴 为 浙 近 线 . 

正 态 曲 线 的 一 般 公式 是 


3 一 NGnyc) = 


2 一 


1 0 
E 2 


G V2r 
这 是 一 族 曲线 ,其 形状 随 参 数 c,w 的 不 同 而 不 同 ( 图 2-5) . 现在 曲线 的 最 高 点 和 对 称 轴 移 到 
了 平行 于 y 轴 的 直线 zx 一 Aw 的 地 方 . c 表示 曲线 的 宽度 ,点 落 在 区 间 (w 一 cy,w 十 c) 的 概率 大 约 


1 pM 
LV/ 过 电 正规 化 系数 ， 它 保 证 曲线 下 的 面积 为 1. 


是 0. 68. 
G 


图 2-4 


确定 正 态 曲 线 下 两 个 确定 值 之 间 的 面积 是 十 分 重要 的 , 它 表示 某 些 事件 发 生 的 概率 . 
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大 约 在 1833 年 ,比利时 统计 学 家 凯特 勒 打 算 用 正 态 曲线 来 研究 人 的 特征 和 能 力 的 分 
布 . 在 上 千 次 的 测量 之 后 ,他 发 现 , 人 类 几乎 所 有 的 精神 和 物理 特征 都 旦 正 态 分 布 . 身高 、 体 
重 \ 腿 长 . 脑 的 重量 ,智力 等 ,所 有 这 些 特征 在 一 个 “民族 ”之 内 ,总 是 呈正 态 分 布 . 这 件 事 具 有 
重大 意义 . 充斥 着 偶然 性 的 世界 是 一 个 纷乱 的 世界 , 正 态 曲线 为 这 个 纷乱 的 世界 建立 了 一 定 
的 秩序 .所 有 的 人 就 像 面包 一 样 ,都 是 从 同一 个 模子 里 制造 出 来 的 . 不 同 之 处 仅仅 在 于 在 创 
造 过 程 中 发 生 了 某 些 意外 的 变化 . 由 此 可 见 , 天 才 稀 少 , 美 人 难得 ;因为 要 把 身体 的 各 个 部 位 
安排 得 恰到好处 , 那 概率 是 很 小 的 . 

3， 回 归 效 应 

我 们 来 介绍 优生 学 的 奠基 人 英国 的 高 尔 顿 ,他 是 达尔 文 的 表 弟 . 高 尔 顿 研究 的 问题 是 ， 
异常 的 身高 是 否 有 遗传 性 . 我 们 来 看 看 高 尔 顿 的 学 生 皮 尔 逊 (Karl Pearson，1857 一 1936) 所 
做 的 研究 . 他 选取 了 1078 个 父亲 ,记录 下 他 们 的 身高 . 然后 测量 他 们 的 已 是 成 人 的 儿子 的 身 
高 . 一 般 规律 是 ,父亲 高 ,儿子 也 高 一 一 “有 其 父 必 有 其 子 ” 皮 尔 逊 对 他 的 数据 做 了 仔细 分 
析 . 其 中 一 组 数据 是 

父亲 平均 身高 68 英寸 ; 儿子 平均 身高 69 英寸 . 
儿子 平均 比 父亲 高 1 英寸 .由 此 ,很 自然 地 会 猜测 ,72 英寸 高 的 父亲 会 有 73 英寸 高 的 儿子 . 
但 事实 如 何 呢 ? 皮尔 逊 的 另 一 组 的 数据 是 
父亲 平均 身高 72 英寸 ;儿子 平均 身高 71 英寸. 

这 两 组 数据 说 明 什 么 问题 呢 ? 高 尔 顿 发 现 , 父 亲 的 身高 与 儿子 的 身高 有 一 种 确定 的 正 相关 . 
一 般 说 来 ,高 个 父亲 有 高 个 儿子 . 高 尔 顿 还 发 现 ,儿子 与 中 等 个 的 偏差 比 父 亲 的 小 ,也 就 是 ， 
儿子 的 身高 向 中 等 个 退化 . 高 尔 顿 在 智力 遗传 的 研究 中 也 发 现 了 类 似 的 结果 : 天 才 的 孩子 
们 比较 平庸 ,而 智力 水 平一 般 的 父亲 可 能 有 智力 超常 的 孩子 . 这 项 研究 对 智力 平庸 的 父母 是 
一 个 好 消息 ,因为 他 们 的 孩子 可 能 智力 突出 . 

高 尔 顿 由 此 得 出 结论 ,人 的 生理 结构 是 稳定 的 ,所 有 有 机 组 织 都 趋 于 标准 状态 . 这 种 效 
应 叫 回归 效应 . 


3.5 诺 贝尔 经 济 学 奖 与 数学 


数学 在 经 济 学 中 广泛 而 深入 的 应 用 是 当前 经 济 学 最 为 深刻 的 变革 之 一 . 现代 经 济 学 的 
发 展 对 其 自身 的 逻辑 和 严密 性 提出 了 更 高 的 要 求 ,这 就 使 得 经 济 学 与 数学 的 结合 成 为 必然 . 
首先 ,严密 的 数学 方法 可 以 保证 经 济 学 中 推理 的 可 靠 性 ,提高 讨论 问题 的 效率 . 其 次 ,具有 客 
观 性 与 严密 性 的 数学 方法 可 以 抵制 经 济 学 研究 中 先 人 为 主 的 偏见 .第 三 ,经 济 学 中 的 数据 分 
析 需 要 数学 工具 ,数学 方法 可 以 解决 经 济 生 活 中 的 定量 分 析 . 第 四 ,经 济 学 中 的 决策 问题 也 
有 赖 于 博弈 论 . 

事实 上 ,从 诺 贝 尔 经 济 学 奖 的 获奖 情况 可 以 看 到 数学 对 经 济 学 的 影响 是 何等 巨大 . 1968 
年 ,瑞典 银行 为 庆祝 建行 300 周年 ,决定 从 1969 年 起 以 诺 贝 尔 的 名 誉 颁发 经 济 学 奖 . 获奖 人 
数 每 年 最 多 为 3 人 ,到 2001 年 共有 49 位 经 济 学 家 获 此 殊荣 , 北京 大 学 的 史 树 中 教授 把 得 奖 
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者 运用 数学 的 程度 分 为 4 等 : 特 强 、. 强 、 一 般 和 弱 .“ 特 强 ”, 指 其 应 用 数学 的 程度 大 致 与 理论 
物理 相当 , 即 数学 方法 在 其 研究 中 起 着 相当 本 质 的 作用 . 按 这 个 标准 ,获奖 者 中 有 27 位 可 以 
评 为 特 强 , 占 全 体 获 奖 者 的 一 半 以 上 .“ 强 ”, 指 使 用 较 多 的 数学 工具 ,但 没有 较 深 刻 的 数学 内 
容 , 这 样 的 获奖 者 有 14 位 . 这 就 使 人 有 这 样 的 印象 , 诺 贝尔 经 济 学 奖 是 颁发 给 经 济 学 界 的 数 
学 家 的 . 特别 是 ,在 2000 年 ,电影 美丽 心灵 ) 获 得 奥斯卡 奖 之 后 ,更 使 人 们 认为 , 诺 贝 尔 经 济 
奖 是 颁发 给 数学 家 的 《美丽 心灵 》 是 根据 1994 年 荣获 诺 贝尔 经 济 学 奖 的 大 数学 家 纳什 的 传 
记 拍摄 的 . 但 是 ,必须 认识 到 ,经 济 学 有 经 济 学 的 规律 ,数学 只 是 它 的 工具 , 决 不 能 用 数学 替 
代 经 济 学 . 


3.6 选票 分 配 问 题 


选票 分 配 问 题 属于 民主 政治 的 范畴 . 选票 分 配 是 否 合理 是 选民 最 关心 的 热点 问题 . 这 一 
问题 早已 引起 西方 政治 家 和 数学 家 的 关注 ,并 进行 了 大 量 深入 的 研究 。 那么 ,选票 分 配 的 基 
本 原则 是 什么 呢 ? 首先 是 公平 合理 . 要 做 到 公平 合理 ,一 个 简单 的 办 法 是 ,选票 按 人 数 比 倒 
分 配 .但 是 会 出 现 这 样 的 问题 人 数 的 比例 常常 不 是 整数 . 怎么 办 ? 一 个 简单 的 办 法 是 四 会 
五 人 . 四 会 五 人 的 结果 可 能 会 出 现 名 额 多 余 , 或 名 额 不 足 的 情况 . 因为 有 这 个 缺点 ,美国 乔治 
“ 华盛顿 时 代 的 财政 部 长 亚历山大 。… 汉密尔顿 在 1790 年 提出 一 个 解决 名 额 分 配 的 办 法 ,并 
于 1792 年 为 美国 国会 所 通过 . 

美国 国会 的 议员 是 按 州 分 配 . 假定 美国 的 人 口 数 是 p, 各 州 的 人 口 数 分 别 是 pi ,ps ,…， 
Pi. 再 假定 议员 的 总 数 是 x. 记 

p: 


di "nN, 


p 

称 它 为 第 i 个 州 分 配 的 份额 .汉密尔顿 方法 的 具体 操作 如 下 : 

(1) 取 各 州 份额 g; 的 整数 部 分 [gj] ,让 第 i 个 州 先 拥有 [gj 个 议员 . 

(2) 然后 考虑 各 个 g; 的 小 数 部 分 {9g;}) , 按 从 大 到 小 的 顺序 将 余下 的 名 额 分 配给 相应 的 
州 , 直 到 名 额 分 配 完 为 止 . 

我 们 举例 来 说 明 这 一 情况 . 假定 某 学 院 有 甲乙 、 丙 三 个 系 , 总 人 数 是 200, 学 生 会 需要 
选举 20 名 委员 , 表 1 是 按 汉 密 尔 顿 方法 进行 分 配 的 结果 . 

表 1 
应 分 配 名 额 最 终 分 配 名 额 
10. 3 


6. 3 
3. 4 
20 


83 数学 与 人 文科 学 。 33 


汉密尔顿 方法 看 起 来 十 分 合理 ,但 是 仍 存 在 问题 . 按照 常规 ,假定 各 州 的 人 口 比例 不 变 ， 
议员 名 额 的 总 数 由 于 某 种 原因 而 增加 的 话 , 那 么 各 州 的 议员 名 额 数 或 者 不 变 , 或 者 增加 ,至 
少 不 应 该 减少 . 可 是 汉密尔顿 方法 却 不 能 满足 这 一 常规 . 这 里 还 以 校 学 生 会 的 选举 为 例 给 以 
说 明 . 由 于 考虑 到 20 个 委员 在 表决 提案 时 会 出 现 10 : 10 的 结局 ,所 以 学 生 会 决定 增加 1 名 
委员 . 按照 汉密尔顿 方法 分 配 名 额 得 到 表 2. 


应 分 配 名 额 最 终 分 配 名 额 


10. 815 . 11 


6. 615 


3.570 


表 2 的 例子 指出 ,委员 的 名 额 增多 了 , 丙 系 反而 减少 一 名 . 令 人 惊奇 ! 1880 年 , 亚 拉巴 
马 州 曾 面临 这 种 状况 . 人 们 把 汉密尔顿 方法 产生 的 这 一 矛盾 叫做 亚 拉巴 马 悖 论 . 汉密尔顿 方 
法 侵犯 了 亚 拉巴 马 州 的 利益 . 其 后 ,1890 年 ,1900 年 人 口 普查 后 , 缅 因 州 和 克 罗 拉 多 州 也 极 
力 反 对 汉密尔顿 方法 . 所 以 ,从 1880 年 起 ,美国 国会 就 针对 汉密尔顿 方法 的 公正 合理 性 展开 
了 争论 . 因此 ,必须 改进 汉密尔顿 方法 ,使 之 更 加 合理 . 新 的 方法 不 久 就 提出 来 了 ,并 消除 了 
亚 拉 巴 马 悖 论 .但 是 新 的 方法 引出 新 的 问题 ,新 的 问题 又 需要 消除 . 于 是 更 新 的 方法 ,当然 是 
更 加 公正 合理 的 方法 又 出 现 了 . 人 们 当然 会 问 , 有 没有 一 种 一 劳 永 逸 的 解决 办 法 呢 ? 

这 个 问题 从 诞生 之 日 起 ,就 一 直 吸 引 着 众多 政治 家 和 数学 家 去 研究 . 这 里 要 特别 提出 的 
是 ,1952 年 数学 家 阿 罗 证 明了 一 个 令 人 吃惊 的 定理 一 一 阿 罗 不 可 能 定理 , 即 不 可 能 找到 一 
个 公平 合理 的 选举 系统 ,这 就 是 说 ,只 有 更 合理 ,没有 最 合理 . 原来 世上 无 “ 公 ?! 阿 罗 不 可 能 
定理 是 数学 应 用 于 社会 科学 的 一 个 里 程 碑 . 

阿 罗 不 可 能 定理 不 仅 是 一 项 数学 成 果 , 也 是 十 分 重要 的 经 济 成 果 . 因此 ,作为 一 名 数学 
家 , 阿 罗 于 1972 年 获得 了 诺 贝尔 经 济 学 奖 . 选举 问题 吸引 经 济 学 家 的 因素 主要 有 两 个 方面 : 
策略 与 公平 性 . 而 策略 的 研究 又 引出 了 博弈 论 . 

论文 题目 

1. 数学 与 我 的 专业 . 

2. 选举 的 数学 . 
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权 白 尼 《Copernicus Nicolaus，1473 一 15437 是 伟大 的 天 文学 家 ,他 发 动 了 一 场 字 宙 结构 
观念 的 革命 ,是 西方 知识 发 展 的 划时代 的 转折 点 .他 是 波兰 
人 ， 生 于 波兰 东部 的 托 伦 城 , 卒 于 弗 龙 堡 . 1491 年 进 克 拉 科 
夫 大 学 学 习 时 ,对 天 文学 发 生 兴 趣 .1497 年 ,他 的 灸 父 送 他 
到 波 洛 尼 亚 大 学 继续 学 习 . 在 三 年 半 的 时 间 里 ,他 学 习 了 和 希 
腊 文 、 数 学 和 柏拉图 的 著作 ,并 对 天 文学 有 了 进一步 的 了 
解 .1497 年 ,他 作 了 第 一 次 天 文 观测 ,观测 发 生 在 3 月 9 日 
的 月 掩 恒星 毕 宿 五 . 1500~1503 年 到 意大利 ,在 帕 多 瓦 大 学 
学 习 法 律 和 医学 .1503 年 回 波兰 . 1512 年 他 鼻 父 去 世 后 ,他 
就 定居 在 弗 龙 煲 . 此 后 ,他 开始 系统 地 研究 天 文学 ,主要 对 


古代 天 文学 的 遗产 是 托 勤 密 的 天 文学 ,到 哥 白 尼 出 现 
为 止 ,一 直 统 治 着 西方 . 随 着 观测 精度 的 提高 , 哥 白 尼 发 现 , 托 勤 密 体系 变 得 越 来 越 复杂 ,并 
且 与 实际 不 符合 ,这 就 引起 了 他 对 该 体系 的 怀疑 .在 十 希腊 人 地 动因 想 的 启迪 下 ,他 提出 一 
个 比 托 勒 密 体 系 更 简单 而 又 完美 的 假说 . 在 1510~1514 年 间 , 他 在 一 份 手稿 中 完整 地 表达 
了 他 的 日 心 说 ; 太阳 是 宇宙 的 中 心 ,地 球 绕 自 转轴 自转 ,并 同 五 大 行星 一 起 绕 太 阳 公 转 ;只 
有 月 亮 绕 地 球 运转 . 用 这 种 学 说 很 容易 解释 各 种 天 体 的 运动 现象 . 这 份 手稿 在 他 的 朋友 中 间 
流传 . 他 确信 ,他 的 体系 是 对 天 体 运 动 的 真实 描述 . 但 他 知道 ,他 的 学 说 与 基督 教 格格 不 入 ， 
因而 送 送 不 能 下 决心 出 版 . 后 来 在 朋友 的 多 方 劝说 下 ,直到 他 弥留 之 际 , 他 的 不 朽 名 著 《 天 体 
运行 论 ) 才 终于 问世 . 
哥 白 尼 的 学 说 彻底 改变 了 人 类 的 宇宙 观 , 引 发 了 一 场 伟大 的 哥 白 尼 革 命 . 


SG 


风骨 超常 伦 一 一 伽利略 
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您 利 略 (Galileo Galilei, 1564 一 1642) 于 1564 年 生 于 意大利 的 比萨 ,1581 年 入 比萨 大 学 
攻读 医学 . 他 是 世界 著名 的 数学 家 、 天 文学 家 、 物 理学 家 ,对 现代 科学 思想 的 发 展 作 出 重大 贡 
献 . 他 是 最 早 用 望远镜 观察 天 体 的 天 文学 家 , 曾 用 大 量 的 事实 证 明 地 球 环绕 太阳 旋转 ,否定 
地 心 说 . 由 于 他 最 先 把 科学 实验 和 数学 分 析 方 法 相 结合 ,并 用 来 研究 惯性 运动 和 落体 运动 规 


宇宙 的 秩序 一 一 开 普 惑 3S 


律 ,而 被 认为 是 现代 力学 和 实验 物理 的 创始 人 . 

1583 年 ,他 发 现 教堂 员 灯 摆动 的 周期 性 ,后 来 经 过 证 实 ， 
并 提出 摆动 原理 .1585 年 ,他 到 佛罗伦萨 学 院 任教 .1586 年 发 
表 他 发 明 的 比重 计 , 因 此 而 闻名 于 意大利 . 1587 年 写 出 关于 
固体 质心 的 论文 ,因此 而 出 任 比萨 大 学 的 数学 讲师 . 从 此 他 开 
始 研 究 运 动 理论 ,首先 推翻 亚 里 士 多 德 关于 不 同 重量 的 物体 
以 不 同 速 度 下 落 的 论点 . 1592 年 他 到 帕 多 瓦 任 数 学 讲座 教 
授 , 在 那里 工作 18 年 ,完成 了 大 量 杰 出 的 工作 . 他 试图 从 理论 
上 证 明 等 加 速度 运动 定律 ,并 提出 抛物 体 沿 抛 物 线 运动 的 定 
律 . 他 利用 自制 的 望远镜 观察 天 体 . 1609 一 1610 年 间 , 他 宣布 
了 一 系列 的 发 现 : 月 球 表面 不 规则 ,银河 系 由 大 量 恒星 组 成 ， 
木星 的 卫星 ,土星 光环 和 太阳 黑子 ,等 等 . 

1632 年 ,伽利略 发 表 《 关 于 托 勒 密 和 哥 白 尼 两 大 世界 体 
系 的 对 话 》, 大 力 支 持 和 阅 有 释 哥 白 尼 的 地 动 说 ,因此 而 受到 教 
会 的 痛恨 . 1633 年 罗马 教廷 宗教 裁判 所 对 他 进行 了 审判 ,并 处 以 八 年 软禁 .他 虽 被 监禁 而 继 
续 从 事 研 究 , 次 年 完成 《关于 两 门 新 科学 的 谈话 和 数学 证 明 》 一 书 , 扼 要 地 讲述 了 他 的 早期 实 
验 成 果 和 对 力学 原理 的 思考 . 他 坚持 “自然 科学 书籍 要 用 数学 来 写 ” 的 观点 . 他 的 著作 当时 在 
欧洲 被 认为 是 文学 和 哲学 的 杰作 . 

你 利 略 在 科学 史上 具有 不 梧 的 地 位 ,他 的 贡献 是 划时代 的 ,具有 永久 的 意义 . 首先 ,他 认 
识 到 数学 的 核心 意义 ,用 数学 公式 去 表达 物理 定律 ,把 天 上 和 地 上 的 现象 统一 到 一 个 理论 之 
下 .其 次 ,他 是 近代 力学 的 创始 者 . 再 者 ,他 用 望远镜 观测 天 象 ,是 人 类 走向 宇宙 的 第 一 步 ， 

1642 年 1 月 8 日 , 佑 利 略 在 阿 切 特 里 去 世 ,， 享 年 78 岁 . 1983 年 ,罗马 教廷 正式 承认 ,350 
年 前 宗教 裁判 所 对 伽利略 的 审判 是 错误 的 . 
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开 普 鞠 (Kepler Johannes, 1571 一 1630) 是 德国 天 文学 家 、 物 理学 家 和 数学 家 . 行星 三 大 
定律 的 发 现 者 ,近代 光学 的 疯 基 人 ,1571 年 12 月 27 日 生 于 施 塔 特 的 魏 尔 ,1630 年 11 月 15 
日 卒 于 雷 根 斯 堡 . 

他 自 幼 体弱多病 ,但 智力 超群 . 1587 年 进 图 宾 根 大 学 ,并 成 为 哥 白 尼 的 患 实 信徒 ,次 年 
得 学 士 学 位 ,1591 年 获 硕士 学 位 ,1594 年 到 奥地利 的 格拉 茨 任 数 学 教师 . 1596 年 出 版 ( 字 宙 
的 奥秘 》 一 书 , 书 中 介绍 了 字 宙 和 谐 的 思想 ,受到 当时 大 天 文学 家 第 谷 的 赏识 . 1600 年 他 到 
布拉格 近郊 的 贝 纳 泰 克 的 天 文 台 任 第 谷 的 助手 . 翌年 第 谷 去 世 , 开 菩 勒 受聘 为 皇家 数学 家 ， 
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继承 第 谷 的 未 竟 事 业 . 

1609 年 ,他 在 《新 天 文学 》 一 书 中 宣称 火星 的 轨道 不 是 正 图 
而 是 椭圆 ,太阳 位 于 椭圆 的 两 个 焦点 之 一 .这 是 对 认为 行星 沿 图 
轨道 做 匀速 运动 的 传统 观念 的 一 个 严重 挑战 ,也 是 对 哥 白 尼 学 
说 的 重大 发 展 . 他 还 发 现 火星 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相同 
的 面积 ,并 指出 ,这 两 定律 也 适用 于 其 他 行星 和 月 球 . 1619 年 开 
普 勒 在 《 宇 害 和 谐 ) 一 书 中 指出 ,行星 公转 周期 的 平方 与 轨道 半 
长 轴 的 立方 成 正比 .行星 运动 三 定律 为 日 后 牛顿 发 现 万 有 引力 
定律 商定 了 基础 ， 

他 是 微 积分 的 先驱 之 一 . 在 《 酒 桶 的 新 立体 几何 》(1615) 一 
书 中 ,他 引入 了 无 穿 大 和 无 穷 小 概念 ,并 讨论 了 87 种 各 类 物体 
| 的 体积 问题 . 

开 苯 勒 在 极度 的 贫苦 中 去 世 , 在 他 的 墓碑 上 刻 着 他 自己 号 


我 曾 观 测 苍穹 , 今 又 度量 大 地 . 
灵魂 邀 游 太空 ， 身 躯 化 为 尘 泥 . 


CEA AHIIS LSS I IS I IS I IS EV A I I OS, 


| 数学 与 艺术 | 


ee 


数学 与 艺术 有 什么 关系 ? 对 于 只 是 粗浅 了 解数 学 的 人 来 说 ,数学 与 艺术 似 
乎 没有 什么 关系 . 但 事实 远 非 如 此 . 数学 与 艺术 之 间 存 在 着 深刻 的 ,多 方面 的 
联系 . 

科学 和 艺术 都 是 通过 感官 提供 的 信息 去 追求 一 个 共同 的 目标 :揭示 自然 
界 的 奥秘 . 科学 的 特点 是 寻求 共性 ,艺术 的 特点 是 寻求 个 性 . 虽然 它们 分 属于 
不 同 的 领域 ,但 是 科学 和 艺术 不 是 截然 相反 的 概念 ,而 是 研究 自然 和 人 生 的 两 
种 互补 的 方法 . 前 者 借助 分 析 , 后 者 凭借 直觉 , 爱 因 斯 坦 这 样 说 : 


在 那 不 再 是 个 人 企 求 和 和 欲望 主宰 的 地 方 , 在 那 自由 的 人 们 以 惊 
奇 的 目光 探索 和 注视 的 地 方 , 人 们 进入 了 艺术 和 科学 的 殿堂 . 如果 通 
过 逻辑 语言 来 描绘 我 们 对 事物 的 观察 和 体验 ,这 就 是 科学 ;如 果 用 有 
意识 的 思维 难以 理解 而 通过 直觉 感受 来 表达 我 们 的 观察 和 体验 ,这 
就 是 艺术 . 两 者 共同 之 处 就 是 握 弃 专断 ,超越 自我 的 献身 精神 . 


如 果 要 培养 有 创造 力 的 科学 家 ,仅仅 提供 思想 的 食粮 是 不 够 的 ,我 们 还 必 
须 提供 大 量 想 象 的 养分 , 即 艺术 与 科学 的 融合 养分 . 

本 书 只 是 选择 了 两 个 方面 进行 介绍 , 即 音 乐 与 绘画 

音乐 一 一 听觉 艺术 :时 间 的 艺术 . 

绘画 

在 数学 中 惟有 两 个 分 支 与 之 对 上 应: 

代数 与 分 析 : 与 时 间 相 关 的 学 问 ， 

几何 :与 空间 相关 的 学 问 . 
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欣 贵 我 的 作品 的 人 ,没有 一 个 不 是 数学 家 . 
达 ， 芬 奇 
丛 那 不 再 是 个 人 企 求 和 窒 望 主 率 的 地方, 在 那 自 由 的 人 们 以 惊奇 的 目光 探索 

和 注视 的 地 方 , 人 们 进入 了 艺术 和 科学 的 磺 沉 . 
A. 爱 因 斯 粗 


几乎 每 个 人 都 是 这 样 ,从 孩 担 时代 起 就 喜欢 绘画 和 音乐 . 这 真是 人 类 的 天 性 . 两 门 艺 术 
的 起 源 和 人 类 的 起 源 一 样 古老 ,不 知 起 于 何 代 , 更 不 知 止 于 何 年 . 艺术 对 于 人 类 心灵 的 震撼 
是 强烈 而 久远 的 .上古 时 代 , 韩 娥 一 曲 会 “余音 绕 粱 ,三 日 不 绝 ”. 孔子 在 齐 国 听 了 韶 乐 后 ,三 
个 月 不 知 肉 味 ,并 说 :“ 不 图 为 乐 之 至 于 斯 也 . ”一 幅 名 画 , 也 有 同样 的 效果 . 它 有 力 的 线条 ， 
混沌 的 疙 野 ,古朴 的 屋宇 ,雄壮 的 骏马 ,可 以 让 人 怪 然 心动 ,而 思 驴 于 八 荡 之 表 , 神 游 于 于 载 
之 上 . 

在 本 章 和 下 一 章 里 ,我 们 试 着 去 探索 绘画 艺术 的 奥秘 , 试 着 去 解释 ,缘何 你 能 怡然 地 坐 
在 电视 机 旁 ,一 边 品 车 ,一 边 欣 赏 远 在 万 里 之 外 的 维也纳 的 金色 大 厅 , 怜 听 正 在 那里 演奏 的 
“ 蓝 色 多 瑞 河 ”. 


31 绘画 与 透视 


1.1 绘画 体系 


在 整个 绘画 史上 ,绘画 的 体系 大 致 分 为 两 大 类 : 观念 体系 与 光学 体系 . 观念 体系 就 是 按 
照 某 种 观念 或 原则 去 画 画 . 例如 ,埃及 的 绘画 和 浮雕 作品 大 都 遵从 观念 体系 , 画 中 人 物 的 大 
小 不 是 依照 写实 的 原则 ,而 是 依据 人 物 的 政治 地 位 或 宗教 地 位 来 决定 . 法 老 经 常 是 最 重要 的 
人 物 , 他 的 尺寸 最 大 ,他 的 妻子 比 他 小 一 些 ,仆人 就 小 得 可 怜 了 . 光学 透视 体系 则 试图 将 图 形 
本 身 在 眼睛 中 的 映像 表达 出 来 , 它 是 从 西方 绘画 艺术 中 发 展 起 来 的 . 早 在 希腊 和 罗马 时 期 ， 
光学 体系 已 经 有 了 发 展 ,但 是 到 了 中 世纪 ,基督 教 神秘 主义 的 影响 使 艺术 家 们 回 到 了 观念 体 
系 . 画家 们 所 画 的 背景 和 主题 倾向 于 表现 宗教 题材 ,目的 在 于 引导 宗教 感情 ,而 不 是 表现 现 
实 世 界 中 的 真人 真 事 . 从 中 世纪 末 到 文艺 复兴 时 期 ,绘画 艺术 发 生 了 质 的 变化 . 其 典型 特征 
是 ,艺术 家 朝 写 实 方向 前 进 . 在 13 世纪 末 ,数学 也 进入 了 艺术 领域 . 

在 进入 光学 体系 之 前 , 先 观 察 一 下 中 西 绘画 的 差别 ， 
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1.2 一 个 标准 ,两 种 风格 


评价 一 件 艺术 品 好 坏 的 一 个 重要 标准 是 看 它 有 无 意境 . 这 一 标准 不 但 适用 于 评价 中 国 
的 诗歌 .书法 和 绘画 , 同样 也 适用 于 评价 西方 的 诗歌 .雕塑 和 绘画 . 那么 ,什么 是 意境 呢 ? 所 
谓 “ 意 ”, 就 是 情 和 理 的 统一 ; 所 谓 “ 境 ”, 就 是 形 和 神 的 统一 .情理 、 形 、 神 的 完美 统一 就 会 产 
生出 一 件 震 撼 人 心 的 艺术 品 . 

在 世界 绘画 史上 出 现 了 两 种 远 然 不 同 的 绘画 风格 ,这 就 是 中 国画 与 西方 画 . 中 国画 尚 
意 , 主 张 以 形 传神 ,注重 情 和 神 . 在 唐 、 宋 时 代 中 国 绘画 艺术 已 经 达到 了 人 与 环境 的 高 度 统 
一 . 这 在 世界 绘画 史上 是 独一无二 的 . 1970 年 6 月 16 日 日 本 诺 贝尔 文学 奖 得 主 川 端 康成 在 
台北 市 中 泰 宾馆 九龙 厅 的 亚洲 作家 会 议 上 发 表 的 特别 公开 演讲 中 有 这 样 一 段 话 : 


我 来 台北 怀 着 一 个 很 大 的 期 待 ,就 是 可 以 在 故宫 博物 馆 观 党 古代 的 中 国美 术 . 
中 国 古 代 美 术 确 实 是 庄严 而 党 高 的 . 从 我 的 感觉 上 来 说 , 它 已 深 深 浸透 到 我 的 身体 
里 了 ,给 我 以 颤 时 般 的 感动 . 能 给 我 以 这 种 感觉 的 美术 在 西方 仅 有 列 奥 纳 多 。 达 。 
苏 奇 ,而 在 中 国 十 代 的 铜 器 .绘画 等 当中 却 有 许多 ， 


由 于 西方 绘画 更 注重 形 与 理 ,所 以 从 西方 绘画 中 产生 了 光学 透视 体系 ,并 进而 引出 了 一 
门 新 的 数学 分 支 一 射影 几何 . 本 书 的 目的 在 数学 ,西方 绘画 将 占有 更 多 的 篇 幅 . 


1.3 黄金 分 割 


神学 家 阿 奎 那 (St. ThoMas Aquinas,，1225 一 1274) 说 :“ 恰 快 的 感觉 来 自 恰当 的 比例 .” 
什么 样 的 比例 是 最 令 人 愉快 的 ? . 

1， 黄金 分 割 数 

差不多 两 千年 前 ,希腊 数学 家 考虑 了 这 样 一 个 数学 问题 ; 给 出 任何 一 个 线段 AB ,在 其 
上 找 一 点 ,这 一 点 把 线段 分 成 长 短 两 部 分 ,使 得 全 长 与 较 长 部 分 的 长 度 的 比 等 于 较 长 部 分 与 
较 短 部 分 的 长 度 的 比 . 

如 图 3-1 所 示 , 设 分 点 是 C, 较 长 部 分 是 AC, 较 短 部 分 是 CB. 依 题 设 ， 


4B _AC 
AC CB' 
为 了 确定 C 的 位 置 , 令 z 一 AE. 由 4B 一 AC 二 CB, 我 人 有 3 1 
_AB_AC+CB_,,CB_, ,ll 图 3-1 
“TAC ™ 20 liAC lt 


它 可 化 为 一 个 二 次 方程 
Xx:—xX—1=0. (3-1) 
这 个 方程 有 两 个 根 
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_ 1+V5 _ 1—V5 
Tl 5 » Xz 2 E 
由 于 V5 比 2 大 ,所 以 第 二 个 根 是 负 根 . 第 一 个 根 是 x; 二 1. 618…. 现在 用 一 个 固定 的 符号 q 
来 表示 它 . 有 了 这 个 值 ,C 点 的 位 置 就 确定 了 . 实际 上 ,用 zi 的 倒数 更 方便 : 
4C-_ 2 一 _ 2 .由 一 1 类 一 1 0 618. 
w+1 V5—1 2 
C 点 约 在 AB 长 度 的 0.618 的 位 置 上 . 


希腊 数学 家 把 这 个 几何 问题 里 的 点 C 叫做 黄金 分 割 点 ,这 

So 个 比值 "叫做 黄金 分 割 数 . 顺便 指出 ,字母 " 是 希腊 著名 雕刻 
”家 菲 狄 亚 斯 的 名 字 的 希腊 拼写 法 的 第 一 个 字母 . 非 狄 亚 斯 可 能 
是 人 类 历史 上 第 一 个 把 黄金 分 割 数 用 于 自己 作品 的 人 . 这 个 数 


J 全 是 无 理 数 . 无 理 数 的 诞生 引起 了 数学 史上 的 第 一 次 数学 危机 
7 ( 见 第 六 章 ). 希腊 人 为 无 理 数 绞 尽 了 脑汁 . 尽管 如 此 ,他 们 还 是 


很 欢迎 这 个 数 的 ,并 将 它 用 于 他 们 的 哲学 和 艺术 . 此 外 ,他 们 还 
用 这 个 数 解决 了 许多 几何 问题 . 例如 , 正 五 角 星 的 作 图 问题 (图 
3-2).9p 在 这 个 五 角 星 内 至 少 以 10 种 不 同方 式 出 现 . 例如 ,如 
果 五 角 星 内 的 正 五 边 形 的 边 长 为 1, 则 五 角 星 的 辟 长 就 是 9. 

以 图 3-1 中 的 AB,AC 为 边 作 一 矩形 ,这 个 矩形 叫做 黄金 矩形 . 黄金 矩形 在 希腊 人 的 眼 
里 既是 神秘 的 ,又 是 实用 的 , 它 构 成 了 希腊 美学 的 基石 . 在 古 希腊 的 艺术 和 建筑 中 ,他 们 广泛 
地 使 用 黄金 矩形 ,例如 , 古 希腊 的 巴特 农 神 庙 , 其 高 和 宽 的 比 非常 接近 黄金 数 ( 插 图 3-1， 
3-2). 


插图 。 3-1 


2， 黄金 分 割 与 艺术 

黄金 分 割 大 量 地 出 现在 绘画 艺术 中 ,并 形成 了 黄金 分 割 学 派 , 其 中 包括 达 。 芬 奇 .A. 丢 
勒 .G. 西 雷 特等 许多 画家 .“ 维 纳 斯 的 诞生 ”( 彩 图 4) 是 波 提 切 利 的 名 作 ,表现 女神 维 纳 斯 从 
爱 琴 海中 淫水 而 出 , 花 神 、 风 神 迎 送 左右 的 情形 . 画 中 也 包含 了 黄金 分 割 . 西 奥 多 。A. 库 克 
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在 他 的 《生命 的 曲线 一 书 中 对 此 作 了 分 析 . 他 说 :“ 将 人 像 从 头顶 到 脚底 包括 在 内 的 一 条 线 
在 肚脐 处 分 成 …… 由 黄金 分 割 g 给 出 的 精确 比例 …… 在 整个 作品 中 ,我 们 发 现 了 七 个 相 邻 
的 p.” 

人 们 会 注意 到 , 维 纳 斯 不 是 直立 
的 . 如 果 画 出 直立 的 模特 儿 , 会 发 现 
图 像 有 些 拉 长 . 插图 3-3 取 自 同 书 的 
另 一 幅 画 直立 的 模特 , 那 位 少女 稳定 
地 站 在 pg” 上. 

黄金 分 割 还 出 现在 达 ，。 芬 奇 末 
完成 的 作品 4 圣 徒 杰 罗 姆 中 ( 彩 图 
5). 该 画 创 作 于 1480 一 1482 年 . 在 作 
品 中 , 圣 徒 杰 罗 姆 的 像 完 全 位 于 画 
上 附加 的 黄金 矩形 内 . 这 不 是 偶然 的 
巧合 ,而 是 达 ， 芬 奇 有 目的 地 使 画像 
与 黄金 分 割 相 一 致 . 

更 近 一 些 , 法 国 印象 派 画 家 乔 
治 ， 修 软 特 (Georges Seurat) 把 黄金 
矩形 用 到 了 他 的 每 一 幅 油 画 中 . 20 
世纪 的 荷兰 画家 芒 德 润 (Piet Mon- 
drian) 的 抽象 几何 画 中 就 充满 了 不 同 
的 黄金 矩形 ( 彩 图 6). 今 天 ,黄金 矩形 
出 现在 各 个 不 同 的 角落 . 例如 ,摄影 、 
纪念 卡 、 广 告 .窗户 中 等 . 于 是 ,产生 
了 一 个 问题 : 黄金 矩形 确实 好 看 吗 ? 
19 世纪 后 期 ,德国 的 心理 学 家 费 雷 
纳 尔 (Gustav Fechner, 1801 一 1887) 
从 统计 学 的 角度 对 这 个 问题 进行 了 研究 . 他 画 了 各 种 长 宽 比 例 不 同 的 矩形 给 几 百 个 人 去 评 
价 , 让 他 们 说 出 自己 最 喜欢 的 和 最 不 喜欢 的 矩形 . 费 赫 纳 尔 详细 地 记录 下 来 ,并 作 了 统计 分 
析 . 他 的 统计 结果 如 表 1 所 示 . 从 表 中 可 看 出 , 约 75% 的 人 喜欢 的 和 矩形 接近 于 黄金 矩形 . 


表 1 


最 喜欢 的 矩形 (百分比 ) 最 不 喜欢 的 矩形 (百分比 》 
3.0 27.8 


0.2 19.7 
2.0 9. 4 
2.5 2.5 


插图 3-3 
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〈 续 表 ) 


最 喜欢 的 矩形 (百分比 ) 最 不 喜欢 的 矩形 (百分比 ) 
2 1.2 
20.6 0.4 
35,0 0.0 
20.0 0.8 
7 2.5 
1.5 35.7 


3. 大 自然 的 艺术 品 

令 人 惊奇 的 是 ,自然 界 也 偏爱 黄金 分 割 . 我 们 从 对 数 螺 线 谈 起 . 图 3-3 是 一 个 黄金 矩形 , 
在 这 个 黄金 矩形 中 分 出 一 个 正方 形 ,位 于 左边 ,右边 剩 下 的 仍 是 一 个 小 的 黄金 矩形 . 在 这 个 
黄金 矩形 中 再 分 出 一 个 正方 形 ,位 于 上 边 ,下边 剩 下 的 是 一 个 更 小 的 黄金 矩形 . 把 这 个 过 程 
继续 下 去 ,结果 如 图 3-4 所 示 . 现在 我 们 用 一 条 光滑 的 连续 曲线 把 所 有 正方 形 的 顶点 连 起 
来 ,得 到 的 就 是 对 数 螺 线 ,或 等 角 螺 线 . 海螺 .蜗牛 的 外 形 就 非常 近似 于 对 数 螺 线 (插图 
3-4). 


插图 3-4 


4. 如 何 找 黄金 分 割 点 
那么 ,从 几何 上 如 何 用 圆规 和 直 尺 找 出 点 C 呢 ? 过 点 B 作 一 直线 垂直 AB ,在 这 条 直线 
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上 取 线 段 BD, 使 BD 的 长 度 是 AB 的 一 半 , 然 后 连接 AD( 见 图 3-5). 再 以 DD 为 圆心 ,BD 为 
半径 作 弧 , 这 弧 交 AD 于 点 已 .然后 再 以 A 为 圆心 ,AE 为 半径 作 弧 , 这 弧 交 AB 于 点 C. 点 C 
就 是 我 们 要 求 的 黄金 分 割 AB 的 点 ， 
证 明 设 BD=z, 由 商 高 定理 , AD: 王 AB: 十 BD: 一 (2z)2 十 z2 一 5z2， 而 
AC = AE = AD— BD = (W5— 1)z, 


所 以 D 
AB_ 2 _V5+l 
AC V5—1 .2 E 
这 就 是 我 们 刚才 所 求 的 黄金 数 . 注意 到 ， 
侦 =- 1 = 0. 618.…. 4 5 7 
如 果 AB 是 单位 长 度 , 则 C 点 落 在 0. 618 处 . 于 35 
著名 天 文学 家 开 普 勒 曾 说 过 ， 


几何 学 里 有 两 个 宝库 ,一 个 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,一 个 是 黄金 分 割 . 前 者 可 以 比 
作 人 金 矿 ,后 者 可 以 比 作 珍 责 的 钻石 矿 ， 


1.4 希腊 的 数学 精神 与 裸体 艺术 


《 米 洛 的 维 纳 斯 光彩 图 7) 是 迄今 被 发 现 的 希腊 女性 雕像 中 最 美的 一 尊 . 她 在 1820 年 被 
发 现 之 后 ,立刻 在 雕塑 艺术 中 占据 了 不 可 动摇 的 中 心地 位 . 直到 今天 她 仍然 是 最 流行 的 美的 
象征 ,或 美的 商标 . 从 美容 室 到 大 宾馆 ,从 书 的 封面 到 各 种 商品 ,都 可 以 见 到 维 纳 斯 的 形象 . 
她 是 人 类 最 杰出 的 肉体 美的 作品 ,是 理想 的 完美 标准 . 这 件 作 品 凝聚 了 古 希 腊 人 关于 “ 美 ”的 
理想 . 面 对 这 尊 融 崇高 与 优美 于 一 体 的 希腊 雕塑 ,19 世纪 的 艺术 巨匠 罗丹 情不自禁 地 感叹 
道 :“ 神 奇 中 的 神奇 !” 

古 希 腊 人 相信 ,人 体 是 应 该 引 为 自豪 之 物 ,并 应 使 它 保持 完美 的 状态 . 在 艺术 史 中 ,裸体 
艺术 是 表达 秩序 的 核心 对 象 ,是 艺术 的 中 心 题材 , 它 能 激发 出 最 伟大 的 作品 . 人 体 是 我 们 自 
身 , 它 能 唤起 与 我 们 切身 相关 的 一 切 愿望 ,而 最 首要 的 愿望 就 是 使 自身 的 永存 . 

在 人 体 美的 探寻 中 ,艺术 家 不 是 摹仿 自然 而 是 追求 完美 . 这 是 古 希 腊 遗 产 中 的 一 个 组 成 
部 分 . 亚 里 士 多 德 说 过 :“ 艺 术 完 成 自然 不 能 完成 的 东西 . 艺术 家 使 我 们 认识 了 自然 界 所 没 
有 实现 的 目标 . "这 段 话 的 后 一 名 有 一 个 假设 : 任何 事物 都 有 一 个 理想 的 完美 形式 . 任何 经 
验 现象 或 多 或 少 都 是 有 丝 漏 的 寿 品 . 艺术 家 的 完美 形象 与 真实 对 象 间 的 关系 和 数学 家 的 几 
何 形象 与 实物 的 几何 形体 的 关系 处 于 相同 的 地 位 . 当 我 们 评价 一 个 人 的 形象 时 , 往往 说 ,这 
个 人 脖子 太 长 , 腰 太 粗 ,或 腿 太 短 ,等 等 . 这 种 评价 来 自 何 处 ? 拿 什么 作 标 准 ? 这 说 明 , 在 人 
们 的 心目 中 存在 一 个 理想 的 模式 ,理想 的 美 . 事实 上 ,没有 一 个 人 体 作为 整体 来 看 是 完美 的 . 
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俞 平 伯 在 评价 《红楼 梦 》 中 的 美人 时 曾 说 过 ,美人 必 有 一 陋 . 此 言 不 雇 . 美术 家 从 不 同 的 人 体 
中 选择 最 美的 部 分 ,再 将 它们 组 成 一 个 完美 的 整体 . 这 里 需要 的 是 抽象 和 综合 的 能 力 . 这 种 
能 力 首先 来 自 数学 素养 . 
在 毕 达 哥 拉 斯 的 影响 下 , 古 希腊 人 对 数学 充满 了 激情 . 在 古 希 腊 人 思想 的 每 一 个 领域 
里 ,我 们 都 可 以 见 到 对 于 可 测量 的 比例 的 信仰. 他 们 也 把 这 种 思想 表现 在 雕塑 和 绘画 艺术 
中 . 或许 古 希腊 的 雕塑 家 有 一 种 非常 精妙 的 、 细 致 的 计算 系统 ,就 像 他 们 的 建筑 师 那 样 ,但 可 
惜 ,已 无 书 可 查 . 
古 希 腊 的 建筑 学 家 维特 罗 乌 斯 (Marcus Vitruvius Pollio， 
公元 前 1 世纪 ) 在 他 的 著作 《建筑 论 ) 第 三 卷 的 开头 , 当 谈 及 圣 
不 的 建筑 原则 时 宣称 ,这 些 建筑 应 该 具有 像 人 体 一 样 的 比例 . 
3 他 指出 了 一 些 人 体 的 正确 比例 ,并 说 和 人体 是 比例 的 典范 ,因为 
i 当 人 伸 直 四 体 时 ,他 就 与 完美 的 几何 形式 一 一 正方 形 和 圆 相 吻 
合 . 这 一 简要 的 论述 在 文艺 复兴 时 代 说 来 ,意义 实在 非凡 : 它 远 
不 止 是 一 个 实用 的 法 则 ,而 是 一 个 哲学 体系 的 基础 . 它 同 毕 达 
哥 拉 斯 的 五 线 谱 一 起 提供 了 感觉 与 秩序 的 联系 ,有 机 体 与 美的 
几何 原则 的 联系 . 这 个 几何 标准 ,过 去 是 ,现在 依然 是 哲学 家 的 
美学 基石 .于 是 ,在 15 一 17 世纪 这 段 时 期 ,在 关于 建筑 和 美学 
的 论文 中 出 现 了 许多 在 正方 形 和 圆 中 的 人 物 搬 图 ,它们 早 在 达 
， 芬 奇 以 前 就 出 现 了 .但 只 是 在 达 ， 芬 奇 著名 的 威尼斯 图 稿 
mi ~“ 中 ,这 种 人 像 才 达 到 最 出 色 的 展示 (插图 3-5) ,在 整体 上 说 ,也 
插图 3-5 是 最 正确 的 展示 . 这 是 艺术 家 们 企图 在 绘画 中 展现 数学 本 质 的 
最 有 趣 的 证 据 . 这 张 图 是 达 ， 芬 奇 为 数学 家 L， 帕 西欧 里 的 书 《4 神 奇 的 比例 》 所 作 的 图 解 , 该 
书 出 版 于 1509 年 . 
裸 像 与 建筑 物 一 样 ,表现 一 种 理想 模式 与 功能 需要 之 间 的 平衡 ,各 部 分 的 形态 和 位 置 安 
排 要 保持 适当 的 比例 . 现在 可 以 肯定 的 几 个 少数 古典 比例 法 则 之 一 是 ,在 女性 的 裸 像 中 ,两 
乳 之 间 , 下 半 和 乳房 到 肚脐 ,肚脐 到 大 腿 根部 的 长 度 是 相等 的 . 在 所 有 古典 时 期 的 裸 像 中 ,以 及 
在 公元 1 世纪 前 的 绝 大 部 分 古典 时 期 的 作品 中 ,这 一 法 则 是 严格 被 遵循 的 . 米 洛 的 维 纳 斯 就 
是 一 个 例子 . 
应 当 指 出 ,艺术 家 不 可 能 根据 数学 的 法 则 构造 出 优美 的 裸 像 ,就 像 在 音乐 中 不 可 能 靠 数 
学 创造 出 赋 格 曲 一 样 . 但 同时 艺术 家 也 不 能 忽略 数学 法 则 . 这 些 法 则 一 定 要 储存 在 他 的 大 脑 
深层 或 是 手指 之 间 . 归根 结 底 , 他 和 建筑 师 一 样 要 依赖 于 它们 . 


1.5 新 的 时 代 , 新 的 艺术 
到 了 13 世纪 的 时 候 ,通过 翻译 阿拉 伯 和 希腊 的 著作 ,使 亚 里 土 多 德 的 著作 广泛 为 人 们 
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所 知晓 . 西方 的 画家 们 开始 意识 到 ,中 世纪 的 绘画 是 脱离 现实 和 脱离 生活 的 ,这 种 倾向 应 当 
纠正 . 实际 上 ,从 中 世纪 转向 文艺 复兴 ,首先 是 人 性 的 觉醒 . 在 中 世纪 ,艺术 只 是 为 了 训导 
人 ”成 为 一 个 好 的 信徒 . 到 了 文艺 复兴 时 期 ,艺术 则 更 多 的 是 ,为 了 “丰富 人 ”和 “愉悦 人 ”. 

在 中 世纪 严格 的 思想 控制 下 ,希腊 、 罗 马 艺 术 中 美丽 的 维 纳 斯 竟 被 看 做 是 “ 异 教 的 女 
妖 ”, 而 遭 到 握 痉 . 到 了 文艺 复兴 时 期 ,向 往 古 典 文化 的 意大利 人 却 觉得 这 个 从 海里 升 起 来 的 
女神 是 新 时 代 的 信使 ,她 把 美 带 到 了 人 间 . 

但 是 ,足以 与 神学 抗衡 的 ,不 是 别 的 ,而 是 科学 . 决 不 可 低估 文艺 复兴 时 期 科学 成 果 对 人 
类 文化 的 巨大 影响 . 哥伦布 发 现 新 大 陆 , 哥 白 尼 确 立 日 心 说 ,都 使 世界 改变 了 面貌 . 科学 也 有 
效 地 促进 了 艺术 的 发 展 ,因为 艺术 的 发 展 固然 要 求人 的 感情 从 神 的 控制 下 解放 出 来 ,但 也 需 
要 人 能 以 理性 的 明智 去 正确 地 认识 世界 . 

新 的 时 代 需 要 新 的 艺术 . 这 种 新 艺术 就 是 透视 画 . 

文艺 复兴 时 期 的 艺术 家 们 最 先 认 真 地 运用 希腊 的 学 说 : 自然 界 的 本 质 在 于 数学 . 为 什 
么 会 这 样 呢 ? 第 一 个 原因 在 任何 时 候 都 起 作用 , 那 就 是 艺术 家 们 追求 逼真 的 绘画 创造 . 除去 
创作 意图 和 颜色 外 ,画家 所 画 的 东西 是 位 于 一 定 空间 的 几何 形体 . 描绘 它们 在 空间 的 位 置 与 
相互 关系 需要 欧 氏 几何 . 其 次 是 他 们 深 受 希腊 哲学 的 影响 . 他 们 相信 ,数学 是 现实 世界 的 本 
质 , 宇 宙 是 有 序 的 ,能 够 按照 几何 方式 理性 化 . 再 一 个 原因 就 是 , 那 时 的 艺术 家 都 具有 很 好 的 
数学 素养 ,他 们 也 是 那个 时 代 的 建筑 师 和 工程 师 , 因 此 他 们 必然 爱好 数学 . 


1.6 引入 第 三 维 


文艺 复兴 时 期 的 绘画 与 中 世纪 绘画 的 本 质 区 别 在 于 引入 了 第 三 维 , 也 就 是 在 绘画 中 处 
理 了 空间 、 距 离 、 体 积 . 质 量 和 视觉 印象 . 三 维 空间 的 画面 只 有 通过 光学 透视 体系 的 表达 方法 
才能 得 到 . 这 方面 的 成 就 是 在 14 世纪 初 由 杜 乔 (Duccio，1255 一 1319) 和 和 乔 托 (Giotto， 
1270 一 1337) 取 得 的 . 在 他 们 的 作品 中 出 现 了 几 种 方法 ,而 这 些 方法 成 为 一 种 数学 体系 发 展 
过 程 中 的 一 个 重要 阶段 ， 

乔 托 是 西洋 美术 史上 开启 性 的 人 物 , 他 不 但 是 以 画家 的 身份 被 承认 、 被 尊重 的 第 一 人 ， 
而 且 是 对 人 类 美术 最 光辉 的 文艺 复兴 时 期 影响 最 关键 的 人 . 文艺 复兴 初期 的 马 萨 乔 , 盛 期 的 
米 开朗 琪 罗 都 承认 深 深 受 到 乔 托 的 影响 ,因此 后 世尊 乔 托 为 “西洋 绘画 之 父 ”. 文艺 复兴 时 期 
的 传记 作家 乔治 ， 瓦 萨 里 曾 这 样 赞 美 他 ， 


我 认为 ,所 有 的 画家 都 得 益 于 乔 托 这 位 佛罗伦萨 的 画师 ,正如 他 们 得 益 于 大 自 
然 一 样 . …… 乔 托 竞 能 在 一 个 如 此 部 俗 无 能 的 年 代 进 发 光彩 ,一 举 恢复 了 他 的 同时 
代 人 几乎 一 无 所 知 的 古典 艺术 . 这 实在 是 一 大 奇迹 . 
乔 托 是 一 个 早熟 的 农家 孩子 ,为 人 牧羊 . 他 非常 喜欢 画 画 ,常常 使 用 身边 的 任何 材料 作 
画 . 当时 的 著名 画师 契 马 布 埃 听 到 后 , 便 来 到 路 边 , 让 乔 托 画 点 什么 看 看 ,结果 使 他 大 为 惊 
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奇 , 遂 给 这 个 孩子 的 父母 一 笔 钱 ,把 乔 托 带 到 佛罗伦萨 为 徒 . 

乔 托 是 历史 记载 中 第 一 个 凭 直觉 悟 出 有 一 种 绘画 技巧 最 为 优越 的 人 ,这 就 是 在 构图 上 
应 把 视点 放 在 一 个 静止 不 动 的 点 上 ,并 由 此 引出 一 条 水 平 轴线 和 一 条 竖 直 轴线 来 . 由 此 , 乔 
托 在 绘画 艺术 上 恢复 了 欧 几 里 得 的 空间 概念 ,虽然 他 并 没有 用 大 量 的 几何 命题 加 以 解释 . 这 
样 ,沿袭 了 两 千年 的 扁平 画面 ,一 下 子 得 到 了 深度 这 个 第 三 维度 . 这 可 以 在 他 的 作品 《金门 重 
办 六 彩 图 8) 中 看 出 来 . 这 就 是 “透视 画 法 ” 

他 在 创作 中 直接 利用 了 视觉 印象 中 的 空间 关系 . 他 画 中 的 景物 具有 厚度 感 .空间 感 和 生 
命 力 . 他 是 光学 透视 体系 发 展 中 的 关键 人 物 . 尽管 他 的 画 在 视角 上 并 不 正确 ,但 从 整体 看 来 ， 
他 的 作品 却 显示 了 他 那个 时 代 的 最 伟大 的 成 就. 

乔 托 的 最 著名 的 作品 之 一 是 《 圣 方 济 之 死 》( 彩 图 9). 在 这 幅 作 品 中 ,景物 安排 得 十 分 均 
衡 , 使 人 一 看 就 觉得 和 谐 , 并 且 有 立体 感 ,是 位 于 三 维 空间 的 景物 . 他 还 使 用 了 缩 距 法 表示 
景深 . 


a 技巧 和 观念 上 的 进步 则 应 归功 于 洛 伦 采 蒂 

S (Ambrogio Lorenzetti，1323 一 1348). 他 所 选取 的 
| 题材 具有 现实 性 . 他 的 线条 充满 生机 ,画面 健康 活 
小 ,富有 人 情 味 . 在 (圣母 领 报 图 )( 插 图 3-6) 中 , 景 
物 所 占据 的 地 面 给 人 以 明确 的 现实 感 ,而 且 与 后 墙 
。 明显 地 分 开 了 . 地 面 既 作 为 对 物体 大 小 的 度量 ,又 
国 国 ”暗示 出 空间 向 后 延伸 ,直到 后 墙 . 其 次 ,从 观察 者 角 
加 度 看 ,楼 板 线条 都 向 后 收缩 并 交 于 一 点 . 最 后 ,房屋 
伸 向 远 处 时 逐渐 缩小 了 ,以 致 最 后 消失 在 背景 中 . 

在 洛 伦 采 蒂 身上 ,我 们 看 到 了 文艺 复兴 时 期 的 
和 艺术 家 在 引入 光学 透视 体系 前 所 达到 的 最 高 水 平 . 


人 1.7 郑板桥 画 往 


中 国画 家 虽然 没有 发 展 出 光学 透视 体系 ,这 并 

不 说 明 中 国 古代 画家 没有 用 过 光学 透视 体系 . 据 记 载 ,从 五 代 开始 就 有 画家 借助 光学 透视 体 
系 来 提高 他 们 的 画 艺 了 . 今 以 画 竹 为 例 作 些 介绍 . 

中 国画 竹 起 源 很 早 ,据说 第 一 个 画 竹 的 是 蜀 国 名 将 关羽 . 到 唐 代 , 著 名 诗人 王 维 就 画 狂 ， 
开元 年 间 有 石刻 . 五 代 北 宋 间 , 画 竹 一 科 逐 渐 发 展 , 蔚 然 成 为 一 大 流派 ,延续 至 今 . 

中 国 绘画 的 美学 观点 着 重 于 尚 意 . 从 笔 虹 到 意境 ,每 一 点 划 中 都 渗透 了 作者 的 意 想 ,类 
同 虚拟 ,改变 现实 ,虚拟 位 置 ,以 求 得 在 情景 的 统一 中 塑造 出 艺术 形象 ,并 且 神 似 重 于 形似 . 

但 是 ,形似 仍然 是 一 个 不 可 忽略 的 问题 . 为 了 求 得 形似 ,中 国画 家 在 他 们 的 艺术 实践 中 
采用 了 中 心 投影 与 平行 投影 两 种 手法 . 以 画 竹 为 例 , 最 早 使 用 平行 投影 的 是 五 代 十 国 时 蜀 国 
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的 李 夫 人 . 李 夫 人 善文 章 和 书画 . 后 唐 招 讨 史 郭 崇 帮 征 蜀 , 蜀 主 王 衍 投降 , 郭 尽 收 晶 中 之 宝 ， 
并 强占 李 夫 人 .夫人 惕 人 已 不 乐 , 月 夜 独 坐 南 窗 , 轩 外 人 往 影 婆婆, 映 在 窗 纸 上 , 夫 人 用 笔 就 窗 纸 
擎 写 竹 影 , 觉 得 生意 具足 . 这 是 墨 作 的 後 始 . 
对 南 窗 而 言 ,月 亮 处 于 无 穷 远 处 , 故 月 光 可 视 为 平行 光 . 李 夫 人 是 最 早 利用 平行 投影 
的 人 . 
另 一 位 使 用 平行 投影 的 人 是 郑板桥 (1693 一 1765). 郑板桥 名 沟 , 字 克 柔 , 板 桥 是 他 的 外 
号 ,他 是 《4 红楼梦 的 作者 曹雪芹 的 同时 代 人 . 从 下 面 的 两 则 题记 中 可 看 出 ,郑板桥 主要 是 从 
平行 投影 中 学 习 画 竹 的 . 
(1) 予 家 有 茅屋 两 间 ，, 南 面 种 竹 . 夏 日 新 得 初 放 , 绿 荫 有 照 人 , 置 一 小 桶 其 中 ,其 
凉 适 也 . 秋冬 之 际 , 取 围 屏 骨 子 , 断 去 两 头 , 横 安 以 为 窗 覃 ,用 匀 薄 洁白 之 纸 糊 之 , 风 
和 日 暖 , 冻 蝇 触 窗 纸 上 ，, 冬 冬 作 小 鼓 声 , 于 是 一 片 竹 影 凌乱 ,岂非 和 天然 图 画 乎 ? 凡 理 
所 画 竹 ,无 所 师承 ,多 得 于 纸 窗 粉 壁 、 日 光 月 影 中 耳 ! 
《2) 江 馆 清秋 , 展 起 看 人 狂 , 烟 光 日 影 雾 气 , 背 浮动 于 足 枝 密 叶 之 间 , 胸中 亏 勃 ， 
着 有 画意 . 其 实 胸 中 之 竹 , 并 不 是 眼中 之 竹 也 ,而 磨 黑 展 纸 , 落 笔 作 变 相 , 手 中 之 竹 ， 
又 不 是 胸中 之 什 也 . 总 之 , 意 在 笔 先 , 定 则 也 ; 趣 在 法 外 ,化 宙 也 . 独 画 云 乎 哉 ! 


读者 可 以 在 彩 图 10 欣赏 郑板桥 墨 竹 . 采用 中 心 投影 的 画家 是 黄 华 ,他 是 著名 画家 文 同 
的 学 生 , 文 同 是 苏东坡 的 好 友 . 他 经 常用 灯 照 着 竹 枝 , 对 影 写真 .但 投影 画 在 中 国 始终 不 是 
主流 . 


1.8 数学 的 引入 


到 15 世纪 ,西方 面 家 们 终于 认识 到 ,必须 从 科学 上 对 光学 透视 体系 进行 研究 . 这 一 认识 
固然 受到 了 上 古 希 腊 、 古 罗马 透视 方面 的 著作 的 影响 而 得 以 强化 ,但 更 主要 的 是 受到 了 描述 真 
实 世界 这 一 渴望 的 刺激 . 从 根本 上 讲 , 把 握 空间 结构 ,发现 自然 界 的 奥秘 , 乃 是 文艺 复兴 时 期 
哲学 的 一 种 信念 ,而 数学 是 探索 自然 界 的 最 有 效 的 方法 ,终极 真理 的 表达 方式 就 是 数学 形式 . 

绘画 科学 是 由 布 鲁 内 莱 斯 基 (Brunelleschi，1377 一 1446) 创 立 的 ,他 建立 了 一 个 透视 体 
系 . 第 一 个 将 透视 画 法 系统 化 的 是 阿尔 贝蒂 (Alberti leon Battista, 1404 一 1472), 他 的 《 绘 
画 ;) 一 书 于 1435 年 出 版 . 在 这 本 论著 中 他 指出 ,做 一 个 合格 的 画家 首先 要 精通 几何 学 . 他 认 
为 ,借助 数学 的 帮助 ,自然 界 将 变 得 更 加 迷人 . 阿尔 贝蒂 的 重要 功绩 是 ,他 抓 住 了 透视 学 的 
关键 , 即 “ 没 影 点 的 存在 ” 他 大 量 地 应 用 了 欧 几 里 得 几何 学 的 原理 ,以 帮助 后 世 的 艺术 家 掌 
握 这 一 技术 . 

最 重要 的 透视 学 家 碰巧 也 是 15 世纪 最 重要 的 数学 家 之 一 ,他 是 弗朗西斯 卡 (Piero della 
Francesca，1416 一 1492). 在 《绘画 透视 论 }) 一 书 中 ,他 极 大 地 丰富 了 阿尔 贝蒂 的 学 说 . 在 他 后 
半生 的 20 年 内 写 了 三 篇 论文 ,试图 证 明 ,利用 透视 学 和 立体 几何 原理 ,从 数学 中 可 以 推出 可 
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见 的 现实 世界 . 

自 乔 托 开始 ,经 阿尔 贝蒂 和 其 他 艺术 家 归纳 和 提高 而 得 到 的 透视 原理 ,是 艺术 史上 的 里 
程 碑 . 艺术 家 本 着 一 个 静止 点 画 画 , 便 能 把 几何 学 上 的 三 维 空间 以 适当 的 比例 安排 到 画面 
上 . 透视 的 意思 是 “清楚 透彻 地 看 ”, 它 给 艺术 带 来 了 一 个 新 的 维度 , 将 景物 按照 透视 原理 投 
射 到 二 维 平面 上 ,这 就 使 平面 变 成 了 一 扇 开 向 想象 中 的 立体 视界 的 窗户 . 对 海员 航海 而 言 ， 
最 重要 的 水 平 线 从 此 成 了 美术 上 最 重要 的 定向 线 ,美术 从 取材 到 结构 都 面向 了 真正 的 世界 . 

对 此 , 埃 文思 CW. Ivins) 在 著作 《美术 与 几何 学 ) 一 书 中 这 样 评述 

透视 原理 与 近 大 远 小 有 很 大 不 同 . 从 技术 角度 来 说 ,透视 是 特 三 维 空间 以 中 心 

投射 的 方式 放 入 平面 .用 非 技术 性 的 词语 来 解释 ,透视 则 是 使 放 在 平面 上 的 各 个 图 

形 , 同 它们 所 代表 的 种 种 实际 物体 彼此 之 闻 相 对 而 言 ,在 大 小 、 形 状 和 位 置 上 ,与 从 

真实 的 空间 中 的 某 一 点 看 上 去 能 够 一 模 一 样 的 方法 . 我 未 曾 发 现 古 希腊 人 何 时 曾 

在 实践 中 或 在 理论 上 提 到 过 上 述 概 念 . …… 这 是 个 不 曾 为 古 希 腊 人 掌握 的 概念 . 这 

个 原理 在 被 阿尔 贝蒂 提出 时 ,人 们 对 几何 学 是 如 此 无 知 ,以 至 于 他 不 得 不 对 “直径 ?” 

和 “各 直 ” 两 个 名 词 作 出 解释 . 


鲁 塞 尔 认为 这 一 发 现 十 分 重要 : 


透视 原理 把 唯一 一 个 视点 作为 第 一 要 素 , 这 便 使 视觉 体验 建立 在 稳定 的 基础 
上 . 于 是 , 它 在 混沌 中 创立 了 秩序 ,使 相互 参照 实现 了 精密 化 和 系统 化 .很 快 地 , 透 
视 原 理 便 成 了 一 致 和 稳定 的 试金石 . 


对 透视 学 做 出 最 大 贡献 的 是 艺术 家 列 奥 纳 多 . 达 。 芬 奇 ( 彩 图 11) (Leonardo da Vinci， 
1452 一 1519). 他 是 意大利 文艺 复兴 时 期 著名 的 画家 、 雕 塑 家 、 建 筑 家 和 工程 师 . 他 认为 视觉 
是 人 类 最 高 级 的 感觉 器 官 , 它 直接 而 准确 地 表达 了 感觉 经 验 . 他 指出 ,人 观察 到 的 每 一 种 自 
然 现象 都 是 知识 的 对 象 . 他 用 艺术 家 的 眼光 去 观察 和 接近 自然 ,用 科学 家 孜孜不倦 的 精神 去 
探索 和 研究 自然 . 他 深 往 的 哲理 和 严密 的 逻辑 使 他 在 艺术 和 科学 上 都 达到 了 顶峰 . 

讲 无 疑问 , 达 ，' 芬 奇 是 15 至 16 世纪 的 一 位 艺术 大 师 和 科学 巨匠 .文艺 复兴 时 期 的 传记 
作家 乔治 ， 瓦 萨 里 曾 这 样 先 美 他 . 

世 闻 男女， 
资质 出 众 , 才 气 横 溢 者 ,屡见不鲜 ， 
然 间 或 有 人 ,和 独 蒙 上 天 和 至 爱 ， 
风韵 优雅 ,才华 盖世 ， 
令 众 生 望 洗 莫 及 ， 
其 行为 举止 ,处 处 富有 灵性 ， 
而 其 所 作 所 为 ， 
实则 无 不 出 于 造物 之 手 ， 
” 非 人 力 世 能 企 及 . 
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达 ，。 芬 奇 通过 广泛 而 深入 地 研究 解剖 学 、 透 视 学 、 几 何 学 、 物 理学 和 化 学 ,为 从 事 绘画 做 好 了 
充分 的 准备 . 他 对 等 透视 学 的 态度 可 以 在 他 的 艺术 哲学 中 看 出 来 . 他 用 一 句 话 概括 了 他 的 
《艺术 专 论 ? 的 思想 : 


“欣赏 我 的 作品 的 人 ,没有 一 个 不 是 数学 家 .” 
达 。 芬 奇 坚 持 认为 ,绘画 的 目的 是 再 现 自然 界 , 而 绘画 的 价值 就 在 于 精确 地 再 现 . 因此 ， 
绘画 是 一 门 科学 ,和 其 他 科学 一 样 ,其 基础 是 数学 , 他 指出 ， 
“任何 人 类 的 探究 活动 也 不 能 成 为 科学 ,除非 这 种 活动 通过 数学 的 表达 方式 和 
经 过 数学 证 明 为 自己 开辟 道路 .” 


1.9 艺术 家 丢 勤 


15 世纪 和 16 世纪 早期 ,几乎 所 有 的 绘画 大 师 都 试图 将 绘画 中 的 数学 原理 与 数学 和 谐 、 
实用 透视 学 的 特殊 性 质 和 主要 目的 结合 起 来 . 米 开朗 琪 罗 . 拉 斐 尔 以 及 其 他 许多 艺术 家 都 对 
数学 有 浓厚 的 兴趣 ,而 且 力 图 将 数学 应 用 于 艺术 . 他 们 利用 高 超 而 惊人 的 技巧 、 缩 距 法 精心 
创作 了 难度 极 大 、 风 格 迎 异 的 艺术 品 . 他 们 有 时 将 技法 的 处 理 置 于 情感 之 上 . 这 些 大 师 们 意 
识 到 ,艺术 创作 尽管 利用 的 是 独特 的 想象 ,但 也 应 受到 规律 的 约束 . 

在 透视 学 方面 最 有 影响 的 艺术 家 是 丢 勒 (Albrecht Durer,1471--1528). 他 是 文艺 复兴 
时 期 德国 最 重要 的 油画 家 ,版 画家 .装饰 设计 家 和 理论 家 . 同 达 ， 芬 奇 一 样 ,他 具有 多 方面 的 
才能 . 他 的 人 文 主 义 思想 使 他 的 艺术 具有 知识 和 理性 的 特点 . 他 从 意大利 的 大 师 们 那里 学 到 
了 透视 学 原理 ,然后 回 到 德国 继续 进行 研究 . 他 认为 ,创作 一 幅 画 不 应 该 信 手 涂抹 ,而 应 该 根 
据 数学 原理 构图 . 实际 上 ,文艺 复兴 时 期 的 画家 们 并 没有 能 完全 自觉 地 应 用 透视 学 原理 . 

下 面 , 我 们 通过 阿尔 贝蒂 、 达 ， 芬 奇 和 丢 勒 的 术语 对 艺术 家 们 所 发 展 的 数学 体系 作 一 解 
释 , 他 们 将 画布 想象 为 一 玻璃 屏 板 ,艺术 家 们 通过 它 看 到 所 要 画 的 景物 ,如 同 我 们 透 过 窗户 
看 到 户外 的 景物 一 样 . 从 一 只 固定 不 变 的 眼睛 出 发 ,设想 目光 可 以 投射 到 景物 的 每 一 个 点 
上 .这 种 目光 称 为 投射 线 . 投射 线 与 玻璃 屏 板 交点 的 集合 称 为 一 个 截 景 . 截 景 给 眼睛 的 印象 
与 景物 自身 产生 的 效果 一 样 .实际 上 ,一 幅 画 就 是 投影 线 的 一 个 截 景 . 

对 这 条 原则 , 丢 勒 的 版 画 ( 插 图 3-7,3-8) 给 出 了 很 好 的 说 明 , 这 里 选取 的 版 画展 示 了 求 
得 截 景 的 具体 过 程 . 


1.10 数学 定理 


绘画 毕竟 不 是 截 景 ,画布 也 不 是 透明 的 玻璃 板 . 因此 ,艺术 家 必须 从 截 景 的 启发 中 找 出 
指导 绘画 的 原则 . 这 样 一 来 ,专注 于 研究 透视 的 学 者 们 就 从 投影 线 和 截 景 原理 中 获得 了 一 系 
列 定理 ,它们 包括 了 育 焦 透视 体系 的 大 部 分 内 容 . 文艺 复兴 以 来 ,几乎 所 有 的 西方 艺术 家 都 
使 用 这 一 体系 . 

数学 透视 体系 的 基本 定理 和 规则 是 什么 呢 ? 假定 画布 处 于 通常 的 垂直 位 置 . 从 眼睛 到 
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插图 3-8 


画布 的 所 有 垂 线 ,或 者 到 画布 延长 部 分 的 垂 线 都 相交 于 画布 的 一 点 上 ,这 一 点 称 为 主 没 影 
点 . 主 没 影 点 所 在 的 水 平 线 称 为 地 平 线 ;如 果 观 察 者 通过 画布 看 外 面 的 空间 ,那么 这 条 地 平 
线 将 对 应 于 真正 的 地 平 线 . 

插图 3-9 是 这 些 概念 的 直观 化 ,表示 观察 者 所 看 到 的 大 厅 过 道 . 观察 者 眼睛 的 位 置 处 于 
与 画面 垂直 且 通 过 尸 点 的 乖 线 上 . P 点 是 主 没 影 点 ,P, PP，, 就 是 地 平 线 . 

定理 1 景物 中 所 有 与 画布 所 在 平面 垂直 的 水 平 线 在 画布 上 画 出 时 ,必须 相交 于 主 没 
影 点 . 

例如 ，Bb,Cc,Dd 和 其 他 类 似 的 直线 都 在 P 点 相交 ,也 就 是 所 有 实际 上 平行 的 线 都 应 
该 画作 相交 . 这 与 我 们 的 日 常 经 验 符合 吗 ? 符合 . 大 家 知道 ,两 条 铁轨 是 相互 平行 的 ,但 是 在 
人 眼看 来 ,它们 相交 于 无 穷 远 处 . 这 就 是 为 什么 把 PP 点 叫做 没 影 点 . 但 在 现实 的 景物 中 没有 
一 个 点 与 之 相应 . 

一 幅 画 应 该 是 投影 线 的 一 个 截 景 . 从 这 条 原理 出 发 可 以 导出 另 一 个 定理 . 
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定理 2 任何 与 画布 所 在 平面 不 垂直 的 平行 线束 , 画 出 来 时 与 垂直 的 平行 线 相 交 成 一 
定 的 角度 , 且 它 们 都 相交 于 地 平 线 上 的 一 点 . 

在 水 平平 行 线 中 有 两 条 非常 重要 . 在 插图 3-9 中 ,BP, 和 CP; 在 现实 世界 中 它们 是 平 
行 的 ,并 且 与 画布 所 在 的 平面 成 45° 角 . BP; 和 CP 相交 于 Pi ,这 个 点 称 为 对 角 没 影 点 . 类 
似 地 ,水 平平 行 线 CP: 和 DP; 在 现实 世界 中 与 画布 成 135 角 , 画 出 来 时 ,必须 相交 于 第 二 
个 对 角 没 影 点 P. 

定理 3 景物 中 与 画布 所 在 平面 平行 的 平行 水 平 线 , 画 出 来 是 水 平平 行 的 . 

对 于 真正 从 事 创 作 的 艺术 家 来 说 ,要 达到 写实 主义 的 理想 境地 还 有 许多 其 他 定理 可 供 
使 用 . 但 进一步 追求 这 些 特殊 的 结果 将 使 我 们 离 题 太 远 . 


1.11 和 名画 挂 在 什么 地 方 
上 面 的 讨论 对 于 一 个 欣赏 者 而 言 也 是 十 分 有 益 的 . 依照 透视 体系 创作 出 来 的 画 与 艺术 


家 眼睛 的 位 置 密 不 可 分 . 从 什么 位 置 欣 赏 画 会 达到 最 佳 效 果 呢 ?欣赏 者 的 眼睛 应 该 位 于 主 ， 


没 影 点 的 水 平 线 上 ,而 且 在 从 主 没 影 点 到 两 个 对 角 没 影 点 的 等 距离 的 正 前 方 . 实际 上 ,如 果 
画 能 挂 在 适合 于 欣赏 者 的 高 度 , 而 又 能 上 下 移动 的 位 置 上 ,将 会 达到 理想 的 效果 . 如 果 你 到 
过 巴黎 的 卢 浮 宫 ,你 就 会 发 现 , 达 ，。 分 奇 的 名 作 “ 蒙 娜 。 角落 "就 挂 在 几乎 和 人 人 限 平等 的 位 置 
上 ,并 有 ,不 论 你 从 哪个 方向 看 她 , 蒙 娜 * 丽 忒 都 在 对 你 微笑 . 


1.12 对 透视 体系 的 议论 


应 当 指 出 ,这 个 体系 并 不 能 将 眼睛 所 看 到 的 一 切 都 再 现 出 来 . 因为 任何 平行 线 在 眼睛 看 
来 都 在 无 穷 远 处 相交 ,并且 当 你 转 过 身 来 向 另 一 个 方向 看 去 的 时 候 ,它们 又 会 相交 . 这 一 方 
面 与 欧 氏 几何 的 结论 不 符合 , 另 一 方面 ,有 两 个 交点 的 直线 在 眼睛 看 来 一 定 是 曲线 . 希腊 人 
和 罗马 人 已 经 认识 到 这 一 点 : 直线 , 当 用 眼睛 观察 时 就 是 弯曲 的 . 在 欧 几 里 得 的 《光学 》 中 也 
确 有 这 样 的 论述 . 光学 透视 体系 忽略 了 这 一 明显 的 事实 . 此 外 ,人 观察 景物 是 通过 两 只 眼睛 ， 
而 且 每 只 眼睛 看 到 的 东西 微 有 差别 ,这 一 点 在 光学 透视 体系 中 也 没有 得 到 反映 . 
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既然 这 个 体系 还 有 一 些 缺 点 ,为 什么 艺术 家 们 又 采用 它 呢 ? 对 15 一 16 世纪 的 艺术 家 们 
来 说 ,这 是 一 个 完全 数学 化 了 的 体系 , 在 探索 自然 界 奥秘 的 过 程 中 ,数学 的 重要 性 给 人 们 留 
下 了 深刻 的 印象 ,构造 出 一 个 完整 的 数学 体系 已 经 使 他 们 心满意足 了 , 事实 上 ,艺术 家 们 认 
为 这 个 体系 与 欧 几 里 得 几何 一 样 真实 . 


1.13 完美 的 结合 ,艺术 的 顶峰 


现在 让 我 们 来 看 看 几何 与 绘画 的 结合 产生 的 一 些 传世 名 作 : 

第 一 次 开始 应 用 透视 学 的 画家 是 马 萨 乔 (Masaccio，1401 一 1428). 他 的 《纳税 钱 }》 比 任 
何 早期 的 作品 都 更 具有 写实 主义 气息 . G. 瓦 萨 里 说 , 马 萨 乔 是 第 一 个 达到 了 完全 真实 地 描 
绘 事物 的 艺术 家 . 这 幅 画 寅 意 深刻 广博、 富有 自然 主义 特色 . 人 物 的 形象 厚实 魁 伟 ,每 个 人 
都 占据 着 一 定 的 空间 . 人 物 形象 比 乔 托 的 作品 更 为 真实 . 此 外 , 马 萨 乔 还 是 一 个 处 理光 线 明 
暗 的 高 手 . 他 虽然 只 活 了 27 岁 ,但 其 影响 难以 估量 . 

乌 切 洛 CUccello,1397 一 1475) 也 是 对 透视 学 作出 重大 贡献 的 人 物 之 一 . 他 对 这 门 学 科 
具有 浓厚 的 兴趣 . 瓦 萨 里 说 , 乌 切 洛 “ 为 了 解决 透视 学 中 的 没 影 点 ,他 通宵 达旦 地 进行 研究 ”. 
常常 在 麦子 的 再 三 催促 下 ,他 才 不 得 不 上 床 休息 . 他 说 :“ 透 视 学 真是 一 门 可 爱 的 学 问 ”. 中 
钴 的 是 ,他 在 透视 学 方面 创作 出 的 最 好 的 作品 随 着 时 间 的 流逝 而 严重 损坏 了 . 他 的 《一 个 酒 
杯 的 透视 研究 )( 插 图 3-10) 显 示 了 在 精确 的 透视 绘画 中 所 涉及 的 景物 的 表面 .线条 和 曲线 
的 复杂 性 . 

使 透视 学 走向 成 熟 的 艺术 家 是 弗朗西斯 卡 . 这 位 造 诺 极 深 的 画家 对 几何 学 抱 有 极 大 的 
热情 ,并 试图 使 他 的 作品 彻底 数学 化 . 每 个 图 形 的 位 置 都 安排 得 非常 准确 ,保持 着 与 其 他 图 
形 的 正确 比例 关系 ,使 整个 绘画 作品 构成 一 个 整体 . 甚至 对 身体 的 各 个 部 位 及 衣服 的 各 个 部 
分 都 运用 了 几何 形式 ,他 喜欢 光滑 弯曲 的 曲面 和 完整 性 . 

弗朗西斯 卡 的 (耶稣 受 鞭 图 }( 彩 图 12) 是 透视 学 的 一 幅 珍 品 . 主 没 影 点 的 选择 和 聚焦 透 
视 体 系 的 精确 应 用 与 院子 前 后 的 人 物 紧 密 地 结合 在 一 起 ,使 得 景物 全 都 容纳 在 一 个 清晰 有 
限 的 空间 内 (插图 3-11). 该 画 利 用 立柱 和 地 上 的 方 格 造成 有 节奏 的 严格 的 透视 结构 ,大 理 
石 地 板 中 黑色 地 砖 的 减少 也 经 过 了 精确 的 计算 , 画 中 各 种 不 同 的 线 组 成 了 一 个 和 谐 的 网 络 . 
每 一 个 画面 都 从 另 一 个 中 出 来 ,这 便 构成 了 一 个 理想 的 数学 世界 . 画 的 高 度 是 58. 6 cm, 这 
正好 是 弗朗西斯 卡 的 诞生 地 托 斯 卡 纳 的 一 个 计量 单位 . 对 文艺 复兴 时 期 的 艺术 家 来 说 ,人 的 
理想 高 度 (以 基督 为 代表 ) 是 三 个 计量 单位 . 这 个 标准 规定 了 画面 各 个 部 分 的 位 置 和 比例 . 例 
如 ,画家 在 确定 水 平 线 时 依据 的 是 基督 的 高 度 . 构图 的 垂直 线 把 画面 分 为 两 块 ,每 一 块 都 根 
据 一 个 多 世纪 以 前 乔 托 定 下 的 方法 ,构成 一 个 独立 的 画面 . 右 半 块 把 人 物 放 在 前 景 ,目的 在 
于 造成 左 半 部 分 的 深远 . 这 一 场景 具有 内 .外 两 个 空间 ,而 整个 画面 又 朝向 由 左边 一 段 楼 梯 
给 予 暗示 的 第 三 个 空间 . 基督 正 位 于 左边 三 个 人 物 组 成 的 人 间 世 界 与 这 一 光明 出 口 瞳 示 的 
天 国之 间 . 含 三 个 人 物 的 右 部 分 受到 来 自 左 边 的 阳光 的 照射 ,鞭打 的 情况 则 安排 在 立柱 的 后 
面 ,为 一 个 强烈 而 神秘 的 光 所 照 亮 , 这 种 光驱 散 了 一 切 阴暗 部 分 ,使 整个 场面 带 上 一 种 不 安 
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的 、. 谜 一 般 的 气氛 . 在 这 种 气氛 中 ,一切 似 乎 都 凝固 了 ,人 物 安静 地 保持 着 间距 和 肃穆 . 空间 
安排 得 严谨 周密 , 光 的 表现 使 我 们 有 置身 世 外 之 感 . 某 种 神秘 莫 测 使 这 一 效果 异常 强烈 , 它 
构成 了 弗朗西斯 卡 艺术 的 核心 . 这 种 高 贵 强劲 的 气氛 诱发 了 20 世纪 的 艺术 倾向 . 塞 尚 和 立 
体 派 画家 的 几何 手法 ,康定 斯 基 强 烈 的 抽象 都 已 包含 在 这 幅 作 品 中 . 


插图 3-10 播 图 3-11 


弗朗西斯 卡 在 他 的 论 透 视 学 的 著作 中 说 ,他 在 绘画 方面 下 过 很 大 工夫 . 在 其 他 作品 中 ， 
他 利用 空间 透视 以 增强 立体 感 和 深度 感 . 他 的 画 设计 得 精确 人 微 ,改动 任何 一 小 点 都 会 破坏 
整个 画面 的 效果 . 

达 。 芬 奇 创 作 了 许多 精美 的 透视 学 作品 . 这 位 真正 定 有 科学 思想 和 绝伦 技术 的 天 才 , 对 
每 幅 作 品 他 都 进行 过 大 量 的 精密 研究 . 他 最 优秀 的 杰作 都 是 透视 学 的 最 好 典范 .《 最 后 的 晚 
餐 》( 彩 图 13) 描 绘 出 了 真情 实感 ,一 眼看 去 ,与 真实 生活 一 样 . 观众 似乎 觉得 达 。 芬 奇 就 在 
画 中 的 房子 里 . 墙 、 楼 板 和 天 花 板 上 后 退 的 光线 不 仅 清晰 地 衬托 出 了 景深 ,而 且 经 仔细 选择 
的 光线 集中 在 基督 头 上 ,从 而 使 人 们 将 注意 力 集中 于 基督 ,这 使 得 作品 的 真实 感 和 宗教 画 所 
必 有 的 神圣 感 都 在 其 中 得 到 最 好 的 体现 . 这 幅 画 可 谓 艺术 中 的 珍品 ,而 他 的 局 部 谋 篇 是 成 功 
的 最 大 原因 之 一 . 12 个 门徒 分 成 4 组 ,每 组 3 人 ,对 称 地 分 布 在 基督 的 两 边 . 基督 本 人 被 画 
成 一 个 等 边 三 角形 ,这 样 的 描绘 目的 在 于 ,表达 基督 的 情感 和 思考 ,并 且 身 体 处 于 一 种 平衡 
状态 (插图 3-12). 

16 世纪 显示 了 现实 主义 绘画 在 伟大 的 文艺 复兴 以 来 所 发 展 的 顶峰 . 达 ， 芬 奇 的 学 生 和 
米 开 朗 琪 罗 . 拉 斐 尔 等 著名 末 家 创作 出 了 若干 世纪 以 前 人 们 一 直 梦 疗 以 求 的 理想 .标准 和 成 
功 的 光辉 典范 . 拉 斐 尔 的 《雅典 学 院 》( 彩 图 14) 以 和 谐 的 安排 ,巧妙 的 透视 ,精确 的 比例 描绘 
了 一 个 神圣 庄严 的 学 院 . 这 幅 画 的 意义 不 但 在 于 它 巧 夺 天 工地 处 理 了 空间 和 景深 ,而 且 它 还 
表达 了 文艺 复兴 时 期 的 有 识 之 士 对 希腊 先 圣 们 的 崇敬 之 情 . 柏拉图 和 亚 里 十 多 德 , 一 右 一 
左 , 处 于 天 的 中 心 . 此 外 则 包括 苏 格 拉 底 、 色 庶 芬 . 犬 侨 哲学 家 狄 奥 金 尼斯 ( 坐 在 台阶 上 ) 、 唯 
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插图 ”3-12 


物 主 义 哲学 家 赫 拉 克 里 特 ,还 有 毕 达 哥 拉 斯 ,他 正在 作 计 算 ,右边 的 前 景 是 欧 几 里 得 或 阿 基 
米 德 在 那儿 证 明定 理 . 画 的 右边 , 托 勒 下手 中 拿 着 一 个 球 . 整个 画 中 ,有 音乐 家 、 数 学 家 、 文 法 

再 举 一 个 风景 画 的 例子 , 风景 画 在 西方 出 现 得 很 晚 , 只 是 到 了 17 世纪 才 有 荷兰 画 派 的 
兴起 . 而 在 中 国 则 至 少 可 以 追溯 到 公元 4 世纪 . 东晋 的 顾 恺 之 不 但 是 著名 的 人 物 画家 ,也 是 
著名 的 山水 画家 . 到 了 唐 代 , 山水画 已 有 高 度 的 发 展 . 著名 诗人 王 维 就 是 一 位 杰出 的 山水 画 
家 . 苏东坡 评论 王 维 的 诗 和 画 时 说 :“ 味 摩 请 之 诗 , 诗 中 有 画 . 观摩 诗 之 画 , 画 中 有 诗 ”. 也 就 
是 说 , 诗 诉 诸 听 党 , 画 诉 诸 视觉. 王 维 的 诗 从 听觉 引 向 视觉 ,而 他 的 画 则 从 视觉 引 向 听觉 . 现 
在 回 到 荷兰 画 派 . 荷兰 的 风景 画家 霍 贝 玛 (1638 一 1709) 以 他 杰出 的 《 林 荫 道 》)( 彩 图 15) 一 画 
为 后 世 风 景 画 留 下 楷模 , 这 是 一 幅 平凡 中 见 奇 崛 的 作品 . 没 影 点 正好 在 两 行 树 的 中 间 . 近 大 
远 小 的 透视 变化 固然 可 以 看 得 很 明显 ,可 是 这 种 角度 既 难 于 画 得 正确 ,又 易于 呆板 . 他 将 路 
的 位 置 略 向 右 移 ,避免 了 绝对 平衡 的 毛病 . 尤其 是 路 两 边 的 幼 树 ,间隔 的 疏 密 不 同 ,弯曲 摇 电 
的 姿态 各 异 , 使 画面 生动 多 姿 . 

利用 育 焦 透视 体系 的 例子 不 胜 枚 举 . 上 面 的 例子 已 经 充分 地 说 明了 数学 透视 方法 是 如 
何 使 画家 们 从 中 世纪 的 束缚 中 解放 出 来 ,而 自由 自在 地 描绘 现实 世界 中 的 山川 河流 .大 街 小 
埠 . 聚焦 透视 体系 的 发 展 状 况 也 显示 出 ,适当 的 数学 定理 ,以 及 建立 在 数学 基础 上 的 自然 哲 
学 ,有 力 地 决定 着 西方 绘画 的 进程 . 尽管 现代 绘画 已 经 脱离 了 对 自然 界 的 直接 描写 ,但 是 ,在 
艺术 学 校 中 ,聚焦 透视 体系 已 成 为 一 门 基础 课 , 并 且 在 绘画 中 仍 在 广泛 使 用 . 
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1.14 从 艺术 中 诞生 的 科学 


画家 们 在 发 展 聚 焦 透 视 体 系 的 过 程 中 引入 了 新 的 几何 思想 ,并 促进 了 数学 的 一 个 全 新 
方向 的 发 展 , 这 就 是 射影 几何 . 

在 透视 学 的 研究 中 产生 的 第 一 个 思想 是 ,人 用 手 摸 到 的 世界 和 用 眼睛 看 到 的 世界 并 不 
是 一 回 事 . 因而 ,相应 地 应 该 有 两 种 几何 ,一 种 是 触觉 几何 ,一 种 是 视觉 几何 . 欧 氏 几何 是 触 
觉 几何 , 它 与 我 们 的 触觉 一 致 ,但 与 我 们 的 视觉 并 不 总 一 致 .例如 , 欧 几 里 得 的 平行 线 只 有 用 
手 摸 才 存 在 ,用 眼睛 看 它 并 不 存在 . 这 样 , 欧 氏 几 何 就 为 视觉 几何 留 下 了 广阔 的 研究 领域 . 

现在 讨论 在 透视 学 的 研究 中 提出 的 第 二 个 重要 思想 . 画家 们 搞 出 来 的 聚焦 透视 体系 ,其 
基本 思想 是 投影 和 截面 取景 原理 . 人 眼 被 看 做 一 个 点 ,由 此 出 发 来 观察 景物 . 从 景物 上 的 每 
一 点 出 发 通过 人 眼 的 光线 形成 一 个 投影 锥 . 根据 这 一 体系 ,画面 本 身 必须 含有 投射 锥 的 一 个 
截 景 . 从 数学 上 看 ,这 截 景 就 是 一 张 平面 与 投影 锥 相 截 的 一 部 分 截面 . 

设 人 有 眼 在 O 处 (图 3-6), 今 从 O 点 观察 平面 上 的 一 个 抢 形 ABCD. 从 O 到 矩形 的 四 个 
边 上 各 点 的 连 线形 成 一 个 投射 棱锥 ,其 中 0O4,OB,OC 及 OD 是 四 根 棱 线 . 现在 在 人 了 眼 和 算 
形 之 间 插 和 人 一 平面 ,并 在 其 上 画 出 截 景 四 边 形 A'B’'C'D'“. 由 于 截 景 对 人 有 眼 产生 的 视觉 印象 
与 原 和 矩形 一 样 ,所 以 人 们 自然 要 问 : 截 景 与 原 矩 形 有 什么 共同 的 性 质 ? 要 知道 截 景 与 原 矩 
形 既 不 重合 ,也 不 相似 ,它们 也 没有 相同 的 面积 ,甚至 截 景 连 和 矩形 也 不 是 . 

把 问题 提 得 更 一 般 一 些 : 设 有 两 个 不 同 平面 以 任意 角度 与 这 个 投射 锥 相 截 ,得 到 两 个 
不 同 的 截 景 ,那么 ,这 两 个 截 景 有 什么 共同 性 质 呢 ? 


0 


图 3-6 图 -3-7 


这 个 问题 还 可 以 进一步 推广 . 设 有 和 矩形 ABCD( 图 3-7), 今 从 两 个 不 同 的 点 O 和 0” 来 
观察 它 . 这 时 会 出 现 两 个 不 同 的 投射 锥 . 在 每 个 锥 里 各 取 一 个 截 景 , 由 于 每 个 截 景 都 应 与 原 
矩形 有 某 些 共同 的 几何 性 质 ,因此 ,这 两 个 矩形 间 也 应 有 某 些 共同 的 几何 性 质 . 

17 世纪 的 数学 家 们 开始 寻找 这 些 问 题 的 答案 . 他 们 把 所 得 到 的 方法 和 结果 都 看 成 欧 氏 
几何 的 一 部 分 . 诚然 ,这 些 方 法 和 结果 大 大 丰富 了 欧 几 里 得 几何 的 内 容 , 但 其 本 身 却 是 几何 
学 的 一 个 新 的 分 支 . 这 一 时 期 的 著作 偏向 于 应 用 ,理论 的 严谨 性 不 足 , 直 到 18 世纪 数学 家 们 
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才 写 出 严格 的 数学 著作 . 到 了 19 世纪 ,人 们 把 几何 学 的 这 一 分 支 叫做 射影 几何 学 . 

射影 几何 集中 表现 了 投影 和 截 影 的 思想 ,论述 了 同一 物体 的 相同 投影 或 不 同 投影 的 截 
景 所 形成 的 几何 图 形 的 共同 性 质 . 这 门 “ 诞 生 于 艺术 的 科学 ”, 今 天 成 了 最 美的 数学 分 支 
之 一 . 
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On: 


达 。 芬 奇 (Leonardo da Vinci, 1452 一 1519)( 彩 图 11) 或 许 是 古往今来 最 富有 创造 力 的 
天 才 ,但 创造 力 成 全 了 他 ,也 拖累 了 他 . 他 兴趣 广泛 ,思想 活跃 . 结果 ,他 的 计划 往往 未 能 全 始 
全 终 . 

达 。 芬 奇 1452 年 4 月 15 日 生 于 意大利 多 斯 卡 纳 的 芬 奇 镇 或 其 附近 . 他 是 私生子 ,在 父 
素 家 中 长 大 , 他 天 资 颖 悟 ， ep 画 上 显露 了 更 高 的 才华 . 他 的 父亲 把 他 送 
到 当时 享有 盛誉 的 维 洛 基 殉 画 画 . 达 。 苏 奇 大 约 18 岁 时 , 维 洛 基 欧 受 委托 为 佛罗伦萨 
内 近 的 一 所 才 芋 妆 抽 条 二 下 (半生 生 记 ) 。 芬 奇 描绘 了 其 中 一 个 天 使 , 因 其 形 神 兼备 、 
秀丽 优雅 , 竞 使 他 的 老师 耻 于 不 及 弟子 而 放弃 绘画 , 专 事 雕刻 . 

1482 一 1499 年 是 达 。 芬 奇 的 第 一 米兰 时 期 ,是 他 在 科学 研究 和 艺术 创作 上 成 熟 和 走向 
繁荣 的 时 期 . 这 个 时 期 ,他 创作 了 一 生 中 最 伟大 的 两 件 作品 ,一 件 是 大 型 骑马 雕像 ,一 件 是 为 
葛 拉 吉 埃 修道 院 的 餐 室 画 的 大 型 壁画 《最 后 的 晚餐 》(1495~1497). 把 泥塑 番 筑 成 青铜 雕像 
本 来 可 以 造就 不 朽 的 业绩 ,但 达 。 芬 奇 却 无 缘 一 试 , 由 于 法 国人 的 入 侵 , 青 铜 变 成 了 大 炮 ， 
达 。 芬 奇 完 成 了 《最 后 的 晚餐 》, 但 他 采用 了 一 种 试验 性 技法 ， 人 
就 开始 剥落 ,这 使 得 这 幅 作 品 成 为 艺术 史上 最 卓越 又 最 令 人 痛惜 的 遗迹 . 这 个 时 期 ,他 还 
制 了 另 一 幅 著 名 的 祭坛 画 《 崇 下 圣母 》. 

1490 一 1495 年 ,他 开始 艺术 与 科学 论文 的 写作 . 他 主要 研究 了 四 方面 的 内 容 : 绘画 、 建 
筑 、 机 械 学 和 人 体 解剖 学 . 他 对 地 球 物理 学 、 植 物 学 和 气象 学 的 研究 也 始 于 这 一 阶段 . 他 的 研 
究 论 文中 都 附 有 大 量 的 插图 . 

1502 年 ,他 以 “高 级 军事 建筑 师 和 一 一 般 工 程 师 ” 的 身份 为 教皇 军队 的 指挥 官 博 尔 页 测量 
土地 ,为 此 画 了 一 些 城市 规划 的 速写 和 地 形 图 ,为 近代 制图 学 的 创立 打下 了 基础 . 

.1503 年 ,他 为 佛罗伦萨 韦 基 奥 会 议 厅 制 作 大 型 壁画 《 安 加 利之 战 》, 而 在 会 议 厅 对 面 的 
壁 上 则 是 由 米 开 朗 琪 罗 绘 制 4 卡 西 纳 之 战 》, 可 谓 双 壁 交 辉 . 可 惜 , 达 。 芬 奇 的 作品 最 后 只 留 
下 了 草图 .但 这 幅 画 的 战斗 场面 的 描绘 成 为 一 种 “世界 性 ”风格 ,对 以 后 战争 题材 的 绘画 产生 
了 深远 的 影响 .著名 的 《 蒙 娜 。 坝 莎 》 和 只 留 下 草图 的 《 丽 达 》 都 创作 于 这 一 时 期 . 这 段 时 期 他 
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还 进行 了 紧张 的 科学 研究 ,到 医院 研究 人 体 解 剖 , 对 鸟 类 的 飞行 做 系统 的 观察 ,甚至 对 水 文 
学 也 进行 了 研究 . 

这 一 时 期 他 继续 画 从 佛罗伦萨 带 来 的 《 圣 安 娜 》 与 《4 丽 达 》, 并 和 他 的 学 生 一 道 画 了 第 二 
幅 《 岩 下 圣母 》. 在 他 一 生 的 最 后 三 年 中 ,他 很 少 作画 ,主要 是 整理 他 的 科学 研究 的 手稿 . 1519 
年 5 月 2 日 ,他 谢世 于 法 国安 布 瓦斯 的 克 重 园 . 一 生 留 下 的 绘画 只 有 17 幅 , 其 中 还 有 一 些 是 
未 完成 的 草图 ,他 这 些 作 品 都 获得 了 崇高 的 地 位 ,成 为 世界 文化 宝库 中 的 珍品 ,受到 历代 艺 
术 大 师 的 推崇 . 

他 的 《最 后 的 晚餐 》 具 有 纪念 碑 式 的 宏伟 结构 ,场面 的 安排 简洁 、 紧 凌 ，, 突 破 了 表现 这 一 
题材 的 传统 手法 ,是 世界 最 伟大 的 作品 之 一 .《 涯 下 圣母 》 则 体现 了 艺术 的 另 一 个 侧面 . 画面 
是 一 个 梦幻 的 境地 ,色调 柔和 ,淡淡 的 光线 把 人 物 和 背景 拉 开 ,气氛 安详 宁静 ,体现 出 基督 和 
人 的 和 谐 关 系 . 此 外 ,人 《 蒙 娜 。 丽 莎 》《 丽 达 》《 兰 下 圣母 》 等 作品 都 成 为 历史 上 的 理想 典型 . 
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从 上 节 我 们 知道 ,透视 画 的 诞生 引 向 了 对 投影 性 质 的 关注 . 其 实 更 早 的 时 间 , 在 古 希 腾 
已 经 开始 了 对 透视 法 的 研究 ,当时 出 于 绘图 学 和 建筑 学 的 需要 . 射影 几何 就 是 在 这 些 应 用 科 
学 与 艺术 的 需要 下 产生 和 发 展 起 来 的 . 

一 幅 油画 可 以 认为 是 从 原 景 到 画布 的 一 个 投影 ,投影 的 中 心 是 画家 的 眼睛 . 在 投影 的 过 
程 中 长 度 和 角度 必然 要 改变 ,改变 的 方式 依赖 于 所 画 景 物 的 相对 位 置 ,但 原 景 的 几何 结构 在 
画布 上 依然 能 辨别 出 来 . 这 是 为 什么 呢 ? 自然 是 存在 着 某 种 在 投影 下 保持 不 变 的 性 质 . 这 些 
性 质 就 是 射影 几何 学 要 研究 的 内 容 . 

射影 几何 学 的 许多 概念 来 自 绘画 ,不 过 更 加 精密 化 和 一 般 化 了 . 一 些 深刻 的 定理 已 看 不 
出 它们 和 绘画 的 联系 , 它 是 一 门 独立 的 数学 分 支 ,有 自身 的 逻辑 体系 和 自身 的 追求 ,不 能 把 
它 的 每 一 个 定理 都 和 绘画 联系 起 来 . 

欧 氏 几何 基本 上 研究 的 是 在 刚体 运动 下 保持 不 变 的 性 质 . 射影 几何 研究 在 射影 变换 下 
不 变 的 性 质 ,所 以 需要 给 出 射影 变换 的 精确 定义 . 显然 ,射影 几何 的 定理 不 可 能 像 欧 氏 几何 
那样 是 关于 长 度 、 角 度 和 全 等 的 命题 . 它们 会 是 什么 样 的 命题 呢 ? 


”2.1 点 列 与 线束 的 透视 关系 


为 方便 计 , 我 们 用 大 写字 和 母 和 ,B,C,… 表 示 一 平面 x 上 的 点 ;用 小 写字 母 asbsc，"… 表 示 
该 平面 上 的 直线 .用 AB 记过 点 A ,B 的 直线 ;AB 不 只 代表 A 到 B 的 线段 ,而 且 包 括 其 两 端 
的 延长 线 ( 图 3-8). 用 a5 表示 直线 a ,6 的 交点 (图 3-9). 
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1. 点 列 的 透视 

在 平面 x 上 任 取 一 直线 总 ,上 的 点 的 全 体 称 为 一 个 点 列 . 在 平面 x+ 上 另 取 一 直线 1;， 
和 不 在 站 ,2 上 的 一 点 OC 图 3-10). 

中 心 投影 ”如 图 3-10 所 示 ,li 上 的 点 Ai,Bi,Ci ,Di 和 点 O 的 连 线 Oh1 ,0B) ,OC， 
OD ,… 与 bz 交 于 点 A ,Bs ,Cs ,D,,… ,这 样 就 建立 了 点 Al ;Bi ,Ci ,Di ,与 点 As ,B,C,, 
D: ,… 间 的 一 一 对 应 关系 . 我 们 称 这 种 对 应 构成 透视 ,点 O 称 为 透视 中 心 ,直线 OA1 ,OBi， 
OC ,OD ,… 称 为 投影 直线 ,这 种 投影 称 为 中 心 投影 . 

平行 投影 ” 若 投 影 直线 彼此 平行 , 则 由 这 样 的 直线 实现 的 投影 叫 平行 投影 (图 3-11). 

平行 投影 可 视 为 点 O 处 于 无 穷 远 的 位 置 . 


4 B Cz 


图 3-11 


射影 变换 ”用 中 心 投影 或 平行 投影 把 一 个 图 形变 成 另 一 个 图 形 的 变换 称 为 射影 变换 . 

图 3-12 所 示 的 变换 就 是 一 个 射影 变换 , 它 把 点 Ai ,Bi ,Ci 变换 到 A;,B;,C;. 射影 几何 
就 是 研究 这 样 的 命题 ,它们 在 射影 变换 下 保持 不 变 . 

如 果 一 条 直线 通过 一 点 ,或 者 一 个 点 在 一 条 直线 上 ,我 们 就 说 这 个 点 与 这 条 直线 是 相关 
联 的 . 显然 ,如 果 点 A 与 直线 1 是 相关 联 的 ,那么 在 射影 变换 下 它们 仍然 是 相关 联 的 . 

2. 线束 的 透视 

在 平面 + 上任 取 一 点 Li, 过 工 ; 的 直线 的 全 体 称 为 一 个 线束 ,Li 称 为 线束 的 中 心 ( 图 
3-13). 平面 n 上 另 取 一 点 工 和 不 过 Li,L; 的 任 一 直线 bp. 过 工 的 直线 Qi1 sb1 C19d1 ,与 p 
的 交点 分 别 是 pai ,pb ,pa ,pdi,… ,这些 交 点 与 L; 连 成 直线 as ,bs ,ca ,di,…. 直线 api， 
cd，… 与 直线 wa ,pa cs ,ds 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 ,这 种 对 应 也 称 为 透视 ,直线 p 称 
为 透视 轴 ， 
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3-12 图 3-13 


2.2 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 作 为 圆周 的 投影 


设 S 是 透视 中 心 , x,x 是 两 个 不 过 .S 的 平面 , 今 考虑 以 S 为 投影 中 心 从 x 到 x 的 投 
影 . 我 们 讨论 < 上 的 一 个 圆周 ,如 图 3-14 所 示 . 如 果 S 在 
这 个 圆 的 圆心 的 垂 线 上 , 则 从 S 到 这 个 圆 的 投影 是 正 圆锥 
面 .从 x 到 zi 的 投影 相当 于 用 平面 m 去 截 这 个 正 圆锥 
面 ,分 别 得 到 圆 . 椭 贺 、 双 曲线 和 抛物 线 . 如 果 S 不 在 这 个 
圆 的 圆心 的 垂 线 上 , 则 从 5S 到 这 个 圆 的 投影 是 斜 圆锥 面 . 
这 时 用 平面 xi 去 截 这 个 斜 圆锥 面 ,也 分 别 得 到 椭圆 、 双 曲 
线 和 抛物 线 . 总 之 ,椭圆 , 双 曲 线 和 抛物 线 都 可 作为 圆周 的 
投影 ( 彩 图 18). 


2.3 无 穷 远 点 的 引入 


画家 没 影 点 的 概念 实际 上 指 的 是 无 穷 远 点 . 几何 学 家 受 此 启发 引入 了 无 穷 远 点 的 概念 . 

阿尔 贝蒂 曾 指出 ,画面 上 的 平行 线 必须 画 成 相交 于 某 一 点 ,除非 它们 平行 于 画面 . 例如 
图 3-6 中 的 直线 A'B’ 和 CD' 必 须 相 交 于 某 一 点 O', 而 它们 与 平行 线 AB 和 CD 相对 应 . 事 
实 上 ,0 与 AB 确定 一 个 平面 ,0 与 CD 也 确定 一 个 平面 . 这 两 个 平面 交 屏 板 于 A'B 和 
C'D', 而 由 于 它们 交 于 O, 所 以 这 两 个 平面 必 有 一 条 交 线 ,这 条 交 线 交 屏 板 于 点 O' ,也 是 
A'B' 和 CD’ 的 交点 ,点 O' 并 不 对 应 于 4AB 或 CD 上 的 任何 一 点 ,这 个 点 是 没 影 点 ， 

为 了 使 A'B’ 与 4B 上 的 点 ,以 及 CD“ 与 CD 上 的 点 建立 一 一 对 应 , 德 扎 格 (Desargues， 
1593 一 1662) 在 AB 上 和 CD 上 引进 一 个 新 点 ,使 之 与 点 O 相对 应 ,这 个 新 点 叫 无 穷 远 点 , 记 
为 eo. 并且, 平行 于 4B 或 CD 的 任何 直线 上 都 有 这 个 点 ,都 与 AB 或 CD 在 此 点 相交 .方向 
不 同 于 AB 或 CD 的 任何 一 组 平行 线 都 同样 有 一 个 与 此 不 同 的 公共 的 无 穷 远 点 . 由 于 每 组 
平行 线 都 有 一 个 公共 点 ,而 平行 线 组 的 数目 是 无 穷 的 ,所 以 德 扎 格 在 平面 上 引入 了 无 穷 多 个 
新 点 . 他 进一步 假定 ,所 有 这 些 新 点 都 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 对 应 于 画面 上 的 水 平 线 . 这 
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样 ,在 欧 氏 平面 上 增加 了 一 条 新 的 直线 一 一 无 穷 远 直 线 . 有 了 无 穷 远 直 线 后 ,平面 上 任何 两 

条 直线 都 交 于 一 点 . 
开 普 勒 在 1604 年 也 决定 给 平行 线 增加 一 个 无 穷 远 点 . 他 的 办 法 是 这 样 的 : | 

] 考察 平面 上 两 条 不 同 的 直线 1, ,并 设 点 O 不 在 直线 

LV 上 (图 3-15). 如 果 从 O 作 中 心 射影 ,那么 直线 :上 的 点 

M 将 与 直线 二 上 的 点 M“ 相对 应 . 这 个 对 应 是 一 一 的 ,但 要 

除去 一 个 例外 点 已 , 即 当 直线 OP 平行 于 直线 1 的 时 候 .为 

”了 排除 这 个 例外 点 了 ,建立 商 条 直线 间 的 一 一 对 应 ,他 引进 

一 个 新 点 ,使 之 与 点 P 相对 应 ,这 个 新 点 开 普 勒 也 把 它 叫 

图 3-15 无 穷 远 点 . 

从 几何 直观 上 看 ,这 是 自然 的 : 当 直 线 OM 沿 反 时 针 方 向 旋转 时 ,点 M 将 造 近 于 点 P， 
而 点 M 无 限 远 去 .由 此 ,我们 设想 直线 ! 和 /在 无 穷 远 处 相交 . 同时 我 们 还 注意 到 , 当 动 点 
M 落 在 点 P 的 上 方 时 ,MM 将 落 在 江 的 左边 一 一 它 从 无 穷 远 点 回来 了 . 这 指出 ,无穷 远 点 只 有 
一 个 , 即 每 一 条 直线 上 只 增加 一 个 新 点 . 开 普 勒 认为 ,直线 的 两 “ 端 ” 在 “无 穷 远 ”处 会 合 ,因而 
直线 与 圆 有 相同 的 结构 . 他 把 直线 看 成 是 圆心 在 无 穷 远 处 的 圆 . 

每 一 条 直线 上 增加 一 个 新 点 并 不 与 欧 氏 拖 何 的 任何 公理 或 定理 相 矛 盾 ,但 是 在 行文 上 

定义 ”引入 无 穷 远 点 的 直线 叫 拓 广 直线 . 在 欧 氏 空间 的 每 一 条 直线 上 都 引入 一 个 无 穷 
远 点 ,所 有 无 穷 远 点 的 集合 叫 无 穷 远 直线 . 引信 无 穷 远 直线 后 的 欧 氏 平面 叫 拓 广 平面 . 

对 引入 的 无 穷 远 点 作 如 下 规定 ， 

(1) 在 每 一 条 欧 氏 直线 上 引入 唯一 的 无 穷 远 点 ; 

(2) 相互 平行 的 欧 氏 直线 具有 相同 的 无 穷 远 点 ; 

(3) 不 平行 的 欧 氏 直线 具有 不 同 的 无 穷 远 点 . 

从 引入 无 穷 远 点 的 过 程 可 以 看 出 ,上 面 三 个 要 求 是 十 分 自然 的 ， 


2.4 ”射影 平面 


在 拓 广 平面 上 无 穷 远 元 素 与 通常 元 素 有 明显 的 区 别 . 消除 这 种 区 别 的 平面 叫 射影 平面 . 

定义 ”在 拓 广 平面 上 ,如 果 不 区 别 无 穷 远 元 素 与 通常 元 素 , 予 以 同等 看 待 , 则 称 拓 广 平 
面 为 射影 平面 . 射影 平面 上 的 直线 叫 射影 直线 ,射影 平面 上 的 点 叫 射影 点 ,简称 为 射影 平面 
的 点 . 

在 射影 平面 里 ,任何 两 条 直线 都 交 于 一 点 ,任何 两 点 都 决定 一 条 直线 . 但 是 ,有 些 结构 却 
与 通常 平面 不 同 . 例如 ,在 欧 氏 平面 上 一 对 点 4,B, 如 果 规 定 从 A 到 了 3 为 直线 的 正 向 , 则 褒 
直线 的 正 向 从 A 可 移动 到 召 ,但 沿 相反 方向 就 不 可 能 从 A 移动 到 B. 可 是 在 射影 直线 上 河 
相反 方向 也 可 以 从 A 移动 到 B, 但 要 通过 无 穷 远 点 (图 3-16). 在 这 个 意义 上 讲 , 射 影 直线 是 


~ 
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封闭 的 . 又 如 欧 氏 平面 上 的 一 条 直线 1 把 平面 分 成 两 个 区 域 ,位 于 不 同 区 域 的 两 点 不 可 能 用 
一 条 与 /不 相交 的 直线 把 它们 连 起 来 . 但 是 在 射影 平面 上 却 是 可 以 做 到 的 (图 3-17). 因此 射 
影 平面 上 的 直线 不 能 把 该 平面 分 为 两 个 半 平 面 . 


图 3-16 图 3-17 
在 通常 平面 上 ,相交 直线 把 平面 分 成 四 个 区 域 ,而 平行 两 直线 把 平面 分 成 三 个 区 域 
(图 3-18(a) ,Cb)). 但 在 射影 平面 上 两 直线 总 是 把 平面 分 成 两 个 区 域 (图 3-19). 
I 


I 
图 3-18(a) 图 3-18(b) 图 . 3-19 


闻 理 ,在 通常 平面 上 ,不 通过 一 点 的 三 条 直线 把 平面 分 成 七 个 区 域 ( 图 3-20) ,但 在 射影 
平面 上 ,这 样 的 三 条 直线 只 能 把 平面 分 成 四 个 区 域 (图 3-21). 


图 3-20 图 3-21 


能 不 能 造 一 个 射影 平面 的 模型 呢 ? 可 以 这 样 造 . 如 图 3-22 所 示 , 设 以 O 为 中 心 的 半球 
面 S 与 平面 x 相 切 . 以 O 为 中 心 把 平面 x 上 的 点 投影 到 半球 面 上 . 例如 ,点 AEx 投影 到 点 
A'E S. 通 过 投影 ,平面 + 上 的 通常 点 就 一 一 地 投影 到 了 半球 面 $ 上 . 对 于 平面 x 上 的 无 穷 
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远 点 , 它 在 S 上 的 像 是 过 O 引 x 的 平行 线 ,平行 线 与 半球 面 $ 的 赤道 大 圆 的 交点 ,例如 ， 
OM (Ms Ez) 与 大 圆 相交 于 两 点 Mi ,Mi ,它们 是 大 圆 的 对 径 点 ,要 把 它们 视 为 S 上 的 同一 
点 . 这 样 射影 平面 就 与 S 上 的 点 建立 了 一 一 对 应 . 因此 ,半球 面 S, 当 把 赤道 大 圆 的 对 径 点 看 
成 一 点 时 , 它 就 是 射影 平面 的 模型 . 这 个 模型 土 的 每 条 直线 是 半 个 大 圆 ,而 且 赤 道上 的 两 个 
端点 视 为 同一 个 点 . 从 这 个 模型 也 可 以 看 出 ,射影 平面 上 的 直线 是 封闭 的 . 


2.5 交 比 


有 些 射 影 性 质 人 们 一 眼 就 能 看 出 . 例如 ,一 个 点 在 射影 变换 下 变 为 一 个 点 ,一 条 直线 变 
为 一 条 直线 . 在 射影 性 质 中 一 个 最 基本 的 结果 是 ,射影 变换 保持 交 比 不 变 . 令 人 惊讶 的 是 , 交 
比 是 古 希 腊 的 数学 家 帕 普 斯 (Pappus, 约 300 一 350) 发 现 的 ,他 的 著作 中 出 现 了 属于 射影 几 
何 的 概念 . 

射影 变换 不 能 保持 长 度 是 明显 的 . 现在 指出 它 也 不 能 保持 长 度 的 比 . 事实 上 ,一 条 直线 
i 上 的 任意 三 点 A,B,C, 通 过 做 两 次 连续 投影 ,总 能 与 另 一 条 直线 上 的 任意 三 点 A’,B”， 
C 相对 应 .为 此 ,我 们 可 以 以 C' 为 中 心 转动 直线 ,使 之 达到 平行 于 7 的 位 置 ( 图 3-23). 由 


此 可 见 , 比 值 全 不 会 被 保持 . 


C ,D' (图 3-24), 则 这 时 有 某 个 量 , 称 为 四 个 点 的 交 比 ,在 射影 变换 下 保持 不 变 . 
定义 ”比值 


叫做 四 个 有 序 点 的 交 比 ,其 中 CA 表示 点 C,A 间 的 线段 长 度 , 其 他 类 似 . 
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定理 4 在 射影 变换 下 四 个 有 序 点 的 交 比 保持 不 变 . 
证 明 中 要 用 到 三 角形 的 面积 公式 . 一 个 三 角形 的 面积 等 于 它 的 底 乘 高 的 一 半 ,或 等 于 两 
边 乘 其 夹 角 正弦 的 一 半 . 如 图 3-25 所 示 ， 
入 0A48B 的 面积 = 30A . OB . sin/ AOB. (3-2) 


这 是 容易 证 明 的 . 若 在 AOAB 中 ,用 AD 表示 高 ,OB 表示 底 , 则 
入 048 的 面积 = AD . OB. 


但 AD=0A. sinAAOB, 代 入 上 式 , 即 得 (3-2) 式 . . 
定理 4 的 证 明 我们 对 中 心 射影 的 情况 给 以 证 明 , 平 行 射 影 的 情况 留 给 读者 . 在 图 


入 OCA 的 面积 二 二 .CA = 二 OA . OC . sin/ C0A, 


入 0CB 的 面积 = .CB 一 六 OB . OC . sin “CDB， 
人 ODA 的 面积 = 三 .DA = 0A . OD .sin/ DOA, 


人 ODB 的 面积 = 到 .DB = 0B . OD . sin DOB. 
第 一 式 比 第 二 式 , 第 三 式 比 第 四 式 得 出 
CA OA.sin /COA DA oa.sin~poA4 


CB OB.sinZCOB’ DB OB. sin/ DOB' 
从 而 
CA /DA _ sin COA » sin DOB 
CBA DB sin COB » sin DOA 
因此 ,A,B,C,D 的 交 比 只 依赖 于 点 O 与 4,B,C,D 的 连 线 所 成 的 角 . 由 于 对 从 O 投影 A， 
B,C,D 而 得 到 的 任意 四 点 4 ,B“ ,C' ,D' 来 说 这 些 角 都 是 相同 的 ,所 以 在 射影 变换 下 交 比 保 
持 不 变 . 
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2.6 调和 比 


到 目前 为 止 ,我 们 把 直线 上 的 四 个 有 序 点 A,B,C,D 的 交 比 理解 为 长 度 取 正 值 的 比 . 对 
此 ,我们 要 稍 做 修改 ,使 交 比 的 概念 用 起 来 更 加 方便 . 我 们 选取 直线 1 的 一 个 方向 为 正方 向 ， 
并 规定 沿 这 个 方向 测量 的 长 度 是 正 的 , 沿 相反 方向 测量 的 长 度 是 负 的 . 有 序 点 A,B,C,D 的 
交 比 定义 为 


_ CA /DA - 
(ABCD) = EB/ DB' (3-3) 


这 里 量 CA,CB,DA,DB 都 具有 特定 的 符号 .但 必须 指出 , 交 比 不 依赖 于 7 方向 的 选取 . 事实 
上 ,i 改变 方向 不 会 影响 交 比 的 符号 ,因为 当 ! 改变 方向 时 , (3-3) 式 右边 的 每 一 项 都 改变 符 
号 ,因此 交 比 的 符号 不 会 改变 . 

易 见 , 交 比 (4BCD) 的 符号 由 4,B 这 对 点 被 C,D 这 对 点 分 开 的 方式 而 定 , 而 分 开 的 性 
质 在 射影 变换 下 保持 不 变 , 所 以 带 符号 的 交 比 在 射影 变换 下 也 保持 不 变 . 


A Hs Cc DD ， 现在 在 ;上 固定 一 个 点 O 作为 原点 ,把 上 上 每 一 
六 和 点 到 O 〇 的 距离 zx 当做 它 的 坐标 . 设 A,B,C,D 的 坐标 
图 3-26 分 别 是 zi ,zs ,zs yz (图 3-26), 则 
-CU 痉 一 全 二 全 /人 二 一 轨 二 开 , 开 二 才 
(ABCD) CB/ DB Zs3— Xl XO— Xe Za 一 Za XIXxi 


定义 若 (4BCD) 一 一 1, 则 称 A4,B,C,D 四 点 构成 调和 比 ,并 称 点 偶 C,D 调和 地 分 离 
点 偶 A,B, 也 称 点 偶 A,B 调和 地 分 离 点 偶 C ,D. 

当 (ABCD) 二 1 时 ,点 C 和 DD 重合 ,或 点 A 和 B 重合 . 

要 记 住 ,A,B,C,D 的 次 序 是 交 比 定义 中 不 可 缺少 的 部 分 . 车 设 (ABCD) 一 4, 则 


(BACD) — 郊 ， (ACBD) 一 1 一) 


四 个 点 4,B,C,D 有 24 种 排列 顺序 ,每 一 种 排列 都 给 出 一 个 交 比 的 值 .但 有 些 值 是 相同 的 ， 
只 有 6 个 不 同 的 交 比 ,它们 是 
_， 11- 1 和 
A,1 4A, A ”一 ”1 一 入 
但 其 中 两 个 可 以 相等 ,例如 当 4= 一 1 时 就 是 如 此 . 


2.7 含 无 穷 远 点 的 交 比 


如 果 点 A,B,C 是 直线 1 上 的 普通 点 , 则 我 们 可 以 按 下 述 方式 定义 符号 (4BCco) 的 值 . 
在 ! 上 取 一 点 卫 , 然 后 令 己 沿 ! 趋 于 无 穷 远 , 取 (4BCP) 的 极限 为 (ABCoo) 的 值 ( 图 3-27) : 
(4BCeco) = lim(ABCP). 


日 二 一 一 /一 
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.PA _ 
而 PPB 一 


因此 ,我 们 定义 
_CA 
如 果 (ABCco) 王 一 1, 则 C 是 线段 AB 的 中 点 ;中 点 和 无 穷 远 点 在 线段 的 这 一 方向 上 调 
和 地 分 割 这 线段 ， 


图 3-27 殉 3-28 


2.8 四 条 直线 的 交 比 


在 射影 几何 中 点 与 直线 处 于 对 偶 的 地 位 . 设 有 四 条 共 面 的 直线 a,5,c,d, 并 假定 它们 有 
一 个 公共 点 O( 图 3-28). 我 们 来 定义 它们 的 交 比 ， 
定义 直线 ab,c,d 的 交 比 是 


(abca) = 


规定 反 时 针 方 向 是 角度 的 正方 向 
从 定理 4 的 证 明 中 也 可 以 看 出 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 5 在 射影 变换 下 四 条 有 序 直 线 的 交 比 保持 不 变 . 


2.9 ”对偶 原理 


在 射影 几何 中 ,点 与 直线 处 于 对 称 的 地 位 . 如 果 一 个 定理 中 只 谈 到 “点 在 直线 上 ”, 或 “ 直 
线 经 过 点 ”, 那 么 把 定理 中 的 所 有 小 写字 母 都 改 成 大 写字 母 ,所 有 的 “直线 ?都 改 为 "点 ”, 所 有 
的 “点 ”都 改 为 “直线 ”,“ 在 一 条 直线 上 ” 改 为 “过 一 点 ”, “过 一 点 ” 改 为 “在 一 条 直线 上 ”. 这 样 
更 改 之 后 ,得 到 一 个 新 定理 ,与 原来 的 定理 互 称 为 对 偶 定 理 . 

对 偶 原 理 指 出 ,两 个 互 为 对 偶 的 定理 ,如 果 你 证 明了 其 中 的 一 个 , 另 一 个 不 用 证 明 就 可 
以 承认 了 . 如果 你 只 知道 其 中 的 一 个 ,只 要 把 大 写字 母 和 小 写字 母 对 调 ,点 和 直线 对 调 , 点 在 
直线 上 和 直线 过 点 对 调 , 便 可 得 出 男 一 个 定理 . 


sin(a,c) / sinCa,d) 
sin(b,c)/ sin(b,d) 
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2.10 三 个 美妙 的 定理 


射影 几何 中 最 早 发 现 的 结果 之 一 是 德 扎 格 定理 (三 角形 定理 ) : 

德 扎 格 定理 ”在 人 ABC 和 入 A'B'C'( 图 3-29) 中 ,如 果 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 , 则 对 
应 边 的 延长 线 的 三 个 交点 共 线 ; 即 若 AA',BB',CC' 交 于 0, 而 AB 与 AB 的 交点 为 Q,4C 
与 AC' 的 交点 为 R,BC 与 BC 的 交点 为 PP, 则 Q,R,P 三 点 共 线 . 

这 里 需要 指出 ,如 果 两 个 三 角形 处 于 两 个 不 同 ( 不 平行 ) 的 平面 上 , 德 扎 格 定理 仍然 成 
立 , 而 且 在 三 维 空间 中 , 德 扎 格 定理 的 证 明 是 容易 的 . 


图 3-29 图 3-30 


事实 上 ,根据 假设 ,如 果 直 线 AA’ ,BB ,CC 交 于 一 点 O( 图 3-30), 则 AB 和 A'B' 在 同 
一 平面 上 ,它们 交 于 某 一 点 Q. 同样 地 ,AC 与 A"C“ 交 于 点 及 ,BC 与 B'C’ 交 于 点 P. 由 于 PP， 
Q,R 在 AABC 和 和 人 ABC 的 边 的 延长 线 上 ,它们 和 这 两 个 三 角形 的 每 一 个 都 共处 在 同一 
个 平面 上 ,所 以 必然 在 这 两 个 平面 的 交 线 上 .因此 ,P,Q,R 是 共 线 的 ,这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

为 了 给 出 德 扎 格 定理 的 对 偶 定理 ,我 们 引入 三 线形 的 概念 . 在 射影 平面 上 , 取 三 条 不 共 
点 的 直线 a,6,c, 其 交点 为 a5,6bc,ca, 由 这 些 直 线 和 这 些 交 点 构成 的 图 形 叫 三 线形 ,用 八 abc 
表示 . 德 扎 格 定理 的 对 偶 定 理 就 是 德 扎 格 定理 的 逆 定 理 . 

德 扎 格 定理 的 遂 定 理 ”车 三 线形 人 apc 和 A 人 ac 的 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 对 应 顶点 的 
连 线 共 点 ; 即 若 aa ,52 ,cc 在 同一 直线 ! 上 , 则 ap,a2 的 连 线 ,pc,pc 的 连 线 ,cayc'a 的 连 线 
交 于 同一 点 O. 

一 个 三 角形 可 以 看 做 一 个 三 点 形 , 也 可 以 看 做 一 个 三 线形 ,所 以 我 们 可 以 说 两 个 三 角形 
可 以 成 中 心 透视 或 轴 透 视 , 如 下 表 . 
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假设 : 两 个 三 角形 成 中 心 透视 . - 假设 : 两 个 三 角形 成 轴 透 视 
结论 : 此 两 三 角形 成 轴 透 视 结论 : 此 两 三 角形 成 中 心 透 视 


对 射影 几何 做 出 贡献 的 第 二 个 主要 人 物 是 帕斯卡 (Blaise Pascal); 他 在 射影 几何 里 的 一 
个 最 著名 的 结果 是 现今 以 他 命名 的 定理 . 

帕斯卡 定理 ” 若 一 六 边 形 内 接 于 一 圆锥 曲线 , 则 每 两 条 对 边 相交 而 得 到 的 三 点 在 同一 
条 直线 上 . 

如 图 3-31 所 示 , 六 边 形 ABCDEF 内 接 于 一 圆 , 边 AB 与 ED 交 于 P,BC 与 FE 交 于 
Q,FA 与 DC 交 于 尺 ,帕斯卡 定理 指出 ,R,P,Q 共 线 . 

古 希 腊 人 已 经 知道 , 圆 椭圆 .抛物线 和 双 曲 线 是 用 平面 去 截 锥 面 得 到 的 截面 ( 截 景 ) ,如 
彩 图 18 所 示 . 如 果 我 们 想象 眼睛 位 于 O 点 , 即 锥 面 的 顶点 ,那么 O 到 截面 的 连 线 就 是 投影 
线 .用 各 种 不 同 的 平面 与 这 一 投影 相 截 就 形成 加 .椭圆 .抛物 线 和 双 曲 线 . 由 于 四 种 圆锥 曲线 
都 能 从 一 个 圆锥 的 截面 得 到 ,可 见 帕 斯 卡 定理 对 所 有 圆锥 曲线 都 适用 . 


图 3-31 图 3-32 


帕斯卡 定理 的 对 偶 是 布 里 昂 雄 定 理 . 

布 里 昂 礁 定理 ”如 果 一 个 六 边 形 外 切 于 圆 , 则 六 边 形 对 应 顶点 的 三 条 连 线 相 交 于 一 点 ， 
如 图 3-32 所 示 ， 

布 里 昂 雄 定理 不 仅 对 圆 适 用 ,而 且 对 任何 圆锥 曲线 也 都 适用 . 

从 德 扎 格 定理 .帕斯卡 定理 和 布 里 昂 雄 定 理 我 们 已 经 看 到 了 射影 几何 的 特征 : 它们 集 
中 表现 了 投影 和 截面 取景 的 思想 ,刻画 了 同一 物体 的 相同 射影 和 不 同 射影 所 形成 的 几何 图 

思考 题 

1. 在 插图 3-13 中 找 出 水 平 线 与 有 关 的 没 影 点 . 

2. 插图 3-14 是 著名 画家 埃 舍 尔 (C. Escher，1898 一 1972) 的 画 , 画 中 的 事物 可 能 吗 ? 

3. 证 明 : 在 平行 投影 下 交 比 保持 不 变 . 
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插图 3-13 插图 3-14 


论文 题目 
论 黄 金 分 割 在 建筑 中 的 应 用 . 


CAS CAN EAI CG 


ES ISAT SI SLI SI SES SI SI SR LOS IS ES I SR SI SI SEI SA SR SRS 


帕斯卡 (Blaise Pascal, 1623 一 1662) 生 于 法 国 克 勒 芒 ,是 数 
“学 家 物理 学 家 、 笃 信和 宗教 的 芹 学 家 、 获 文大 师 和 概率 论 的 英 基 

者 . 他 提出 一 个 关于 液体 压力 的 定律 , 现 称 为 帕斯卡 定律 . 他 天 
资 颖 异 ,17 岁 时 写 出 数学 水 平 很 高 的 论著 《圆锥 截 线 论 》. 1642 
| 一 1644 年 间 他 制造 了 一 个 计算 装置 ,可 以 说 是 第 一 架 数 字 计 数 
器 , 他 是 微 积分 的 创始 人 之 一 ,并 对 莱 布 尼 芯 有 所 影响 . 他 的 数 
学 工作 主要 售 直 觉 . 他 作出 了 高 明 的 猜测 ,预告 了 一 些 重大 结 
”有 果 , 看 出 了 推理 和 运算 的 捷径 . 他 的 有 些 话 久 已 闻名 于 世 . 例如 ， 
“ 心 有 其 理 , 非 理 之 所 能 知 . >“ 未 谐 真 理 者 , 才 发 觉 需 用 理智 这 种 

缓 迁 回 的 方法 . ”“ 屏 弱 无 能 的 理 管 啊 , 你 该 有 自 知 之 明 . ”他 是 
直觉 主义 者 的 先驱 . 
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音乐 ,是 人 类 精神 通过 元 意识 计算 而 获得 的 愉悦 享 妥 . 

G. 菜市 尼 英 

音乐 是 一 种 必须 束 提 一定 规律 的 科学 ,这些 规律 必须 从 明确 葛 原 则 出 发 ,这 个 

原则 没有 数学 的 帮助 就 不 可 能 进行 研究 .我 必须 承认 ,虽然 在 我 相当 长 时 期 的 实践 

活动 中 获得 许多 经 验 , 但 是 只 有 数学 能 帮助 我 发 展 我 的 思想 , 照 亮 我 蕉 至 没有 发 觉 
原来 是 黑暗 的 地方， 

拉 英 


$1 音乐 一 一 听觉 的 艺术 


1.1 送 往 天 外 的 音乐 


科学 家 们 正在 怀 着 极 大 的 兴趣 探索 在 其 他 星球 上 是 否 有 智慧 生命 .但 是 我 们 无 法 应 用 
人 类 的 语言 与 他 们 通讯 . 那么 ,如 何 与 “外 星人 ”交往 呢 ? 科学 家 们 将 首先 使 用 数学 ,因为 数 
字 是 唯一 的 真正 的 宇宙 语言 .其 次 ,就 是 音乐 和 图 画 了 . 

美国 的 “航行 者 ”号 太空 船 正 邀 游 在 群星 之 中 . 飞船 里 有 一 张 即使 使 用 十 亿 年 也 亮 如 
新 的 唱片 , 它 向 “外 星人 ” 带 去 了 人 类 的 问候 . 唱片 中 有 7 段 音乐 ， 

(1)《 流 水 》, 是 一 首 中 国 古 琴曲 ,描述 了 人 的 意识 与 宇宙 的 交融 . 

(2)《 勃 兰 登 堡 协奏曲) 第 二 号 第 一 乐章 ,巴赫 曲 . 

(3)《 约 坦 ， 尼 古 迪 》, 查 克 ，。 贝 里 曲 . 这 是 一 首播 滚 乐 , 是非. 欧文 化 在 美洲 相 过 的 
结晶 . 

《4)《 新 几内亚 人 的 住 屋 》, 是 非洲 最 古老 的 传统 音乐 ,优美 而 质朴 ， 

(5)《 秘 鲁 妇 女 婚 礼 歌 》, 南 美音 乐 ,由 少女 银 铃 般 的 声音 唱 出 ,希望 引起 外 星球 上 “ 居 
民 ” 的 共鸣 . 

《6)《 蒜 蒜 黑 夜 》, 是 约翰 森 的 一 首 没有 歌词 的 吉他 夜曲 , 听 来 好 像 寂 寞 而 深沉 的 探求 和 
发 问 . 

《7)《B 大 调 弦 乐 四 重奏 》 贝 多 人 芬 作曲 ,表现 了 人 类 的 沁 求 与 希望 ， 

音乐 靠 听 , 图 画 靠 看 ,数学 靠 思考 . 这 是 人 类 的 三 种 本 质 属性 ,也 应 当 是 宇宙 智慧 生命 的 
共同 属性 . 所 以 与 “外 星人 ?交往 要 用 三 者 之 一 ,或 者 三 者 并 用 . 
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I.2 多 维 艺术 


在 中 学 时 代 就 听 老 师 说 过 ,音乐 是 时 间 的 艺术 . 因为 ,对 音乐 来 说 ,时 间 是 各 种 因素 中 最 
重要 的 :音乐 是 不 同 高 低 声 音 的 组 合 ,同时 又 是 不 同 长 短 的 时 间 的 组 合 . 
虽说 音乐 是 声音 的 艺术 ,但 时 间 的 重要 性 也 不 亚 于 声音 . 没有 声音 固然 无 所 谓 音乐 ,有 
音 而 没有 间歇 也 不 是 音乐 . 在 乐曲 中 ,没有 声音 的 时 间 是 音乐 的 重要 组 成 部 分 . 大 家 都 记 
得 大 诗人 白居易 的 诗句 : 
水 泉 冷 汲 弦 凝 绝 , 凝 绝 不 通 声 暂 歌 . 别 有 山 想 瞳 恨 生 ,此 时 无 声 胜 有 上 声 . 


诗 中 的 “此 时 ”就 是 没有 声音 的 音乐 时 间 . 白居易 把 无 声 的 时 间 之 重要 性 不 是 说 得 很 清楚 吗 ? 

音乐 家 通过 节拍 .节奏 .、 间 吹 等 各 种 变化 将 不 同 的 音乐 时 间 组 合 起 来 . 所 以 在 一 定 意义 
下 ,我 们 可 以 说 ,欣赏 音乐 就 是 欣赏 各 种 时 间 的 组 合 . 并 且 ,确定 的 音乐 时 间 是 一 首 乐曲 的 固 
有 本 性 ,不 可 借 某 种 手段 去 任意 改变 . 音乐 时 间 的 改变 可 使 乐曲 的 感情 过 然 不 同 . 如 若 不 信 ， 
试 把 一 首 歌曲 进行 快 放 或 慢 放 ,看 效果 如 何 . 

以 往 把 音乐 称 为 时 间 的 艺术 ,是 因为 声音 并 不 需要 占有 空间 , 它 与 绘画 、 雕 塑 建筑 等 占 
有 空间 的 艺术 有 明显 的 区 别 . 但 这 种 看 法 并 不 全 面 . 全 面 地 看 ,音乐 既是 时 间 的 艺术 ,又 是 空 
闻 的 艺术 . 为 什么 呢 ? 因为 音乐 声音 是 通过 空气 的 振动 而 传人 人 耳 的 . 大 家 知道 ,在 不 同 的 
空间 位 置 上 ,声波 的 特性 有 明显 的 差别 ,因而 听 者 的 感觉 也 很 不 一 样 . 人 的 耳 打 不 仅 有 了 听 到 
声音 的 能 力 , 而 且 有 辨别 声 源 空间 位置 的 能 力 , 由 此 产生 一 种 空间 感 ,或 立体 感 . 现代 立体 声 
录音 放 音 设备 就 是 根据 这 个 道理 设计 出 来 的 . 

立体 声 录 音 室 分 为 许多 小 间 , 各 种 乐器 处 于 不 同 的 空间 位 置 . 录音 师 把 从 各 个 方向 传 来 
的 音响 分 别 录制 在 几 个 不 同 的 声 道上 . 放声 的 时 候 , 再 通过 几 个 相应 空间 的 扬声器 放出 ,这 
样 一 来 ,人 们 就 能 听 到 立体 声 的 音乐 了 ,. 欣赏 立体 声音 乐 时 ,如 身 临 音乐 厅 的 现场 ,这 就 是 音 
乐 的 空间 性 在 起 作用 . 

随 着 人 类 对 空间 认识 的 不 断 发 展 ,空间 的 概念 也 在 不 断 发 展 . 时 空 结 合 在 一 起 就 形成 一 
个 四 维 空间 . 所 以 音乐 至 少 是 四 维 空间 的 艺术 . 如 果 把 音程 .音色 等 诸 因 素 都 加 进去 ,那么 音 
乐 就 是 高 维 空间 的 艺术 了 . 高 维 艺 术 必 须 用 高 维 手 段 来 处 理 , 可 见 ,改善 音乐 艺术 水 平 的 余 
地 还 是 很 大 的 . 


$2 音律 的 确定 


2.1 乐音 体系 


先 引 进 一 些 基本 概念 . 
在 音乐 中 有 固定 音 高 的 音 的 总 和 叫 乐音 体系 . 乐音 体系 中 的 音 , 按 照 音 高 次 序 排列 起 来 
叫 音 列 . 在 钢琴 上 可 以 明显 地 看 出 在 乐音 体系 中 使 用 的 音 和 音 列 , 钢琴 上 有 88 个 音 高 不 同 
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的 音 ; 有 些 音 在 音乐 中 几乎 不 用 . 乐音 体系 中 的 各 音 叫 做 音 级 . 音 级 中 有 基本 音 级 和 变化 音 
级 两 种 . 

乐音 体系 中 有 七 个 独立 名 称 的 音 级 称 为 基本 音 
级 . 这 七 个 基本 音 级 分 别 用 英文 字母 C,D,E,F,G， 
A,B 来 标记 ,叫做 音 名 . 它 表 示 一 定 的 音 高 ,在 钢琴 
键盘 上 的 位 置 是 固定 的 (插图 4-1). 这 七 个 音 名 在 唱 
歌 时 依次 用 do,re,mi,fa, sol,l]a,si 来 发 音 , 称 为 唱 
名 . 如 果 表 示 不 同 的 八 度 还 有 小 字 一 组 一 pb ,小字 
二 组 一 b’ 等 . 正 对 着 钢琴 钥匙 孔 的 中 间 一 组 音 的 
音 名 是 小 字 一 组 c 一 b'. 

两 音 之 间 的 音 高 上 的 相互 关系 叫 音 程 , 七 个 基本 音 级 在 音 列 中 是 循环 重复 的 . 第 一 级 音 
与 第 八 级 音 的 音 名 相同 ,但 音 的 高 度 不 同 ,构成 了 八 度 关系 . 这 里 的 度 指 的 是 ,琴键 间 的 间 
距 . 例如 把 C 当做 起 点 ,G 就 是 五 度 音 . 


2.2 上 古 希 腊 音 律 的 确定 


在 西方 ,从 毕 达 哥 拉 斯 时 代 开 始 , 人 们 就 认为 ,对 音乐 的 研究 本 质 上 是 数学 的 . 这 个 思想 
对 后 来 有 深远 的 影响 . 莱 布 尼 芯 指出 :“ 音 乐 就 它 的 基础 来 说 ,是 数学 的 ;就 它 的 出 现 来 说 ， 
是 直觉 的 . ”法 国 音 乐理 论 家 、 作 曲 家 拉 莫 (J. P. RaMeau, 1683 一 1764) 说 :“ 音 乐 是 一 种 必 
须 掌 握 一 定 规律 的 科学 ,这 些 规 律 必须 从 明确 的 原则 出 发 ,这 个 原则 没有 数学 的 帮助 就 不 可 
能 进行 研究 . 我 必须 承认 ,虽然 在 我 相当 长 时 期 的 实践 活动 中 获得 许多 经 验 , 但 是 只 有 数学 
能 帮助 我 发 展 我 的 思想 , 照 亮 我 甚至 没有 发 觉 原来 是 黑暗 的 地 方 . ” 

音乐 必须 有 美的 音调 ,美的 音调 必然 是 和 谐 的 ,希腊 人 发 现 , 最 和 谐 的 音调 是 由 比 
1 : 2; 3 ;4 确定 的 . 中 世纪 美学 家 奥古斯丁 说 过 :“1 ,2,3,4 这 四 个 最 小 的 数 是 音乐 上 最 美 
的 数 . ”为 什么 会 是 这 样 呢 ? 看 了 毕 达 哥 拉 斯 的 生 律 法 ,就 清楚 了 . 

我 们 知道 ,振动 物体 对 周转 的 空气 发 生 作 用 ,产生 声波 ,声波 沿 各 个 方向 传播 出 去 , 传 到 
我 们 的 耳朵 ,为 我 们 所 接受 . 但 大 部 分 声音 , 像 说 话 ,或 鸟 叫 不 是 乐音 . 乐音 通常 是 由 弦 的 振 
动 引起 的 ,如 小 提琴 .大 提琴 吉他、 钢琴 等 ,或 是 由 空气 柱 的 振动 引起 的 ,如 管风琴 .小 号 .长 
笛 等 . 

描述 乐音 的 一 个 最 基本 的 量 是 音 高 .什么 是 音 高 呢 ? 这 个 问题 看 来 简单 ,其 实 不 简单 . 
人 类 花 了 许多 个 世纪 才 对 音 高 有 了 精确 的 理解 . 这 要 归功 于 伽利略 和 法 国 数学 家 兼 宗教 家 
梅森 (Mersenne Masin，1588 一 1648). 为 了 说 明 音 高 ,需要 引进 频率 的 概念 . 

频率 指 的 是 物体 在 单位 时 间 内 振动 的 次 数 . 通常 ,将 单位 时 间 取 为 秒 , 物 体 每 秒 振动 多 
少 次 叫 多 少 赫 兹 或 多 少 赫 . 

例如 ,如 果 一 条 紧 绷 弦 每 秒 振动 100 次 ,就 说 它 的 频率 是 100 赫兹 . 

毕 达 加 拉 斯 连续 使 用 比 2: 3 找 出 了 从 C 到 cl 的 各 个 音 . 他 是 如 何 做 的 呢 ? 他 将 两 条 


插图 4-1 
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质料 相同 的 弱 水 平 放置 ,使 它们 绷 紧 , 并 保持 相同 的 张力 . 假定 一 根 弦 的 长 度 为 1, 男 一 根 弦 

的 长 度 为 前 者 的 2/3, 然 后 使 两 条 弦 同 时 发 音 , 若 前 者 发 的 音 是 C,， 则 后 者 发 的 音 是 比 前 者 

高 五 度 的 音 一 一 G, 再 取 后 者 长 度 的 2/3, 就 得 到 比 G 高 5 度 的 音 一 由 .把 新 弦 长 放大 一 

倍 , 就 得 到 D. 把 这 个 步 又 继续 下 去 ,就 可 定 出 所 有 的 音 . 这 种 定 音 的 方法 叫 五 度 相生 法 . 
五 度 相生 法 用 3 : 2 的 频率 关系 生成 音 列 ,其 频率 比 的 公式 是 


有 一 2 人 ( 却 ) ， 1 之 上 之 2, msn 是 整数 . 
下 面 的 表 1 是 用 五 度 相生 法 生成 的 (大 调式 ) 七 音阶 表 . 
表 1 


27/16 243/128 


从 上 表 可 以 看 出 ,如 果 以 一 个 音阶 的 频率 不 同 的 靶 长 


当做 音阶 的 主音 , 按 1 : 2 : 3 : 4 的 规律 就 会 得 
到 一 个 音阶 中 最 和 谐 的 几 个 音 . 从 1 : 2 得 到 八 Fad | | , ' 
,| Cz 


度 音 ,2 : 3 得 到 五 度 音 ,3 : 4 得 到 四 度 音 (插图 
4-2). 由 于 它们 比例 最 简单 ,所 以 产生 的 共同 谐 
波 就 多 , 听 起 来 很 和 谐 . 谁 都 知道 八 度 音 是 最 和 
谐 的 ,似乎 可 以 把 它们 融合 在 一 起 . 在 人 类 有 音 
乐 的 初期 ,人 们 就 会 使 用 这 个 音 , 它 也 是 复 音 音 
乐 的 起 点 . 当 一 个 小 孩 和 一 个 成 人 同 唱 一 首 歌 
时 ,或 一 个 男声 和 一 个 女声 同 唱 一 首 歌 时 ,就 自 
然 形 成 了 八 度 平行 . 


2.3 古代 中 国 对 音律 的 贡献 


中 国 古 代 对 音乐 的 贡献 是 卓越 的 ,并 且 也 
是 最 早 的 . 1987 年 5 月 14 日 在 河南 舞阳 贾 湖 地 区 发 现 了 骨 笛 , 骨 笛 有 五 孔 的 .六 和 孔 的 .七 孔 
的 和 八 孔 的 . 这 些 遗 物 是 8000 到 10000 年 前 的 东西 . 近年 来 对 骨科 的 考古 又 有 新 的 进展 . 
2000 年 4 月 28 日 《光明 日 报 》 有 一 篇 重要 的 报道 :“ 河 南 和 舞阳 贾 湖 遗 址 的 发 据 与 研究 ”. 今 摘 
要 如 下 : 

“…… 分 属于 页 湖 早 .中 、 晚 三 期 的 二 十 多 支 五 孔 ,六 空 .七 孔 和 八 空 的 骨 笛 ,经 研究 已 具 
备 了 四 声 ,五 声 ,六 声 和 七 声音 阶 , 并 出 现 了 平均 率 和 纯 率 的 萌芽 . 这 一 发 现 彻底 打破 了 先秦 
只 有 五 声音 阶 的 结论 ,把 我 国 七 声音 阶 的 历史 提 到 八 千年 前 . 它 的 发 现 将 改写 中 国 音 乐 史 ， 


插图 4-2 
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同时 也 是 世界 上 同期 遗存 中 最 为 完整 而 丰富 .音乐 性 最 好 的 音乐 实物 , ……” 

而 且 , 贾 湖 中 、 晚 期 的 骨 笛 大 多 有 计算 刻 孔 位 置 的 痕迹 . 这 些 音 乐 实物 说 明 , 在 音程 关系 
上 ,页 湖人 已 经 具备 了 纯 律 和 十 二 平均 律 , 这 个 发 现 使 我 们 对 中 华 民 族 的 音乐 史 ,数学 史 和 
文明 史 有 了 新 的 认识 . 没有 高 度 的 数学 文明 ,这 种 骨 笛 是 造 不 出 来 的 . 目前 肯 笛 的 研究 还 只 
处 于 初步 阶段 ,我 们 盼望 着 新 的 发 现 和 新 的 认识 . 

就 从 目前 已 有 的 文献 看 ,中 国 对 音律 的 制定 也 早 于 希腊 .《 吕 氏 春秋 ， 大 乐 》 中 说 : 


“音乐 之 所 由 来 者 远 矣 : 生 于 度量 ,本 于 太一 .” 


这 句 话 告诉 我 们 两 件 事 : 一 是 ,音律 的 确定 一 一 " 生 于 度量 ”, 即 需要 数学 ;二 是 起 源 其 
古 一 一 “所 由 来 者 远 矣 ”.《 旧 氏 春 秋 )》 是 战国 时 期 秦 国 宰相 吕不韦 的 门客 所 作 . 

中 国 古代 生 律 的 方法 叫 三 分 损益 法 . 三 分 损益 法 与 古 希 腊 的 方法 本 质 上 是 一 样 的 . 这 种 
生 律 法 是 按 振动 物体 的 长 度 来 进行 音律 计算 的 . 即 ,根据 某 一 标准 音 的 管 长 或 弱 长 依照 长 度 
的 比例 来 计算 . 三 分 损益 法 包含 两 个 含义 ， 

(1)“ 三 分 损 一 ”.“ 损 ”就 是 减 去 的 意思 ,“ 三 分 损 一 ” 指 , 将 原 有 长 度 分 作 三 等 分 ,然后 减 


去 其 中 的 一 分 , 即 1 一 计 一 也 . 所 生 之 音 是 原 长 度 音 上 方 的 五 度 音 . 


(2)“ 三 分 益 一 ”.“ 益 ”就 是 增加 的 意思 ,“ 三 分 益 一 ” 指 ,将 原 有 长 度 分 作 三 等 分 ,然后 添 
加 其 中 的 一 分 , 即 1 十 访 一 伺 . 所 生 之 音 是 原 长 度 音 下 方 四 度 音 . 
这 种 方法 是 以 3 为 除数 ,用 比例 2: 3 和 3 : 4 作为 制定 音阶 的 依据 . 由 此 得 出 完整 的 


音阶 . 

我 国 历史 上 最 早 记 述 用 三 分 损益 法 计算 音律 的 书 是 《管子 。 地 员 篇 》. 此 书 相传 是 春秋 
时 期 齐 国 的 管仲 ( 约 公元 前 730 一 前 645 年 ) 所 作 .《 地 员 篇 ) 是 一 篇 研究 土壤 学 的 论文 . 在 文 
中 ,管仲 提出 了 有 关 音 律 和 农业 生产 相关 联 的 论点 . 把 音 的 高 度 和 井 的 深度 及 植物 生长 三 者 
互相 联系 起 来 ,并 从 数学 的 角度 ,提出 了 三 分 损益 生 律 法 .《 管 子 ) 中 说 ， 


凡 将 起 五 音 , 凡 首 , 先 立 一 而 三 之 ,四 开 以 合 九 九 , 以 是 生 黄 钟 子 素 之 首 , 以 成 
富 . 三 分 以 益 之 以 一 ,为 百 有 和 八 ,为 微 . 不 无 有 三 分 而 去 其 乘 , 适 足以 是 生 商 . 有 三 分 
而 复 于 其 所 ,以 是 生 羽 . 有 三 分 而 去 其 乘 , 适 足以 是 上 成衣。 


这 样 就 得 到 五 声音 阶 : 宫 、 商 、 角 、 微 、 羽 . 继 ( 管 子 * 地 员 篇 》 之 后 《 吕 氏 春秋 “。 音律 篇 》 
把 三 分 损益 法 发 展 得 更 加 完整 ,音律 的 计算 从 五 律 增加 到 十 二 律 . 其 中 《音律 篇 ?有 这 样 的 令 
述 ( 黄 钟 . 袜 钟 、 太 簇 、 南 吕 、 寻 洗 、 应 钟 . 鞠 宾 、 大 昌 、 夷 则 : 夹 钟 .无 射 . 仲 品 是 中 国 古 代 的 音 
名 ): 


黄 钟 生 林 钟 , 林 钟 生 太 灸 , 太 禾 生 南 吕 , 南 吕 生 姑 洗 , 娃 洗 生 应 钟 ,应 钟 生 鞠 宾 ， 
装 宾 生 大 吕 ,大 吕 生 更 则 ,更 则 生 夹 钟 ; 夹 钟 生 无 射 , 无 射 生 仲 吕 . 三 分 所 生 , 益 之 一 
分 以 上 生 ; 三 分 所 生 , 去 其 一 分 以 下 生 . 黄 钟 ,大 吕 ，, 太 秘 , 夹 钟 , 姑 洗 , 仲 吕 , 装 宾 为 
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上 ; 林 钟 ,页 则 , 南 吕 ,无 射 , 应 钟 为 下 . 


上 述 引文 中 ,“ 三 分 所 生 , 益 之 一 分 以 上 生 ; 三 分 所 生 , 去 其 一 分 以 下 生 ”. 完整 地 概括 了 
三 分 损益 法 的 具体 内 容 . 事实 上 ,这 名 话 给 出 了 两 个 表达 式 , 一 个 是 上 升 表达 式 ,一 个 是 下 降 
表达 式 ， 

需要 指出 的 是 ,这 里 的 上 升 和 下 降 与 今天 的 理解 正好 相反 .《 吕 氏 春 秋 》 所 说 的 “上 生 ”， 
即 “ 益 之 一 分 ”是 指 , 振 动物 体 的 长 度 增 加 为 原 长 的 三 分 之 四 ,这 在 今天 称 为 “向 下 生 ”, 即 产 
生 下 方 纯 四 度 的 音 .《 昌 氏 春 秋 》 所 说 的 “下 生 ”, 即 “去 其 一 分 ”是 指 , 振 动物 体 的 长 度 减少 为 
原 长 的 三 分 之 二 ,这 在 今天 称 为 “向 上 生 ”, 即 产生 上 方 纯 五 度 的 音 . 古今 说 法 各 异 ,但 本 质 是 
相同 的 . 


2.4 十 二 平均 律 


音乐 中 使 用 的 乐音 在 高 度 上 不 是 任意 定 的 ,它们 是 按照 严格 的 数学 方法 确定 的 ,这 就 是 
定律 法 或 生 律 法 .具有 特定 高 度 标准 和 特定 音 高 序列 关系 的 音响 ,通常 叫做 “音律 ”或 “ 乐 
律 ”. 

乐 律 即 乐音 的 规律 ,就 是 把 一 个 音阶 (一 个 八 度 的 音 , 从 C 到 口 ) 分 为 若干 部 分 ,每 一 部 
分 称 为 一 律 ,部 分 越 小 ,音律 越 多 ,部 分 越 大 ,音律 越 少 . 从 理论 上 讲 , 划 分 多 ,声音 纯正 ,但 从 
实际 演奏 讲 , 少 分 为 是 . 

在 人 类 的 音乐 史上 , 早 在 两 千年 前 就 开始 了 对 乐音 定律 的 研究 ,并 曾 创 立 了 多 种 定律 法 
和 律 制 . 但 任何 定律 法 和 律 制 都 要 以 音乐 实践 为 依据 . 现今 在 世界 上 通行 三 种 律 制 , 即 五 度 
相生 律 、 纯 律 和 十 二 平均 律 . 三 种 律 制 在 音乐 中 各 有 其 重要 意义 . 前 面 我 们 介绍 了 五 度 相生 
法 ,现在 说 十 二 平均 律 .十 二 平均 律 因 便 于 移 调 .转调 等 原因 适应 于 现代 音乐 文化 发 展 的 需 
要 而 被 国际 间 广 泛 采用 . 钢琴 和 所 有 的 键盘 乐器 采用 的 都 是 十 二 平均 律 . 

一 个 音阶 内 分 成 若干 部 分 ,每 一 部 分 间 的 频率 比 相 等 ,就 称 为 平均 律 . 平均 律 也 种 类 繁 
多 ,有 全 音 平 均 律 .三 十 二 律 、 五 十 三 律 .四 十 一 律 .二 十 四 律 等 ,其 中 以 亚 里 士 多 塞 诺 斯 
(Aristoxenus) 和 朱 载 博 (1536 一 1611) 的 十 二 平均 律 最 为 流行 . 亚 氏 虽然 在 公元 前 4 世纪 已 
提出 了 该 理论 ,但 在 西方 付 诸 实施 却 是 17 世纪 的 事 了 . 中 国明 朝 的 数学 家 .音乐 理论 家 朱 载 
博 是 第 一 个 使 用 数学 使 平均 律 公式 化 的 人 , 他 的 最 大 贡献 是 ,在 中 国 律 学 史上 创立 了 十 二 平 
均 律 . 他 在 4 律 吕 精 义 》 中 提出 了 “新 法 密 律 ”* 的 计算 方法 . 德国 音乐 理论 家 施 姆 赫 效 (1821 一 
1894) 论 《音乐 感觉 乐理 的 心理 学 》 中 写 到 :“ 在 中 国人 中 ,据说 有 一 个 王子 叫 载 埔 的 ,他 
在 旧 派 音乐 家 的 大 反对 中 倡导 七 声音 阶 .他 把 八 度 分 成 12 个 半音 并 给 出 变调 的 方法 ，…… 
这 是 一 个 天 才 和 能 干 的 民族 .” 

十 二 平均 律 的 生 律 法 是 精确 规定 八 度 的 比例 ,并 把 八 度 分 成 12 个 半音 ,使 相 邻 两 个 半 
音 的 频率 比 是 常数 . 设 C 的 频率 是 5, 于 是 c 的 频率 就 是 26. 如 果 后 、 前 两 个 相 邻 半音 的 频 
率 之 比 是 a, 那么 十 二 平均 律 用 数学 公式 写 出 来 ,各 个 半音 的 频率 就 分 别 是 
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bba ba ,ba ,ba ,ba! 一 20. 
由 最 后 一 项 ,得 到 
2 一 2—>a 一 W221.059463. 
考虑 指数 函数 (图 4-1) 
Z 一 pm: (0 过 tt 1). 
令 二 瑟 , 癌 ; 蕊 ,五 ,我 们 就 得 到 了 上 面 所 有 的 半音 . 如 果 我 们 
把 音 分 得 更 细 , 我 们 仍然 会 得 到 指数 函数 . 

不 知道 你 注意 到 没有 ,钢琴 的 弦 和 风琴 的 管 外 形 轮廓 都 是 指 
数 曲线 (插图 4-3). 其 实 , 不 管弦 乐器 还 是 由 空气 柱 发 声 的 管乐器 ， Ee 
它们 的 结构 都 呈 指 数 曲线 形状 ,原因 就 在 于 此 . 

十 二 平均 律 有 许多 优点 , 它 易于 转调 ,简化 了 不 同调 的 升 . 降 半 音 之 间 的 关系 . 十 二 平 
均 律 是 当前 最 普遍 、 最 流行 的 律 制 . 钢琴 家 巴赫 很 推崇 十 二 平均 律 ,他 写 下 了 大 、 小 调 各 两 
套 十 二 平均 律 钢琴 曲 48 首 . 虽然 十 二 平均 律 没有 纯 律 和 五 度 相生 律 那样 “ 纯 ”, 这 从 表 2 的 
频率 比 中 可 以 看 出 来 ,但 人 们 的 耳 采 已 经 适应 了 十 二 平均 律 . 表 2 是 12 平均 率 的 频率 表 . 


计生 | 人 [到 宝 证 大 让 刘 
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台 钢 众 的 弦 与 风琴 的 管 ,它们 的 外 形 轮 廓 都 是 指数 曲线 . 
插图 4-3 


要 回答 钢琴 的 外 形 轮廓 为 什么 也 呈 指 数 曲线 形状 ,还 需要 梅森 的 研究 ， 
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1 
1.05946 1.05946 

1.05946 1. 12246 

1. 05946 1 18921 

E(3 度 ) 1.05946 1.25992<5/4 


1. 05946 1. 41421 
1. 05946 1. 49831223/2 
1. 05946 1. 58740 
1. 05946 1. 6817925/3 
1. 05946 1. 78180 
1.05946 1. 88775 


1 
1.05946 


FC4 度 ) 1.05946 1. 33484<4/3 


3 数学 与 音乐 的 进一步 联系 


3.1 梅森 的 定律 


古代 的 中 国 、 希 腊 、 埃 及 和 巴比伦 等 国都 对 弦 振 动 做 了 研究 ,积累 了 不 少 知识 和 经 验 ,为 
后 人 的 研究 商定 了 很 好 的 基础 . 完整 的 研究 出 现在 17 世纪 ,是 由 梅森 完成 的 . 他 根据 前 人 的 
经 验 和 自己 的 研究 ,总 结 出 四 条 基本 定律 ， 

(1) 弦 振 动 的 频率 与 弦 长 成 反比 . 这 就 是 说 ,对 密度 粗细、 张力 都 不 变 的 弦 ,增加 它 的 
长 度 会 使 频率 降低 ,反之 会 使 频率 增加 . 

(2) 纺 振 动 的 频率 与 作用 在 弦 上 的 张力 的 平方 根 成 正比 . 演奏 家 在 演出 前 ,对 乐器 的 弦 
调 音 时 ,把 汞 时 而 拉 紧 , 时 而 放松 ,就 是 调整 获 的 张力 . 

(3) 张 振 动 的 频率 与 弦 的 直径 成 反比 . 这 就 是 说 ,在 弦 长 .张力 固定 的 情况 下 ,直径 越 
粗 ,频率 越 低 . 例如 ,小 提琴 的 四 条 纺 , 细 的 奏 高 音 , 粗 的 奏 低 音 . 

(4) 弱 振 动 的 频率 与 弱 的 密度 的 平方 根 成 反比 . 

一 切 弦 乐器 的 制造 都 离 不 开 这 四 条 定律 . 

现在 回 到 乐器 的 形状 问题 . 我 们 已 经 知道 ,声音 的 频率 依 指数 函数 变化 .上面 的 讨论 指 
出 , 弦 长 与 频率 成 反比 . 两 者 结合 起 来 就 知道 ,乐器 的 弦 长 要 遵从 指数 曲线 . 这 是 因为 指数 函 
数 的 倒数 仍 是 指数 函数 . 


3.2 黄金 分 割 与 作曲 


黄金 分 割 用 于 绘画 和 建筑 开始 得 很 早 , 音 乐 作品 上 冠 以 黄金 分 割 , 乃 是 近代 之 事 . 到 了 
20 世纪 , 某 些 音乐 流派 开始 打破 以 往 的 规范 形式 ,而 采用 新 的 自由 形式 . 匈牙利 的 贝 拉 … 书 


§3 数学 与 音乐 的 进一步 联系 77 


托 克 (1881 一 1945) 曾 探索 将 黄金 分 割 法 用 于 作曲 中 . 下 面 举 些 例 子 说 明黄 金 分 割 与 音乐 的 
联系 . 

据 此 ,在 一 些 乐曲 的 创作 技法 上 ,将 高 潮 , 或 者 是 音程 .节奏 的 转折 点 安排 在 全 曲 的 黄金 
分 割 点 0. 618 处 . 例如 要 创作 89 节 的 乐曲 ,其 高 潮 便 在 55 节 处 ;如 果 是 55 节 的 乐曲 ,高 潮 
便 在 34 节 处 . 如 李 澳 之 的 “春天 序曲 ” 


i.6 5 656 iles 6i 5 —|s.6 i 65 3l52 35 1 一 | 


5°6 53 21 2|5.6 53 21 2|5-6 i 65 3|52 35 1 一 | 


全 曲 8 小节, 第 5 小 节 正 是 黄金 分 割 点 . 再 如 德国 民歌 “在 最 美丽 的 绿 草地 ” 


13|5.6 54|3 215|6543|2——13|s5s5 ili—es2|i—7—| 


|i—o 5s3|3.22—64|4.33—13|5s35ili—s62|i—7—|i———| 


全 曲 15 小 节 , 从 第 9 小 节 开 始 ,在 节奏 上 、 音 的 进行 方向 上 都 出 现 新 的 方式 ,给 人 以 新 鲜 的 
形象 ,这 个 新 的 转折 点 正好 是 在 黄金 分 割 点 上 出 现 的 . 

巴 托 克 在 使 用 和 弦 技 法 的 安排 上 创作 了 “快板 ， 巴巴 罗 ”(1911); 在 形式 变化 技法 的 安 
排 上 创作 了 “为 两 架 钢 雁 与 打击 乐器 所 属 的 奏鸣曲 ?第 一 乐章 (1937); 在 为 乐曲 注 人 新 鲜 技 
法 的 间隔 安排 上 创作 了 “弦乐器 、. 击 乐器 、 钢 片 琴 音乐 第 一 乐章 (1936) ,等 等 ,都 是 基于 黄金 
分 割 原理 .在 音乐 形式 上 采用 黄金 分 割 的 作曲 家 还 有 : 阿诺德 。 勋 伯 格 (奥地利 ,1874 一 
1951) ,他 创作 了 “升华 之 夜 ”; 卡 尔 海 茵 兹 。 施 托 克 豪 森 ( 德 国 ,1928 一 2007) ,他 创作 了 “钢琴 
曲 半 ”1961) 等 . 


3.3 伟大 的 傅 里 叶 


从 毕 达 哥 拉 斯 时 代 到 19 世纪 ,数学 家 和 音乐 家 们 都 试图 弄 清音 乐 乐 声 的 本 质 ,加 深 数 
学 和 音乐 两 者 之 间 的 联系 , 音阶 体系 .和 声学 理论 及 旋律 配合 法 得 到 了 广泛 细致 地 研究 ,并 
且 建 立 了 完备 的 体系 . 从 数学 的 观点 看 ,这 一 系列 研究 的 最 高 成 就 与 数学 家 傅 里 叶 (B. 了 J. B. 
Joseph Fourier) 的 工作 分 不 开 . 他 证 明了 ,无 论 是 噪声 还 是 乐音 ,复杂 的 还 是 简单 的 ,都 可 以 
用 数学 的 语言 给 以 完全 的 描述 . 

傅 里 叶 是 如 何 建立 声音 的 数学 分 析 呢 ? 

1807 年 , 傅 里 叶 在 向 法 国 科学 院 呈 送 的 一 篇 论文 中 给 出 了 一 个 对 物理 学 的 进步 至 关 重 
要 的 定理 . 这 个 定理 从 数学 上 给 出 了 处 理 空 气 波动 的 方法 ,其 重要 性 可 与 牛顿 提出 的 用 数学 
方法 研究 天 体 和 运动 的 重要 性 相 比 . 

傅 里 叶 处 理 空气 波动 的 方法 是 如 何 与 音乐 相 联系 的 呢 ? 这 是 $ 4 将 要 讲述 的 内 容 . 
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34 简 谐振 动 与 侍 里 叶 分 析 


4.1 简 谐 振动 


1. 音叉 的 振动 
傅 里 叶 如 何 使 音乐 乐 声 的 数学 分 析 成 为 可 能 呢 ? 我 们 先 来 看 看 最 简单 的 乐器 一 一 音叉 
是 如 何 发 声 , 如 何 传播 ,又 如 何 用 数学 公式 描述 它 的 . 
i 用 小 锤 击 音叉 的 一 边 ,音义 就 振动 起 来 ,并 发 
we 出 声音 . 当 音 叉 第 一 次 运动 到 右边 时 , 它 就 撞击 阻 
碍 它 向 右 运动 的 空气 分 子 ,使 那些 分 子 间 的 密度 
加 大 , 这 种 现象 称 为 压缩 . 压缩 的 空气 继续 向 右 移 
动 , 直 到 不 拥挤 的 地 方 . 这 一 过 程 将 反复 重复 ,于 
是 ,向 右 的 压缩 将 会 一 直 继续 下 去 (图 4-2). 
接着 音 又 又 向 左 运 动 . 这 样 ,就 在 音 又 原来 的 
位 置 留 下 一 个 比较 大 的 地 方 ,右边 的 空气 分 子 就 
向 这 里 涌 过 来 . 于 是 在 这 些 空气 分 子 先前 的 位 置 
上 造成 了 一 个 稀薄 的 空间 . 这 种 现象 称 为 舒张 . 
事实 上 ,音叉 的 每 一 次 振动 在 所 有 的 方向 上 都 产生 压缩 和 舒张 ,这 就 是 声波 . 声波 把 空 
气 进 行 局 部 的 压缩 和 和 舒张 ,使 空气 周期 性 的 变 琉 和 变 密 , 这 种 声波 传 到 人 的 耳 采 里 ,对 耳膜 
产生 作用 ,我们 就 听 到 了 声音 . 
现在 的 问题 是 ,这 种 声音 能 不 能 用 一 个 数学 公式 表示 出 来 ?如果 能 , 那 是 什么 样 的 公式 
呢 ? 为 了 回答 这 一 问题 ,我 们 先 研究 简 谐 振动 . 
2. 简 谐 振动 
音叉 的 振动 是 最 简单 的 周期 振动 . 与 它 同 样 简单 的 周期 振动 还 有 单 摆 的 振动 ,弹簧 的 振 
动 . 它们 的 共同 特点 是 ,在 相等 的 时 间 间 隔 里 重复 自己 的 运动 . 这 类 振动 称 之 为 简 谐振 动 . 描 
述 这 类 周期 振动 的 公式 具有 同一 个 形式 . 为 直观 计 ,我们 取 弹 簧 的 周期 振动 作 模 型 . 
顺便 指出 ,对 简 谐 振动 的 研究 不 仅 为 乐 声 的 描述 提供 了 工具 , 它 首先 导致 了 精确 记 时 钟 
的 发 明 . 通过 实验 ,R. 胡 克 掌握 了 弹簧 振动 的 基本 规律 ,发 现 了 弹性 力学 定律 . 16 世纪 50 年 
代 , 他 试 着 用 金属 弹簧 来 调整 钟 的 频率 .但 是 ,第 一 个 用 弹簧 控 制 的 时 钟 却 是 丹麦 物理 学 家 
C. 惠 更 斯 建造 的 . 惠 更 斯 的 办 法 是 使 用 盘旋 的 弹簧; 这 种 办 法 至 今 仍 在 机 械 手 表 里 使 用 . 


4.2 弹 先 的 振动 


考虑 一 个 被 压缩 和 拉 长 的 弹簧 ,并 取 平 衡 位 置 为 坐标 原点 (图 4-3). 根据 胡 克 定律 , 作 
用 力 下 与 弹簧 的 压缩 或 伸 长 量 z 成 正比 : 


. 
+*" 
. 
. 


图 4-2 
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FF =— kz, (4-1) 
z 的 值 对 伸 长 为 正 , 对 压缩 为 负 . 常数 & 之 0 叫 劲 度 系 数 , 是 弹簧 劲 度 的 度量 弹簧 越 硬 ,& 的 
值 就 越 大 . 再 设 连 在 弹簧 上 的 物体 M 的 质量 为 m. 这 个 系统 的 特点 是 , 当 物 体 M 受 挑动 离 
开平 衡 位 置 后 ,在 弹力 的 作用 下 ,系统 趋 于 回 到 平衡 位 置 .但 由 于 惯性 的 作用 ,M 会 超越 平 
衡 点 继续 运动 . M 超越 平衡 点 后 ,弹力 再 次 作用 使 之 回 到 平衡 点 . 结果 ,系统 就 来 回 振动 起 
来 ,与 音叉 的 振动 一 样 . 物体 M 的 水 平 位 置 z 是 时 间 : 的 函数 : zx 二 zx(). xz(z) 的 变化 规律 是 
什么 呢 ? 图 4-4 是 一 种 记录 z(t) 变 化 规律 的 实验 , 它 描绘 出 一 条 曲线 ,这 条 曲线 很 像 正 弦 
曲线 . 是 正弦 曲线 吗 ? 我 们 来 做 一 些 数学 分 析 . 


医 弹 筑 上 


纸 运 动 的 方向 
Ss 


图 4-4 


要 从 数学 上 确定 这 条 曲线 ,需要 牛顿 第 二 定律 =ma. 记 着 ,加 速度 a 是 位 移 函 数 的 二 
阶 导数 ; ce 一 dz/d2 ,考虑 弹力 公式 (4-1) ,我 们 有 


或 

d? 

一 Tt) =— ~—z(t). (4-2) 
t m 


一 个 含有 未 知 函 数 导数 的 方程 , 称 之 为 微分 方程 . 这 个 方程 的 解 z(z) 的 一 个 重要 特点 
是 ,二 阶 导数 与 函数 本 身 的 负 值 成 正比 . 这 个 函数 是 什么 函数 ? 猜 一 猜 ! : 
从 初等 微 积 分 ,我 们 已 经 知道 ,正弦 函数 和 余弦 函数 具有 这 一 特点 : 


所 sing 一 一 sin0， zcos0 一 一 cos0. 
以 此 作出 发 点 ,我 们 猜测 方程 (4-2) 的 解 是 正弦 函数 或 余弦 函数 是 合乎 情理 的 . 事实 上 , 它 
的 解 取 下 述 形 式 : 


X(t) 二 Csinwt 一 Csin2xft (C,f 了 为 常数 )， (4-3) 
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其 中 ww VE/m. 

直接 把 xz) 代入 (4-2) 中 验算 ,就 知道 结果 是 正确 的 . 

下 面 给 出 几 个 名 词 的 解释 . 

公式 (4-3) 中 的 C 叫 振 幅 . 它 表 示 弹 得 振动 的 幅度 . 

完成 一 次 振动 的 时 间 叫 周期 , 记 为 工 . 例如 , 若 振动 一 次 需 0. 5 秒 , 则 T 一 0. 5 秒 . 若 振 
动 一 次 需 4 秒 , 则 T=4 秘 . | 

了 叫 频率 , 它 是 做 简 谐振 动 的 物体 每 秒 钟 振 动 的 次 数 . 前 面 已 经 指出 ,频率 的 单位 是 替 
兹 ;每 秒 振动 1 次 叫 1 赫兹 . 频率 和 周期 互 为 倒数 : 

T= 工 . 
f 

例如 , 若 振动 一 次 需 0.5 秒 , 即 T=0.5 秒 , 则 频率 /=2 苗 兹 , 即 每 秒 振动 2 次 . 

w 叫 圆 频率 , 它 是 做 圆周 运动 的 物体 在 单位 时 间 内 通过 的 角度 (以 驱 度 为 单位 ), 而 角 频 
率 则 与 做 简 谐 运动 的 物体 每 秒 振动 的 次 数 了 密切 相关 . 关系 是 这 样 的 : 做 圆周 运动 的 物体 
在 回 到 出 发 点 时 通过 了 2r 弧度 ,由 于 2x 弧度 对 应 于 一 个 周期 ,所 以 


f 一 备 . 
2r 
例 1 如 果 受 音叉 的 作用 ,理想 空气 分 子 运动 的 振幅 是 0. 001 ,频率 f 是 200 赫兹 ,那么 


圆 频 率 w 是 400r, 从 而 音叉 声音 的 公式 是 
yy 一 0.001sin400rrt。 
Zb 一 Csinwt 是 不 是 方程 (4-2) 的 唯一 解 呢 ? 不 是 . 容易 证 明 , 另 外 一 个 函数 
X(t) = Beoswt 
也 满足 方程 (4-2) ,其 中 B 是 任意 常数 . 还 可 以 取 这 两 个 解 之 和 组 成 男 一 解 : 
X(t) 一 Csinwt + Beoswt, 
通过 三 角 公式 , 它 可 以 化 为 
T(t) = Asin(wt 十 9)， (4-4) 
其 中 p 叫 振动 的 相位 ,4= VB 十 C0. 事实 上 ， 


C . B 
x(t) = Csinwt + Beoswt = MO Bi (a 十 | ， 


取 p 一 arcsin 二 关 噶 


sing 一 


B C 
J 于 六 cosg 一 EF 
从 而 
X(t)= VC + B’ (cosg sinwt 十 sing coswt ) 
= VC + Bisin(wt 十 p) = Asin(wi + ¢). 
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这 就 是 公式 (4-4). 
现在 通过 例子 对 (4-4) 公 式 中 各 个 参数 的 几何 意义 给 出 说 明 . 
例 2 通过 y 一 sinz 和 y 一 sin(z 十 至 ) 的 图 形 (图 4-5Ca)) 的 比较 ,我 们 可 以 观察 到 9 的 


作用 . 事实 上 , 函数 ?> 一 sin(z 十 于) 在 z 一 2zZo 的 值 y, 恰 是 函数 > 一 sinz 在 一 mm 十 二 处 的 


值 .也 就 是 ,把 曲线 > 一 sinz 向 左 移 于 就 得 到 曲线 ?一 sin{ z 十 于 ) 的 图 形 . 

例 3 通过 y 一 sinz 和 y 一 2sinz 的 图 形 ( 图 4-5Cb)) 的 比较 ,我 们 可 以 观察 到 A 的 作 
用 .事实 上 ,对 同一 个 值 z， 函数 y=2sinz 的 值 总 是 函数 > 一 sinz 的 2 倍 ,从 而 ,通过 把 曲线 
?一 sinz 上 的 每 一 点 到 z 轴 的 距离 放大 到 2 倍 , 就 得 到 ?一 2sinz 的 图 形 . 

例 4 通过 y 一 sinz 和 y 一 sin2z 的 图 形 (图 4-5(c)) 的 比较 ,我 们 可 以 观察 到 w 的 作 
用 .事实 上 ,如 果 (zo yo) 在 曲线 ?一 sinz 上 ,那么 , (去 zo，y ) 就 在 曲线 > 一 sin2z 上 . 这 说 


明 ,将 曲线 > 一 sinz 上 的 每 一 点 到 轴 的 距离 缩小 一 半 就 得 到 曲线 > 一 sin2z. 由 此 可 以 看 出 ,o 
是 曲线 沿 xz 轴 伸 长 或 压缩 的 系数 . 


4.3 傅 里 叶 的 定理 


长 笛 、 单 筑 管 .小 提琴 、 钢 琴 发 出 的 声音 各 不 相同 ,怎样 从 数学 上 给 以 说 明 呢 ? 观察 各 种 
声音 的 图 形 , 可 以 得 到 问题 的 部 分 答案 . 所 有 声音 的 图 形 , 人 的 声音 也 包括 在 内 ,都 表现 出 某 
种 规律 性 . 这 种 规律 性 是 ,每 一 种 声音 的 图 形 在 1 秒 钟 内 都 准确 地 重复 若干 次 . 图 4-6 是 小 


82 第 四 章 音乐 之 声 与 人 埔里 叶 分 析 


提琴 的 声音 的 图 形 , 它 表现 出 重复 现象 . 这 种 声音 听 来 是 悦耳 的 . 相反 地 ,噪声 具有 高 度 的 不 
规则 性 . 所 有 具有 图 形 上 的 规则 性 或 具有 周期 性 的 声音 称 为 乐音 ,不 管 这 些 声音 是 如 何 产生 
的 . 这 样 ,通过 图 形 我 们 把 乐音 和 噪声 区 分 开 了 ， 

傅 里 叶 的 定理 说 ,任何 一 个 周期 函数 扰 蕊 都 可 以 表示 为 形 如 (4-4) 的 正弦 郴 数 之 和 ,而 
且 正 芒 函 数 的 各 项 的 圆 频率 是 其 中 圆 频 率 最 低 一 项 的 圆 频率 的 倍数 . 如 果 最 低 一 项 的 圆 频 
率 是 w, 那 么 其 他 项 的 圆 频率 是 2%4,3w,…. 写成 数学 公式 是 


fC00) = + oArsin(nwt tp,), (4-5) 
a=1 


其 中 4 是 常数 .这 个 级 数 叫 傅 里 叶 级 数 . 
一 个 周期 函数 可 以 表示 成 正弦 郴 数 的 和 这 是 令 人 惊讶 的 . 作者 在 大 学 学 习 数 学 分 析 时 
深 感 这 一 结果 出 乎 意料 . 下 面 的 简单 例子 会 给 出 某 些 直观 说 明 . 


例 5 函数 


一 1， 一 < 上 <0， 
f(t) - 0， 土 x， 


1， 0 < 上 < 
(图 4-7) 的 傅 里 时 展 式 是 


f(2) 一 全 (sinz 十 于 sin3t 十 二 sin5 十 ) . 


.图 4-8 显示 了 从 傅 里 叶 级 数 中 取 1 项 .2 项 .3 项 .4 项 等 逐步 逼近 f(i) 的 结果 . 

我 们 知道 ,任何 乐音 都 是 周期 函数 ,因此 ,任何 乐音 都 可 以 表示 为 简单 的 正弦 函数 之 和 . 

例 6 小 提琴 奏 出 的 乐 声 如 图 4-6 所 示 . 它 的 公式 基本 上 是 

f(2) a 0.06sin1000rt 十 0.02sin2000rt 十 0.01sin3000xt, 

傅 氏 定理 的 意义 是 什么 呢 ? 它 指出 ,任何 乐 声 都 是 形 如 Asin(wt 十 gp) 之 各 项 之 和 ,其 中 
每 一 项 都 代表 一 种 有 适当 频率 和 振幅 的 简单 声音 ,例如 由 音叉 发 出 的 声音 . 因此 ,这 个 定理 
表明 ,每 一 种 声音 ,不管 它 多 么 复杂 ,都 是 一 些 简 单 声音 的 组 合 . 乐音 的 复合 特征 可 以 通过 试 
验 得 到 证 实 . 例 6 的 小 提琴 的 声音 可 以 由 三 个 具有 适当 音量 ,频率 分 别 是 500 赫兹 、1000 款 
兹 和 1500 赫兹 的 音 又 同时 发 声 而 产生 . 因此 ,从 理论 上 讲 , 完 全 可 以 由 音叉 来 演奏 贝多 芬 的 
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第 九 交 响 曲 . 

这 是 傅 氏 定理 的 一 个 令 人 惊奇 的 应 用 ! 

这 样 , 任 何 复杂 的 乐音 都 能 由 简单 声音 
经 适当 组 合 而 成 . 单 音 称 为 声音 中 的 泛音 . 在 
这 些 泛 音 中 ,频率 最 低 的 一 个 称 为 基 音 . 频率 
次 高 的 一 个 称 为 第 二 泛音 , 它 的 频率 是 基 频 
的 二 倍 , 接 着 是 第 三 泛音 , 它 的 频率 是 基 频 的 
三 倍 , 等 等 ， 

乐音 与 噪声 的 主要 区 别 是 ,乐音 的 声波 
随时 间 呈 周期 变化 ,噪声 则 不 是 . 乐音 有 固定 
的 频率 , 听 起 来 使 人 产生 有 固定 音 高 的 感觉 ， 
和 谐 的 感觉 . 噪声 听 起 来 不 和 谐 . 不 悦耳 , 缺 
乏 固 定 音 高 的 感觉 , 将 复合 音 分 解 为 泛音 可 
以 帮助 我 们 用 数学 方法 描述 乐音 的 主要 
特征 . 

:乐音 有 四 个 要 素 ; 音调 或 音 高 .音色 或 
音质 .音响 或 音量 .时 值 . 

当 我 们 说 一 个 声音 是 高 还 是 低 时 指 的 是 
它 的 音调 . 钢琴 的 声音 按照 键盘 从 左 到 右 的 
顺序 从 低音 上 升 到 高 音 . 音调 主要 是 由 振动 
频率 决定 的 ,也 就 是 由 wm 或 工 决定 的 ,但 它 不 
是 严格 按 比例 对 应 的 .一 般 认为 ,频率 增高 到 2 倍 ,音调 听 起 来 高 一 个 八 度 . 这 仅仅 在 中 频段 
里 是 这 样 . 在 高 音 部 分 , 听 感 偏 低 . 所 以 要 把 频率 调 高 ,以 适应 人 的 耳朵 . 低音 段 则 听 感 偏 高 ， 
所 以 需要 把 频率 调 低 一 些 . 对 一 个 复合 音 而 言 , 它 的 音 高 是 由 基 频 的 频率 决定 的 . 在 前 面 的 
小 提琴 的 例子 中 ,这 些 泛 音 对 应 的 频率 分 别 是 500 赫兹 ,1000 赫兹 ,1500 赫兹 . 这 意味 着 , 当 
基 音 的 图 形 完成 一 个 周期 时 ,第 二 个 泛音 的 图 形 将 完成 两 个 周期 ,第 三 个 泛音 将 完成 三 个 周 
期 .因此 , 当 且 仅 当 基 音 经 过 了 1/500 秒 后 ,复合 图 形 重复 一 次 ,空气 分 子 又 将 循环 运动 . 所 
以 ,复合 音 的 音 高 由 基 音 决定 . 

音 的 响 度 或 音量 与 声波 振幅 的 平方 成 正比 ,振幅 越 大 , 听 起 来 响 度 就 越 大 . 但 这 两 者 也 
不 是 按 比例 对 应 的 . 

公式 中 的 初 相位 g， 人 的 耳朵 一 般 觉察 不 出 来 . 

一 个 声音 的 音色 是 使 它 与 另外 具有 相同 的 音 高 和 音量 的 声音 区 别 开 来 的 性 质 . 一 名 小 
提琴 师 和 一 名 笛 手 演奏 出 相同 音调 和 音量 的 歌曲 时 ,我 们 很 容易 将 它们 区 分 开 来 . 乐音 的 音 
色 影 响 图 形 的 形状 .不 同 的 乐器 所 发 出 的 声音 的 图 形 具 有 相同 的 周期 和 振幅 ,但 形状 不 同 . 

乐音 图 形 的 形状 ,部 分 地 依赖 于 泛音 ,部 分 地 依赖 于 泛音 的 相对 强度 . 有 些 乐 器 第 二 证 
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音 的 振幅 可 能 很 小 , 它 对 整个 图 形 影 响 不 大 . 例如 ,在 长 笛 的 高 音 中 ,除了 基 音 外 ,所 有 的 泛 
音 都 很 弱 . 

时 值 指 振动 的 延续 时 间 . 

现在 我 们 已 经 知道 了 ,不仅 一 般 乐 音 的 本 质 , 而 且 它 们 的 结构 和 主要 性 质 都 具有 数学 上 
的 特征 . | 

欧 几 里 得 以 五 条 公理 总 结 了 整个 欧 氏 几何 ,不 管 多 么 复杂 的 几何 定理 都 可 以 从 这 五 条 
公理 中 推导 出 来 . 牛顿 给 出 了 三 大 定律 ,对 整个 力学 作 了 本 质 上 的 概括 . 这 些 功绩 都 是 开 天 
辟 地 之 功 . 依 里 叶 的 定理 具有 同样 的 地 位 . 自从 有 了 全 里 叶 定 理 , 世 界 上 的 声音 一 下 子 变 得 
简单 了 . 不 管 是 雷鸣 . 鸟 旷 .人 语 或 是 钢琴 的 鸣 奏 ,都 可 以 归结 为 简单 声音 的 组 合 ,这 些 简单 
声音 用 数学 表示 就 是 正弦 函数 . 人 们 终于 认识 到 ,世界 上 的 声音 是 如 此 丰富 , 却 又 如 此 简单 ! 


4.4 调幅 与 调频 


令 人 惊奇 的 是 ,不 仅 声 音 可 以 用 正弦 函数 来 描述 ,电流 也 可 以 用 正 纺 函数 来 描述 . 大 自 
然 充满 了 统一 性 . 这 统一 性 就 可 以 使 得 音乐 能 通过 无 线 电 波 传送 出 去 .我 们 每 天 听 到 的 音乐 
大 部 分 来 自 无 线 电 广播 或 电视 台 , 而 很 少 当面 听 歌 手 演 唱 或 演奏 家 演奏 . 音乐 的 数学 分 析 与 
电流 的 数学 分 析 使 得 人 们 能 将 声音 变 成 电流 ,进而 由 无 线 电 波 传送 出 去 . 

那么 传送 声音 的 电流 能 直接 变 成 电磁 波 发 送出 去 吗 ? 从 理论 上 讲 是 可 能 的 ,但 实现 时 
有 困难 . 发 送 低频 电流 比 发 送 高 频 电 流 要 困难 得 多 . 电视 台 或 电台 发 射 的 无 线 电波 的 频率 是 
很 高 的 ,达到 几 百 千 赫 ( 赫 , 赫 兹 的 简写 ) 到 几 十 兆赫 ,其 至 更 高 . 而 声音 的 频率 只 有 几 百 赫 到 
几 千 赫 , 即 使 包括 谐 波 ,频率 也 是 比较 低 的 . 这 就 需要 找 出 办 法 ,使 低频 电流 转化 为 高 频 电流 
或 附 载 在 高 频 电 流 上 . 

一 种 系统 叫 调幅 系统 . 其 办 法 是 ,改变 高 频 正 弦 电 流 的 振幅 ,使 它 依照 要 发 射 的 声波 的 
振幅 作 或 高 或 低 的 相应 变化 ,如 图 4-9 所 示 . 然后 将 调幅 后 的 高 频 电 流 发 射 到 空中 , 穿 过 广 
阔 的 空间 到 达 接 收 合 . 每 个 接收 台 的 任务 是 “除去 ”载波 ,也 就 是 将 载波 中 变化 的 振幅 变 为 接 
收 电线 中 的 低频 电流 ,这 低频 电流 使 扬声器 振动 而 产生 声波 . 当然 其 中 还 要 采取 许多 措施 以 
防 失真 . 

另 一 种 系统 是 调频 系统 . 在 这 个 系统 中 , 随 着 被 传送 的 声音 一 起 变化 的 不 是 高 频 电 流 的 
振幅 而 是 高 频 电 流 的 频率 . 假定 在 空中 传播 的 无 线 电波 的 频率 是 90000 千 替 ,需要 传播 的 声 
音 的 频率 是 100 苗 , 振 幅 为 1. 如 果 载 波 不 调整 ,那么 , 它 当 然 继续 以 90000 于 替 的 频率 传 
送 . 但 是 现在 假定 这 个 频率 从 90000 千 赫 变 到 90002 千 赫 , 又 回 到 90000 千 苗 ,然后 到 
89998 千 赫 , 再 回 到 90000 千 蒜 . 这 一 系列 的 频率 变化 , 即 频 率 的 振荡 ,每 秒 钟 出 现 100 次 ， 
正好 是 声音 的 频率 . 在 传送 频率 的 过 程 中 ,频率 变化 的 范围 是 2000 赫 , 是 由 乐音 的 振幅 决定 
的 . 如 果 振 幅 是 2, 不 是 1, 那 么 传送 频率 将 增 大 两 倍 , 即 到 达 4000 赫 之 多 ,传送 频率 将 在 
90000 千 替 附近 以 每 秒 100 次 的 速度 在 4000 赫 内 变化 (图 4-10). 

调频 广播 与 调幅 广播 相 比 有 许多 优点 : (1) 失真 小 , 即 保 真 度 高 ;(2) 抗 干 扰 能 力 强 ; 
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(3) 频率 响应 宽 , 从 很 低 的 音频 到 很 高 的 音频 都 有 效 ，(4) 动态 范围 广 , 即 强 弱 变 化 的 幅度 

大 . 现在 的 收音 机 一 般 都 有 接收 调频 波 的 部 分 . 音乐 节目 常常 是 调频 广播 节目 的 主要 部 分 . 
调频 广播 还 有 一 个 优点 是 便于 利用 立体 声 . 立体 声 广 播 节目 只 在 调频 广播 中 出 现 , 而 没 

有 “调幅 立体 声 ” 广 播 . 北京 人 民 广 播 电台 从 1993 年 3 月 1 日 起 24 小 时 播送 调频 立体 声音 
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乐 . 现代 音乐 需要 录音 发送、 接收 等 许多 设备 . 所 有 这 些 设备 都 需要 现代 科学 的 介入 . 艺术 
本 身 也 在 受到 科学 的 深刻 影响 . 


4.5 声学 特性 与 艺术 情趣 


音乐 从 创作 到 欣赏 都 离 不 开 人 的 情趣 . 音乐 的 创作 过 程 包括 演唱 和 演奏 的 过 程 ,甚至 也 
包括 欣赏 者 的 联想 过 程 . 因此 ,音乐 就 成 了 作曲 、 表 演 、 欣 赏 三 方面 的 感情 纽带 . 

从 另 一 方面 看 ,音乐 从 创作 到 欣赏 都 离 不 开 物质 运动 的 客观 规律 . 创作 是 声音 的 设计 ， 
离 不 开 声 波 的 物理 特性 ;表演 者 离 不 开发 声 器 官 ( 人 嗓 或 乐 突 ) 的 声学 特性 ;欣赏 者 也 离 不 开 
人 对 声波 的 生理 反应 , 这 就 是 音乐 的 物理 性 质 . 

正如 和 的 思想 感情 离 不 开 肉 体 而 存在 一 样 ,音乐 所 包含 的 艺术 情趣 也 离 不 开 声 波 的 物 
理 特性 . 所 以 ,除了 要 研究 音乐 美学 外 ,还 必须 深入 研究 音乐 科学 . 而 音乐 科学 的 基础 表面 上 
是 物理 ,实质 上 是 数学 . 


4.6 科学 与 艺术 


英国 著名 博物 学 家 赫 硝 黎 说 ;“ 科 学 和 艺术 就 是 自然 这 块 奖章 的 正面 和 反面 . 它 的 一 面 
以 感情 来 表达 事物 的 永恒 秩序 ; 另 一 面 以 思想 的 形式 来 表达 事物 的 永恒 的 秩序 . ”科学 家 研 
究 的 是 纯粹 客观 的 东西 ,对 同一 个 事物 ,不 同 的 科学 家 得 到 相同 的 结论 ;艺术 家 表达 的 是 纯 
粹 主观 的 东西 ,对 同一 个 事物 ,呈现 不 同 的 感受 . 

从 十 希腊 起 ,科学 与 艺术 一 直 是 相通 的 , 文艺 复兴 后 ,科学 和 艺术 都 得 到 了 空前 的 发 展 ， 
分 支 越 来 越 多 ,学 科 越 分 越 细 . 结果 使 得 搞 科学 的 人 和 搞 艺 术 的 人 常常 是 “ 鸡 犬 之 声 相 闻 ,而 
民 老 死 不 相 往来 ”, 似 乎 在 科学 与 艺术 之 间 形成 了 一 道 鸿 沟 . 但 这 只 是 一 部 分 科学 家 与 一 部 
分 艺术 家 的 状况 ,而 不 是 科学 与 艺术 本 身 . 前面 的 论述 指出 ,科学 与 艺术 始终 是 相互 促进 . 相 
互 交融 的 . 

科学 和 艺术 都 是 通过 感官 提供 的 信息 去 追求 一 个 共同 的 目标 : 揭示 自然 界 的 奥秘 . 他 
们 追求 的 共性 是 真善美 . 科学 家 研究 纯粹 客观 的 东西 ,采用 的 手段 是 观察 .实验 和 推理 ;科学 
家 在 异 中 求 同 . 艺术 家 追求 的 是 纯粹 主观 的 东西 ,采用 的 手段 是 观察 .想象 和 情感 ;艺术 家 
在 同 中 求 异 . 科学 越 是 发 展 共性 ,社会 就 越 需要 艺术 去 发 展 个 性 . 科学 需要 艺术 的 滋补 ,艺术 
需要 科学 的 帮助 

科学 不 仅 需 要 严 递 和 求实 ,也 需要 大 胆 幻 想 . 列宁 说 过 ;“ 在 最 严密 的 科学 中 也 不 能 否 
认 幻想 的 作用 . ”并 且说 ,“ 如 果 说 幻想 只 有 诗人 才 需 要 ,这 是 毫 无 根据 的 . 甚至 在 数学 中 也 
需要 有 幻想 . 如 果 没 有 幻想 ,甚至 微 积分 的 发 明 也 是 不 可 能 的 . ”由 绘画 引出 的 射影 几何 就 包 
含 了 最 大 胆 的 幻想 .无穷 远 点 无 穷 远 直线 就 是 数学 家 想象 的 产物 ,它们 并 不 存在 于 现实 空 
间 . 科学 需要 艺术 的 汶 养 和 启发 . 只 仅 科学 不 懂 艺 术 不 会 成 为 一 位 完备 的 科学 家 

只 懂 艺 术 不 懂 科 学 也 不 会 是 一 位 好 的 艺术 家 . 尤其 在 信息 时 代 , 不 全 科学 的 艺术 家 必然 
是 一 个 落伍 者 . 艺术 本 身 也 在 受到 科学 的 深刻 影响 . 在 音乐 中 ,数学 的 作用 还 扩展 到 了 作曲 
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本 身 .一 些 大 师 如 巴赫 、 矶 伯 格 为 音乐 作曲 发 展 了 大 量 的 数学 理论 . 

特别 应 当 记 住 的 是 ,计算 机 的 介 人 改变 着 一 切 科学 ,也 改变 着 一 切 艺 术 . 

当然 ,科学 与 艺术 各 有 它 自身 的 规律 ,只 能 互相 促进 .互相 影响 ,而 不 能 互相 替代 . 

最 后 ,让 我 们 以 福 楼 拜 的 话 作 为 第 三 章 和 第 四 章 的 结尾 : 

“ 越 往 前 走 艺术 越 是 科学 化 ,同时 科学 越 是 艺术 化 . 两 者 在 山 荔 分 手 , 有 朝 一 日 终 将 在 山 
顶 重 着 .” 

当前 ,科学 与 文化 的 发 展 有 四 个 特点 : 一 是 各 门 学 科 的 相互 交叉 与 渗透 ;二 是 人 与 自然 
的 融合 ;三 是 数学 向 所 有 领域 的 渗透 ,其 中 包括 社会 科学 与 艺术 ;四 是 计算 机 的 渗 和 人 . 音乐 就 
处 在 这 四 个 特点 的 交汇 处 ， 

论文 题目 

计算 机 与 音乐 . 


SE SI SRIS RS EIS I SE SEI SR SII SES I SR SRA SE SE SE SE SN, 


RSIS EIS EI SI SI SI SR IS I SES ISIS EI SS I SE SSRIS SEI SIS EST 


全 里 叶 (Fourier, Jean Baptiste Joseph，Baron，1768 一 1830) 是 法 国 数学 家 ,也 是 知名 
的 埃及 学 学 者 和 政府 官员 .他 1768 年 3 月 21 日生 于 奥 塞 
尔 ,1830 年 5 月 16 日 卒 于 巴黎 .1794 年 高 等 师范 学 校 建 
立时 他 是 第 一 批 的 学 生 , 次 年 成 为 该 校 教 员 .1798 年 随 拿 
破 仓 远征 埃及 ,并 任 埃及 学 院 的 秘书 . 回国 后 负责 “埃及 情 
况 ” 的 出 版 工作 . 1802 一 1814 年 任国 民政 府 行 政 长 官 ， 
1809 年 传 里 叶 被 封 为 男 址 .1815 年 拿破仑 下 和 台 后 ,他 任 塞 
纳 的 统计 局 局 长 .1817 年 被 选 入 科学 院 ,1822 年 成 为 科学 
院 终 身 秘书 .1826 年 被 选 入 法 兰 西 学 院 和 医学 科学 院 . 

傅 里 叶 很 早 就 开始 从 事 热 学 的 研究 ,1807 年 他 向 法 
国 科 学 院 呈 交 一 篇 关于 热传导 的 论文 ,文中 宣布 任 一 函数 
都 能 展开 为 三 角 函 数 的 无 穷 级 数 , 这 就 是 著名 的 傅 里 时 分 
析 . 1811 年 他 又 呈 交 修改 过 的 论文 ,获得 1812 年 科学 院 
颁发 的 奖金 . 他 在 1822 年 发 表 的 著作 《 热 的 解析 理论 》 已 成 为 数学 史上 的 经 典 文献 之 一 ,他 
的 这 项 开创 性 的 工作 对 数学 物理 的 研究 和 实 变 函数 的 理论 发 展 都 产生 了 重大 影响 .在 音乐 
上 的 应 用 也 是 传 里 叶 分 析 的 一 个 重要 成 果 . 


数学 史 为 我 们 提供 了 广阔 而 真实 的 背景 ,为 数学 整体 提供 了 一 个 概 艇 ,使 
不 同 的 数学 课程 的 内 容 互 相 联系 起 来 ,并 且 与 数学 思想 的 主干 联系 了 起 来 . 这 
是 理解 数学 的 内 容 、 方 法 和 意义 ,培养 学 生 监 赏 力 和 创造 力 的 最 好 方法 , 它 能 
使 学 生 摸 到 数学 发 展 的 脉搏 ,而 从 历史 分 离 出 来 的 教学 法 严重 地 影响 着 对 数 
学 的 理解 和 数学 的 发 展 . 这 就 是 数学 素养 . 对 中 国 的 数学 教育 尤为 重要 . 民族 
的 整体 数学 素养 不 提高 ,出 现 不 了 大 数学 家 . 

庞 加 莱 说 :“ 车 想 预 见 数学 的 将 来 ,正确 的 方法 是 研究 他 的 历史 和 现状 .” 
法 国人 类 学 家 斯 特 劳 斯 说 ;如果 他 不 知道 来 自 何 处 , 那 就 没有 人 知道 他 去 向 
何方 . "数学 史 对 专业 数学 家 和 未 来 的 数学 家 都 有 帮助 . 历史 背景 很 重要 . 现代 
数学 已 经 出 现 了 成 百 上 于 个 分 支 ,全 能 数学 家 已 很 难 出 现 .为 了 能 够 了 解数 学 
的 重大 问题 和 目标 ,从 而 能 对 数学 的 主流 作出 贡献 ,最 稳妥 的 办 法 也 许 就 是 要 
对 数学 的 过 去 成 就 ,传统 和 目标 有 一 定 的 了 解 ,以 使 自己 的 工作 能 进入 有 成 果 
的 渠道 ,并 建立 长 期 的 发 展 路 线 . 

通常 数学 教科 书 所 介绍 的 是 数学 的 片段 . 它们 给 出 一 个 系统 的 逻辑 分 述 ， 
使 人 们 产生 了 这 样 的 错觉 ,似乎 数学 家 们 理所当然 地 从 定理 到 定理 ,他 们 能 克 
服 任何 困难 ,这 对 于 培养 真正 的 富有 创造 力 的 数学 家 是 不 利 的 , 讲 点 数学 史 ， 
使 学 生 们 看 到 ,在 科学 发 展 中 出 现 的 缺陷 ,让 他 们 看 到 真相 ， 这 样 才能 学 到 
真知 ， 


第 五 章 ”漫步 数学 史 


课本 中 字 革 句柄 的 用 壕 ,未 能 表现 出 创造 过 程 中 的 斗争 、 控 折 , 以 及 在 建立 一 
个 可 现 的 结构 之 前 ,数学 家 所 经 历 的 艰苦 漫长 的 道路 . 学 生 一 旦 认识 到 这 一 点 ,他 
将 不 仅 获 得 真知 灼 见 ,还 将 获得 颈 强 地 进 究 他 所 下 问题 的 才气 ,并 且 不 会 因为 自己 
的 工作 并 非 完 虽 无 缺 而 感到 里 表 . 实在 说 , 缀 述 数 学 家 如 何 跌 跤 ,如 何在 迷 零 中 摘 
索 前 进 , 并 且 如 何 堆 堆 碎 碎 地 得 到 他 们 的 成 果 , 应 使 搞 研 究 工 作 的 任 一 新 手 堵 起 
筋 气 . 

M. 克 菜 因 

一 门 科学 的 历史 是 闭 门 科学 中 最 宝 南 的 一 部 分 ,因为 科学 只 能 给 我 们 知识 ,而 
万 史 却 能 给 我 们 智 问 . 

伴 斋 

经 过 多 少 个 世纪 ,他 们 的 智 问 仍 然 有 助 于 我 们 思维 之 路 的 形成 . 

瑞 珀 余 , 更 密斯 


从 本 章 开 始 ,我 们 介绍 一 些 数 学 史 的 知识 ,其 中 包括 中 国 、 印 度 、 巴 比 伦 埃及 、 古 希腊 和 
阿拉 伯 的 数学 史 . 但 不 是 系统 地 讲 , 而 是 介绍 一 些 涉及 重大 进展 和 具有 深远 影响 的 问题 . 


$1 学 点 数学 发 展 史 


1.1 为 什么 要 学 点 数学 史 ? 


为 什么 要 学 点 历史 ? 首先 ,历史 有 以 古 知 今 的 作用 . 庞 加 莱 说 :“ 若 想 预 见 数 学 的 将 来 ， 
正确 的 方法 是 研究 它 的 历史 和 现状 . 法 国人 类 学 家 斯 特 劳 斯 说 :“ 如 果 他 不 知道 来 自 何 处 ， 
那 就 没有 人 知道 他 去 向 何方 . "事实 上 ,对 任何 事情 都 一 样 , 如 果 你 不 了 解 它 何 时 产生 ,在 什 
人 么 背景 下 产生 的 ,以 及 如 何 发 展 到 今天 ,那么 ,你 就 无 法 理解 它 , 讲 数学 史 就 是 讲 : 

数学 科学 产生 与 逐渐 繁荣 的 历史 ; 

数学 思想 逐渐 演变 的 历史 ; 

数学 家 逐渐 纠正 他 们 的 错误 的 历史 

数学 应 用 逐渐 扩展 的 历史 一 一 从 力学 .物理 学 扩展 到 化 学 与 生物 学 ， 从 自然 科学 扩展 到 
社会 科学 . 

古 希 腊 的 哲学 家 认为 ,自然 界 的 根本 规律 在 数学 . 数学 史 是 这 一 看 法 逐渐 为 人 们 接受 的 
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历史 . 

数学 精神 是 反 宗教 的 . 数学 史 也 是 人 们 与 宗教 思想 斗争 的 历史 . 它 逐 渐 改 变 着 人 们 的 世 
界 观 ,改变 着 各 种 哲学 思潮 的 走向 . 

具体 而 言 ,研究 数学 史 我 们 能 得 到 哪些 收获 呢 ? 

(1) 看 古人 研究 了 哪些 基本 问题 遗留 到 现在 的 问题 都 是 基本 的 .重要 的 问题 ,都 是 宝 
贝 ,都 是 大 浪 淘 沙 的 结果 . 它们 会 告诉 我 们 ,什么 问题 重要 ,什么 问题 不 重要 ,为 日 后 我 们 选 
择 研 究 问题 提供 了 借鉴 . 

(2) 看 古人 是 如 何 一 步 一 步 解决 这 些 问题 的 ,观察 和 领悟 那些 大 师 们 在 创造 这 些 知识 
时 的 心智 过 程 , 看 方法 是 如 何 进步 的 . 我 们 要 超越 古人 应 当 从 何 处 人 手 ? 

(3) 研究 数学 概念 的 发 展 史 和 接受 史 可 以 增长 我 们 的 智慧 ,提高 我 们 的 辨别 力 、 理 解 力 
和 洞察 力 . 

我 们 还 注意 到 ,研究 历史 具有 美学 价值 ,一 些 历史 故事 写意 深刻 ,可 以 给 我 们 以 启发 .我 
们 将 用 大 写意 的 手法 勾画 数学 文明 史 的 发 展 . 较 多 地 涉及 划时代 概念 的 发 展 ,而 较 少 地 涉及 
技术 细节 , 我 们 将 看 到 ,概念 的 发 展 远 比 技术 的 进展 要 困难 ， 


1.2 四 个 质 不 同 的 时 期 


数学 史 大 致 可 以 分 为 四 个 质 不 同 的 时 期 . 自 不 待 言 , 精 确 地 区 分 这 些 阶段 是 不 可 能 的 ， 
因为 每 一 个 阶段 的 本 质 特征 都 是 在 前 一 阶段 中 酝酿 形成 的 . 

第 一 个 时 期 一 一 数学 形成 时 期 . 这 是 人 类 建立 最 基本 的 数学 概念 的 时 期 . 人 类 从 数 数 开 
始 逐 渐 建立 了 自然 数 的 概念 简单 的 计算 法 ,并 认识 了 最 简单 的 几何 形式 ,逐步 地 形成 了 理 
论 与 证 明之 间 的 逻辑 关系 的 “纯粹 ”数学 .算术 与 几何 还 没有 分 开 , 彼 此 紧密 地 交错 着 . 

第 二 个 时 期 称 为 初等 数学 , 即 常 量 数学 的 时 期 . 这 个 时 期 的 最 基本 的 、 最 简单 的 成 果 构 
成 现在 中 学 数学 的 主要 内 容 , 这 个 时 期 从 公元 前 5 世纪 开始 ,也 许 更 早 一 些 , 直 到 17 世纪 ， 
大 约 持续 了 两 千年 . 这 个 时 期 逐渐 形成 了 初等 数学 的 主要 分 支 : 算术 几何. 代数 、 三 角 . 

这 个 时 期 的 几何 学 以 研究 现实 世界 中 的 形 的 关系 为 主要 对 象 . 它 的 主要 成 果 就 是 欧 几 
里 得 几何 及 其 延续 . 代数 学 则 研究 数 的 运算 . 这 里 的 数 指 自然 数 . 有 理 数 .无 理 数 ,并 开始 包 
含 虚数 . 解 方程 的 学 问 在 这 个 时 期 的 代数 学 中 居中 心地 位 . 

第 三 个 时 期 是 变量 数学 的 时 期 .到 16 世纪 ,封建 制度 开始 消亡 ,资本 主义 开始 发 展 并 兴 
盛 起 来 . 在 这 一 时 期 中 ,家 庭 手工 业 、 手 工业 作坊 逐渐 地 改革 为 工场 手工 业 生 产 , 并 进而 转化 
为 以 使 用 机 器 为 主 的 大 工业 . 因此 ,对 数学 提出 了 新 的 要 求 . 这 时 ,对 运动 的 研究 变 成 了 自然 
科学 的 中 心 问题 . 实践 的 需要 和 各 门 科学 本 身 的 发 展 使 自然 科学 转向 对 运动 的 研究 ,对 各 种 
变化 过 程 和 各 种 变化 着 的 量 之 间 的 依赖 关系 的 研究 . 作为 变化 着 的 量 的 一 般 性 质 和 它们 之 
间 依 赖 关 系 的 反映 ,在 数学 中 产生 了 变量 和 函数 的 概念 . 数学 对 象 的 这 种 根本 扩展 决定 了 数 
学 向 新 的 阶段 , 即 向 变量 数学 时 期 的 过 渡 . 数学 中 专门 研究 函数 的 领域 叫做 数学 分 析 ,或 者 
叫 无 穷 小 分 析 ,简称 分 析 . 这 后 一 名 词 的 来 源 是 ,因为 无 穷 小 量 概念 是 研究 函数 的 重要 工具 . 
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所 以 ,从 17 世纪 开始 的 数学 的 新 时 期 一 一 变量 数学 时 期 ,可 以 定义 为 数学 分 析出 现 与 发 展 
的 时 期 . 变量 数学 建立 的 第 一 个 决定 性 步骤 出 现在 1637 年 笛 卡 儿 的 著作 《几何 学 》 这 本 书 
奠定 了 解析 几何 的 基础 , 它 一 出 现 , 变 量 就 进入 了 数学 ,从 而 运动 进入 了 数学 . 恩格斯 指出 : 


“数学 中 的 转折 点 是 簿 卡 儿 的 变数 .有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ,有 了 变数 , 辩 
证 法 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 了 …… ” 


(恩格斯 《自然 辩证 法 》, 人 民 出 版 社 1971 年 版 ,第 236 页 ). 

在 这 个 转折 以 前 ,数学 中 占 统治 地 位 的 是 常量 ,而 在 这 之 后 ,数学 转向 研究 变量 了 .在 
《几何 学 ?里 , 笛 卡 儿 给 出 了 字母 符号 的 代数 和 解析 几何 原理 ,这 就 是 引进 坐标 系 和 利用 坐标 
方法 把 具有 两 个 未 知 数 的 任意 代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 ， 

在 笛 卡 儿 之 前 ,从 古代 起 在 数学 中 起 优势 作用 的 是 几何 学 . 笛 卡 儿 把 数学 引 向 另 一 途 
径 , 这 就 是 使 代数 获得 了 更 重大 的 意义 . 

变量 数学 发 展 的 第 二 个 决定 性 步骤 是 牛顿 和 莱 布 尼 芯 在 17 世纪 后 半 叶 建立 了 微 积 分 . 
事实 上 牛顿 和 莱 布 尼 兹 只 是 把 许多 数学 家 都 参加 过 的 巨大 准备 工作 完成 了 , 它 的 原理 却 要 
济源 于 古代 希腊 人 所 创造 的 求 面积 和 体积 的 方法 . 

微 积分 的 创立 首先 是 为 了 处 理 下 列 四 类 问题 : 

(1) 已 知 物体 运动 的 路 程 与 时 间 的 关系 , 求 物体 在 任意 时 刻 的 速度 和 加 速度 . 反 过 来 ， 
已 知 物体 运动 的 加 速度 与 速度 , 求 物体 在 任意 时 刻 的 速度 与 路 程 . 

困难 在 于 17 世纪 所 涉及 的 速度 和 加 速度 每 时 每 刻 都 在 变化 . 计算 平均 速度 可 用 运动 的 


时 间 去 除 运动 的 距离 .但 对 瞬时 速度 ,运动 的 距离 和 时 间 都 是 0, 这 就 碰 到 了 地 的 问题 . 这 是 


人 类 第 一 次 碰 到 这 样 的 问题 . 

C2) 求 曲线 的 切线 . 这 是 一 个 纯 几何 的 问题 ,但 对 于 科学 应 用 具有 重大 意义 . 例如 在 光 
学 中 ,透镜 的 设计 就 用 到 曲线 的 切线 和 法 线 的 知识 . 在 运动 中 也 遇 到 曲线 的 切线 问题 . 运动 
物体 在 它 的 轨迹 上 任 一 点 处 的 运动 方向 ,是 轨迹 的 切线 方向 . 

实际 上 ,“ 切 线 ” 本 身 的 意义 也 是 没有 解决 的 问题 . 对 于 圆锥 曲线 ,把 切线 定义 为 和 曲线 
只 接触 一 点 而 且 位 于 曲线 一 边 的 直线 就 足够 了 ;这 个 定义 古 希 腊 人 已 经 知道 .但 是 对 于 17 
世纪 所 用 的 比较 复杂 的 曲线 , 它 就 不 适用 了 ， 

(3) 求 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 问题 . 在 弹道 学 中 这 涉及 炮弹 的 射程 问题 . 在 天 文学 中 涉 
及 行星 和 太阳 的 最 近 和 最 远 距 离 问 题 . 

(4) 求 积 问题 . 求 曲 线 的 弧 长 ,曲线 所 围 区 域 的 面积 ,曲面 所 围 的 体积 ,物体 的 质心 等 . 
这 些 问 题 在 古 希 腊 已 开始 研究 ,但 他 们 的 方法 缺乏 一 般 性 ， 

除了 变量 与 函数 概念 以 外 ,以 后 形成 的 极限 概念 也 是 微 积 分 以 及 进一步 发 展 的 整个 分 
析 的 基础 . 

同 微 积分 一 道 ,还 产生 了 数学 分 析 的 另外 一 些 部 分 ; 级 数理 论 .微分 方程 论 .微分 几何 . 
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所 有 这 些 理论 都 是 因为 力学 、 物 理学 和 技术 问题 的 需要 而 产生 并 向 前 发 展 的 . 

微分 方程 论 是 研究 这 样 一 种 方程 ,方程 中 的 未 知 项 不 是 数 ,而 是 函数 . 微分 几何 是 关于 
曲线 和 曲面 的 一 般 理论 . 在 19 世纪 还 产生 了 另 一 个 重要 分 支 , 即 复 变 函 数论 , 它 使 分 析 的 内 
容 更 加 充实 . 复 变 函数 是 将 实 分 析 的 方法 推广 到 复数 域 中 去 了 . 

数学 分 析 茵 勃 地 发 展 着 , 它 不 仅 成 为 数学 的 中 心 和 主要 部 分 ,而 且 还 渗入 到 数学 较 古 老 
的 分 支 ,如 代数 .几何 与 数论 ， 

通过 数学 分 析 及 其 变量 .函数 和 极限 等 概念 ,运动 .变化 等 思想 ,使 辩证 法 渗 人 了 全 部 数 
学 . 同样 地 ,基本 上 通过 数学 分 析 ,数学 才 在 自然 科学 和 技术 的 发 展 中 成 为 精确 地 表述 它们 
的 规律 和 解决 它们 问题 的 得 力 工具 . 

在 希腊 人 那里 ,数学 基本 上 就 是 几何 ;在 牛顿 以 后 ,数学 基本 上 就 是 分 析 了 . 

当然 ,数学 分 析 不 能 包括 数学 全 部 ;在 几何 、 代 数 和 数论 中 都 保留 着 它们 特有 的 问题 和 
方法 . 比如 ,在 17 世纪 ,与 解析 几何 同时 还 产生 了 射影 几何 ,而 纯粹 几何 方法 在 射影 几何 中 
占 统治 地 位 . 

这 时 还 产生 了 另 一 个 重要 的 数学 部 门 一 一 概率 论 . 它 研 究 大 量 “ 随 机 ?现象 的 规律 问题 ， 
给 出 了 研究 出 现 于 偶然 性 中 的 必然 性 的 数学 方法 . 

数学 发 展 的 第 一 时 期 与 第 二 时 期 所 获得 的 主要 成 果 , 即 初等 数学 中 的 主要 成 果 已 经 成 
为 中 小 学 教育 的 内 容 . 第 三 个 时 期 的 基本 结果 ,如 解析 几何 (已 部 分 地 放 人 中 学 ) 、 微 积分 、 微 
分 方程 ,高 等 代数 .概率 论 等 已 成 为 高 等 学 校 理 科教 育 的 主要 内 容 . 这 个 时 期 的 数学 的 基本 
思想 和 结论 已 广泛 地 为 大 众 所 知 道 ,几乎 所 有 的 工程 师 和 自然 科学 工作 者 都 或 多 或 少 地 运 
用 着 这 些 结果 . 近 几 十 年 来 ,数学 应 用 的 状况 发 生 着 深刻 的 变化 . 这 些 成 果 逐 渐 渗透 到 社会 
科学 研究 的 各 个 领域 . 因而 这 些 内 容 的 一 部 分 已 进入 文科 各 系 的 教学 内 容 . 

与 此 相反 ,数学 发 展 的 最 近 阶 段 , 即 现代 阶段 的 思想 和 结果 基本 上 还 只 是 为 在 数学 、 力 
学 .物理 学 及 一 些 新 技术 领域 中 工作 的 科学 工作 者 所 使 用 . 

第 四 个 时 期 为 现代 数学 时 期 . 在 转向 叙述 数学 发 展 最 新 阶段 的 一 般 特征 时 ,我 们 只 试图 
简略 地 给 出 数学 的 这 些 新 分 支 的 最 一 般 的 特征 ,这 个 时 期 大 致 从 19 世纪 上 半 叶 开始 . 

数学 发 展 的 现代 阶段 的 开端 ,以 其 所 有 基础 部 门 一 一 代数 .几何 、 分 析 一 一 中 的 深刻 变 
化 为 特征 . 

还 在 19 世纪 上 半 叶 , 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevsky) 和 波 尔 约 (Jinos Bolyai，1802 一 
1860) 就 已 经 建立 了 新 的 非 欧 几何 学 , 它 的 思想 是 别开生面 的 和 出 乎 意外 的 . 正 是 从 这 个 时 
候 起 ,开始 了 几何 学 的 原则 上 的 新 发 展 , 改 变 了 几何 学 是 什么 的 本 来 理解 . 它 的 研究 对 象 与 
使 用 范围 迅速 扩大 . 1854 年 著名 的 德国 的 数学 家 黎 曼 继 罗 巴 切 夫 斯 基 之 后 在 这 个 方向 上 完 
成 了 最 重要 的 步骤 . 他 提出 了 几何 学 家 能 够 研究 的 “空间 ”的 种 类 有 无 限 多 的 一 般 思想 ,并 指 
”出 这 种 空间 的 可 能 的 现实 意义 . 如 果 说 ,以 前 几何 学 只 研究 物质 批 界 的 空间 形式 ,那么 现在 ， 
现实 世界 的 某 些 其 他 形式 ,由 于 它们 与 空间 形式 类 似 , 也 成 了 几何 学 的 研究 对 象 , 可 采用 几 
何 学 的 各 种 方法 对 它们 进行 研究 . 因此 ,空间 ”这 一 术语 在 数学 中 获得 了 新 的 .更 广泛 的 ,也 
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是 更 专门 的 意义 ,同时 几何 学 方法 本 身 也 大 大 地 丰富 和 多 样 化 了 . 欧 几 里 得 几何 本 身 也 发 生 
了 很 大 的 变化 . 现在 可 研究 复杂 得 多 的 图 形 ,乃至 任意 点 集 的 性 质 . 同样 地 ,出 现 了 研究 图 形 
本 身 的 崭新 的 方法 ,在 这 些 研 究 的 基础 上 ,产生 了 各 种 新 而 又 新 的 “空间 ”和 它们 的 “几何 ”， 
罗 巴 切 夫 斯 基 空间 ,射影 空间 ,各 种 不 同 维 数 的 欧 氏 空间 、 黎 曼 空 间 、 拓 扑 空间 等 ,所 有 这 些 
概念 都 找到 了 自己 的 应 用 . 

在 19 世纪 ,代数 也 出 现 了 质 的 变化 . 以 往 的 代数 是 关于 数字 的 算术 运算 的 学 说 , 现在 这 
种 算术 运算 是 脱离 了 给 定 的 具体 数字 在 一 般 形态 上 形式 地 加 以 考察 的 . 也 就 是 说 ,在 代数 
中 , 凡 量 都 以 字母 来 表示 ,按照 一 定 的 法 则 对 这 些 字母 进行 运算 . 

现代 代数 在 保持 这 种 基础 的 同时 ,又 把 它 大 大 地 推广 了 . 现代 代数 中 还 考察 比 数 具 有 更 
普遍 得 多 的 性 质 的 “ 量 ”, 并 且 研 究 对 这 些 量 进行 运算 ,这 些 运算 在 某 种 程度 上 按 其 形式 的 性 
质 来 说 与 加 \ 减 . 乘 、 除 等 普通 算术 运算 是 类 似 的 . 向 量 是 最 简单 的 例子 ,我 们 知道 ,向 量 按照 
平行 四 边 形 法 则 相 加 , 在 现代 代数 中 进行 的 推广 达到 这 样 的 程度 , 以致- 量 " 这 个 术语 本 身 也 
常常 失去 意义 ,而 一 般 地 是 讨论 对象" 了 ,对 这 种 “对象 "可 以 进行 像 普 通 代数 运算 相似 的 运 
算 . 例如 ,两 个 相继 进行 的 运动 相当 于 某 一 个 总 的 运动 ,一 个 公式 的 两 种 代数 变换 相当 于 一 
个 总 的 变换 ,等 等 . 与 此 相应 就 可 讨论 运动 与 变换 所 特有 的 “加 法 ”. 现代 代数 在 一 般 抽象 形 
式 上 研究 所 有 这 种 类 似 的 运算 . 

现代 代数 理论 是 19 世纪 前 半 叶 从 许多 数学 家 的 研究 中 形成 的 ,其 中 万 以 法 国 数学 家 伽 
罗 瓦 著称 . 现代 代数 的 概念 、 方 法 和 结果 在 分 析 、 几 何 、 物 理 以 及 结晶 学 中 都 有 重大 的 应 用 . 
群 论 与 线性 代数 是 现代 代数 中 内 容 丰 富 的 两 个 分 支 , 并 在 自己 的 发 展 中 得 到 很 广 的 应 用 . 

分 析 也 发 生 了 深刻 的 变化 . 首先 , 它 的 基础 得 到 了 精确 化 ,特别 是 得 到 了 它 的 基本 概念 : 
函数 ,极限 、 积 分 ,最 后 是 变量 概念 本 身 的 精确 和 普遍 定义 ,实数 的 严格 定义 也 给 出 了 . 这 些 
工作 是 由 一 批 杰出 的 数学 家 完成 的 ,其 中 有 捷克 数学 家 波 尔 查 诺 ,法 国 数学 家 柯 西 , 德 国 数 
学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 等 . 

在 分 析 中 发 展 出 一 系列 新 的 分 支 ,如 实 变 阻 数论 、 复 变 函 数论 ,函数 逼近 论 、 微 分 方程 定 
性 理论 、 积 分 方程 论 , 泛 函 分 析 等 . 在 分 析 和 数学 物理 发 展 的 基础 上 同 几 何 与 代数 新 思想 相 
结合 产生 的 泛 旺 分 析 在 现代 数学 中 起 着 特殊 重要 的 作用 . 

我 们 还 必须 提 到 德国 数学 家 康 托 尔 的 集合 论 : 它 为 数学 提供 了 新 的 基础 ,促进 了 数学 的 
其 他 许多 新 分 支 的 发 展 ,对 数学 发 展 的 一 般 进 程 产生 了 深刻 的 影响 . 集合 论 还 导致 了 数学 领 
域 的 男 一 分 支 一 一 数理 逻辑 的 发 展 . 一 方面 ,数理 逻辑 溯源 于 数学 的 起 源 和 基础 , 另 一 方面 
它 又 和 计算 技术 的 最 新 课题 紧密 相连 . 数理 逻辑 得 到 了 许多 深刻 的 结果 . 这 些 结果 从 一 般 认 
识 论 的 观点 看 来 也 是 十 分 重要 的 . 


1.3 20 世纪 以 来 数学 科学 发 展 的 主要 趋势 


(1) 数学 科学 自身 . 首先 是 数学 研究 对 象 的 大 大 扩展 ,众多 新 而 又 新 的 数学 分 支 的 诞 
生 . 其 次 是 新 的 概括 性 的 概念 的 建立 和 新 的 更 高 的 抽象 程度 ,保证 了 数学 的 统一 性 . 再 次 ,新 
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的 理论 和 强 有 力 的 方法 出 现 了 ,使 得 以 前 不 可 能 解决 的 问题 变 为 可 能 . 

《2) 数学 基础 . 对 数学 基础 的 更 为 深刻 的 分 析 , 对 数学 概念 的 相互 关系 ,单个 理论 的 结 
构 的 分 析 , 对 数学 证 明和 结论 的 方法 本 身 的 分 析 , 也 是 现代 数学 的 特点 之 一 . 数学 的 基础 在 
哪里 ?在 数学 自身 ,还 是 在 别 的 什么 地 方 ? 这 些 问题 的 进一步 讨论 放 在 第 十 八 章 . 

《3) 数学 应 用 . 数学 的 应 用 范围 大 大 扩展 ,从 自然 科学 一 直 深 入 到 社会 科学 . 从 20 世纪 
开始 ,几乎 社会 科学 的 所 有 领域 都 不 同 程度 地 表现 出 一 种 重要 特征 , 即 这 些 学 科 的 理论 与 方 
法 正在 朝 着 日 益 数 学 化 和 形式 化 的 方向 演变 ,并 实现 从 定性 描述 到 定量 描述 的 转化 . 

(4) 计算 机 的 介入 .计算 机 对 数学 家 的 作用 就 像 望 远 镜 对 天 文学 家 . 计算 机 的 强大 计算 
能 力 大 大 地 改善 了 数学 应 用 的 状况 . 天 文学 .气象 预报 .地 震 预 测 .宇宙 飞船 和 人 造 卫 星 的 设 
计 等 没有 计算 机 的 帮助 是 不 可 能 获得 这 样 高 速 发 展 的 . 

著名 的 四 色 定 理 是 靠 计算 机 证 明 的 . 这 一 下 子 改变 了 数学 证 明 的 本 来 含义 ,为 数学 证 明 
开辟 了 新 的 途径 . 现在 ,机 器 证 明 构成 数学 中 一 个 新 的 具有 吸引 力 的 分 支 ， 

20 世纪 诞生 了 分 形 几何 与 混沌 学 ,其 中 许多 深刻 结果 正 是 借助 计算 机 得 到 的 . 没有 计 
算 机 的 帮助 ,无 法 观察 某 些 问题 中 的 一 层 深 于 一 层 的 微观 结构 . 

计算 机 激励 了 数理 逻辑 的 大 发 展 ,同时 也 促进 了 数理 语言 学 的 大 发 展 . 

在 计算 机 诞生 以 前 ,科学 实验 主要 指 的 是 物理 实验 、 化 学 实验 和 生物 实验 等 , 现在 诞生 
了 数学 实验 这 门 新 科学 . 

计算 机 的 诞生 使 信息 处 理 的 速度 大 大 加 快 . 信息 传输 与 交流 正在 全 球 化 ,学 术 界 对 新 事 
物 .新 学 科 的 反映 更 加 敏感 . 


2 数学 文明 的 发 祥 


数学 文明 的 发 祥 可 以 追 湖 到 4 千年 前 ,甚至 更 久 . 世界 公认 的 四 大 文明 古国 : 中 国 、 埃 
及 ,巴比伦 .印度 ,其 文明 程度 的 主要 标志 之 一 就 是 数学 的 萌芽 . 

在 古 希腊 人 登场 之 前 ,数学 ,作为 一 门 有 组 织 的 ,独立 的 和 理性 的 学 科 而 言 , 是 不 存在 
的 .但 是 ,巴比伦 人 、 埃 及 人 已 经 为 数学 的 诞生 积累 了 丰富 的 知识 .希腊 人 相信 ,数学 起 源 于 
埃及 . 


2.1 埃及 一 一 几何 的 故乡 


对 埃及 古代 数学 的 了 解 主要 根据 19 世纪 中 期 和 末期 发 现 的 两 眷 纸 草书 . 一 卷 是 苏格兰 
人 兰 德 (Henry Rhind) 于 1858 年 获得 的 ,现存 英国 博物 馆 , 称 《4 兰 德 草 卷 》.《 兰 德 草 卷 ) 大 约 
于 公元 前 1650 年 前 后 写 出 ,其 中 包含 85 个 数学 问题 . 另 一 卷 是 俄国 人 格 列 尼 切 夫 于 1893 
年 获得 的 . 并 于 1912 年 存 人 莫斯科 博物 馆 , 故 称 《 莫 斯 科 草 卷 》 据 考 证 , 它 比 4 德 兰草 卷 》 早 
2 个 世纪 . 其 中 包括 25 个 数学 问题 . 从 这 两 份 文献 中 可 看 出 , 古 埃 及 的 数学 至 少 有 下 面 几 项 
内 容 : 


8$2 数学 文明 的 发 祥 95 


(1) 创造 了 一 套 从 1 到 10000000 的 象形 数字 记号 . 8 
(2) 已 掌握 了 加 . 减 乘 . 除 四 种 算术 运算 . A 
(3) 有 了 分 数 概念 ,但 计算 较 繁 . 

(4) 有 了 等 差 级 数 、 等 比 级 数 、 一 元 一 次 方程 和 一 元 二 


次 方程 的 概念 . 
(5) 在 几何 学 方面 ,会 算 一 些 平面 图 形 的 面积 和 一 些 立 
体 的 体积 . z 
(6) 求 出 了 的 近似 值 : r 一 全 一 3 1605. | 图 541 


《7) 他 们 熟悉 比例 的 基本 原理 ,已 有 三 角 函 数 的 萌芽 . 
埃及 数学 最 光辉 的 成 就 之 一 是 ,他 们 给 出 了 以 两 个 正方 形 为 底 的 楼 台 的 体积 公式 (图 
5-1): 


V= 言 ACa 十 ob 十 好 )， 


其 中 a,b 分 别 是 两 个 正方 形 的 边 长 , h 是 楼 台 的 高 . 这 个 解法 出 现在 《莫斯科 草 卷 》 中 . 原文 
是 这 样 的 :“ 如 果 告 诉 你 ,一 个 截 顶 金字 塔 垂直 高 度 为 6 腕 尺 ( 古 埃及 的 长 度 单位 ,由 肘 至 中 
指 尖 的 长 度 , 约 18 一 22 英寸 ) ,底面 每 边 长 4 腕 尺 , 顶 面 每 边 长 2 腕 尺 . 4 的 平方 得 16,4 的 
二 倍 为 8,2 的 平方 是 4. 把 16,8,4 加 起 来 得 28, 取 6 的 三 分 之 一 得 2, 取 28 的 二 倍 为 56. 看 
这 个 56 正好 是 你 要 求 的 体积 .” 

只 从 两 卷 纸 草书 来 判断 古 埃及 的 数学 显然 是 不 够 的 , 正 像 用 两 本 偶然 得 到 的 中 学 教科 
书 来 判断 当今 数学 的 状况 是 不 够 的 一 样 . 埃及 的 金字 塔 就 是 一 个 明证 . 建 于 公元 前 三 千年 至 
公元 前 一 千 多 年 的 这 些 古 建筑 留 下 了 许多 数学 之 谜 : 

(1) 塔 底 每 边 长 230 m, 误 差 小 于 20 cm. 塔 高 146. 5 m, 东南 与 西北 角 误 差 仅 1. 27 cm， 
直角 误差 仅 有 12" ,方位 角 误差 在 2 到 5 之 间 . 这 样 的 精确 度 ,现代 的 建筑 也 望尘莫及 ， 

(2) 用 石 达 230 万 块 之 多 ,重量 从 2.5 吨 到 50 吨 不 等 , 石 块 间接 链 处 密 得 连 铅 笔 刀 也 
难 插入 . 

(3) 塔 高 的 10 亿 倍 恰好 等 于 地 球 到 太阳 的 距离 ; 底 边 与 高 度 之 比 的 2 倍 近 似 等 于 
3. 14159, 这 是 公元 3 世纪 时 的 人 才 得 到 的 r 的 近似 值 . 

(4) 穿 过 塔 的 子午 线 恰 好 把 地 球 上 的 陆地 和 海洋 分 为 均匀 的 两 半 . 塔 的 质心 正好 位 于 
各 大 陆 的 引力 中 心 线 上 . 

古 埃及 人 靠 什 么 计算 方法 和 计算 工具 达到 如 此 的 精确 度 呢 ?我 们 不 知道 ,但 科学 研究 
表明 ,他们 已 具有 丰富 的 天 文学 和 数学 知识 . 


2.2 巴比伦 一 一 代数 的 源头 
巴比伦 人 是 首先 对 数学 主流 作出 贡献 的 古人 .我 们 对 巴比伦 文明 和 数学 的 知识 ,无 论 是 
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古代 的 或 较 近 期 的 都 来 自 泥 版 的 文书 . 这 些 泥 版 的 制作 大 抵 在 两 段 时 期 ,有 些 是 公元 前 两 千 
年 左右 的 ,而 大 部 分 是 公元 前 600 年 到 公元 前 300 年 间 的 . 他 们 的 主要 成 就 有 : 
(1) 采用 60 位 进位 制 记 数 法 
《2) 他 们 会 开平 方 、 开 立方 ,并 有 平方 平方根、 立方 和 立方 根 的 数 表 . 他 们 算出 V2 一 1. 
414213…, 具 有 相当 高 的 精确 度 . 事实 上 ,用 掌上 计数 器 得 到 的 值 是 V2 二 1. 4142136…. 
有 一 个 问题 是 , 求 给 定 高 hh 和 宽 w 的 一 扇 门 的 对 角 线 4. 他们 给 出 了 求 4 的 近似 公式 : 
d 2 十 区 


在 hk 二 w 的 情况 下 ,这 是 一 个 很 好 的 近似 公式 . 但 没有 说 明 结 论 是 如 何 得 到 的 . 利用 二 项 式 
定理 ,我 们 给 出 一 个 现代 证 明 : 


d= v 原 干 古 一 4 人 (1 十 鉴 ) ~ 人 (1 十 寺 监 )= 4 十 晕 . 
《3) 他 们 已 经 有 了 代数 的 概念 ,尽管 没有 符号 . 他 们 知道 二 次 方程 的 求 根 公式 ,能 解 某 
些 特殊 的 含 五 个 未 知 量 的 五 个 方程 的 线性 方程 组 问题 . 
《4) 求 出 了 算术 级 数 与 几何 级 数 的 和 . 他 们 给 出 了 从 1 到 10 的 自然 数 的 平方 和 , 像 是 
使 用 了 公式 : 
于 十 下 十 … 十 到 一 (1x 言 十 zX 末 )GL 十 2 十 3 十 必 十 站， 


85) 他 们 知道 勾 股 定理 ,有 相似 形 的 概念 ,会 计算 简单 平面 图 形 的 面积 和 简单 的 立体 图 
形 的 体积 . 

(6) 圆周 分 为 360 等 份 归 功 于 巴比伦 . 

20 世纪 的 考古 工作 者 发 现 , 早 在 公元 前 1700 年 ,居住 在 美 索 不 达 米 亚 的 人 们 已 经 有 了 
高 度 发 展 的 数学 文化 . 他 们 知道 义 股 定理 是 在 毕 达 哥 拉 斯 一 千年 以 前 . 他 们 已 经 有 了 解 二 次 
方程 的 成 法 .巴比伦 人 将 二 次 方程 的 解法 化 为 一 种 正规 形式 ,其 正规 形式 是 ,已 知 两 数 的 和 
与 积 求 此 两 数 ”. 用 现代 的 代数 语言 来 叙述 就 是 ,给 定 两 个 数 p 和 g, 并 已 知 zy 一 如 ,z 十 y 一 
qs, 求 z+,y. 巴比伦 人 用 下 述 五 个 步 又 求 这 两 个 数 : 

(GD 取 g 的 一 半 ， (ii) 将 此 数 平方 ; Giii) 从 中 再 减 去 p; 

(iv) 对 所 得 的 结果 开平 方 ; 

(v) 再 加 4 的 一 半 得 出 所 求 两 数 中 的 一 数 ; 从 g 中 减 去 这 个 数 得 出 另 一 数 . 

例 设 zy==p= 二 21,zx 十 y= 二 gq 二 10, 求 z,y. 

解 ” 按 上 面 的 步 又 有 ， 


(D 全 一 寺 一 5 (DD) 5=25; (Ci) 25—p=25—21=4; (iv) Vf=2; 


(v) zx 一 2 十 了 一 2 十 5 一 7,y 一 g 7 二 10 一 7 一 3( 或 z==3,y= 二 7). 
巴比伦 人 的 正规 形式 ,用 现代 语言 来 说 就 是 一 元 二 次 方程 . 事实 上 ， 
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gr = (zx+y)zr= rry = rp rqgri+p=0, 
工 是 二 次 方程 的 解 . 根据 对 称 性 ,y 也 是 二 次 方程 的 解 . 
但 是 巴比伦 人 还 不 能 把 所 有 的 二 次 方程 都 化 为 正规 形式 ,因为 在 那个 时 代 还 没有 负数 
的 概念 .负数 的 概念 只 是 在 几 个 世纪 以 前 才 诞 生 . 
巴比伦 人 的 正规 形式 的 五 个 步骤 用 近代 的 代数 语言 来 写 ,就 是 


= + ee 


这 可 以 化 为 我 们 更 熟悉 的 形式 
全 本 


他 们 是 如 何 推出 这 一 公式 的 呢 ? 我 们 现在 无 从 知道 ,因为 那样 遥远 的 年 代 的 遗存 物 是 太 
少 了 . 

小 结 ” 说 埃及 与 巴比伦 的 数学 基本 上 是 经 验 的 ,此 话 不 错 . 但 是 数学 已 经 逐渐 形成 为 一 
个 独立 的 学 科 , 开 始 了 向 抽象 学 科 前 进 的 历程 . 埃及 的 楼 台 公 式 .` 巴 比 伦 的 二 次 方程 求 根 公 
式 都 不 是 经 验 的 结果 ,是 一 种 理性 产物 ,是 抽象 思维 的 结果 . 他 们 有 没有 数学 证 明 的 思想 ,我 
们 是 不 清楚 的 . 希腊 人 从 他 们 那里 吸取 了 丰富 的 营养 ,学 到 了 数学 知识 .数学 技能 和 数学 思 
想 , 这 是 肯定 无 疑 的 . 


2.3 印度 一 一 阿拉 伯 数 字 的 诞生 地 


印度 的 数学 发 展 似 晚 于 埃及 、 巴 比 伦 、 希 腊 和 中 国 . 印度 的 特殊 贡献 有 : 

(1) 阿拉 伯 数 码 是 印度 人 的 发 现 ,他 们 大 约 在 公元 前 4 世纪 就 开始 使 用 这 种 数码 . 这 种 
数码 在 公元 8 世纪 传人 阿拉 伯 国 家 ,后 经 阿拉 伯 人 传人 欧洲 . 

(2) 用 符号 “0” 表 示 零 是 印度 人 的 一 大 发 明 . 在 数学 中 ,“0” 的 意义 的 多 方面 的 , 它 既 表 
示 “ 无 ?的 概念 ,又 表示 位 置 记 数 法 中 的 空位 ,而且 是 数 域 中 的 一 个 基本 元 素 , 可 以 与 其 他 数 
一 起 运算 . 印度 著名 数学 家 婆罗 摩 笈多 (Brahmagupta，598 一 655) 在 他 的 天 文学 著作 《婆罗 
摩 修 正体 系 》 一 书 中 较 完整 地 叙述 了 零 的 运算 法 则 :“ 负 数 减 去 零 是 负数 ; 正 数 减 去 零 是 正 
数 ; 零 减 去 零 什么 也 没有 ; 零 乘 负数 、 正 数 或 零 都 是 零 .…… 零 除 以 零 是 空 无 一 物 , 正 数 或 负 
数 除 以 零 是 一 个 以 零 为 分 母 的 分 数 .” 

零 的 传播 要 稍 晚 一 些 ,至 迟 在 13 世纪 初 , 斐 波 那 美 的 《 算 经 》 中 已 包括 零 号 在 内 的 完整 
印度 数码 的 介绍 . 印度 数码 和 十 进 制 记 数 法 对 欧洲 的 科学 进步 起 了 重大 的 促进 作用 . 

(3) 印度 人 用 负数 表示 欠 债 ,用 正 数 表示 财产 . 628 年 左右 ,婆罗 摩 租 多 提出 了 负数 的 
四 种 运算 . 他 承认 方程 的 负 根 ,提出 平方 根 的 双 值 性 ,但 说 负数 没有 平方 根 , 因 为 负数 不 是 平 
方 数 . 印度 人 解 出 了 特殊 的 高 次 方程 . 

(4) 印度 人 在 算术 上 采取 的 另 一 个 重大 步骤 是 ,正视 无 理 数 ,并 按照 正确 的 手续 对 这 些 


数 进行 运算 . 对 无 理 数 的 和 与 差 ,他 们 是 像 整 数 那样 进行 演算 的 . 例如 , 设 有 无 理 数 V3 和 
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V12, 那 么 ， 


V3 十 M12 = MGT +H2 V3» 12= V27 = 3V3. 
计算 的 根据 是 什么 ? 用 现代 的 记号 ,其 原理 是 


Va+W6 = Vatb) +2 Vw. (5-1) 
上 面 说 的 “ 像 整 数 那 样 进行 演算 ”就 是 把 无 理 数 当做 具有 整数 那 种 性 质 的 数 来 对 待 . 例如 ,对 
整数 c 和 da ,下 式 肯 定 成 立 : 
(c+d)= VCc 干 0 = Vo td + 2ed. (5-2) 
在 (5-2) 式 中 令 c= 二 Va,d 一 V5, 则 (5-2) 式 就 是 (5-1) 式 . 
印度 人 不 像 希 腊 人 那样 细致 ,他 们 看 不 出 无 理 数 所 涉及 的 逻辑 难点 . 他 们 对 计算 的 兴趣 
使 他 们 忽略 了 哲学 上 的 区 别 .但 这 样 做 却 帮 助 数 学 取得 了 进展 ， 
《5) 他 们 研究 了 不 定 方程 . 在 不 定 方程 方面 印度 人 超过 了 丢 番 图 . 这 种 方程 出 现在 天 文 
问题 里 ,其 解 就 是 某 些 星座 出 现在 天 空 的 时 间 . 丢 番 图 只 得 出 一 个 有 理 的 解 , 印 度 人 要 求 所 
有 的 整数 解 . 求 、 


Cc 


az 土 by 二 c (a,byc 是 正 整数 ) 
的 整数 解 的 方法 是 印度 数学 家 阿利 耶 波多 (Aryabhata，476 一 约 
。 550) 最 先 提出 ,并 由 他 的 后 继 者 改进 . 
沟 罗 摩 笈多 一 个 突出 的 贡献 是 给 出 佩 尔 (PelbD) 方程 
“ az 十 1 一 更 (a 是 非 平方 数 ) 
图 5-2 的 一 种 特殊 解法 . 
(6) 在 几何 学 方面 他 们 求 出 了 边 长 为 a,5,c,4 的 四 边 形 (图 5-2) 的 面积 公式 : 
S= Vp—ap—DPp—)p—a), p= (Cat+btet ad/2. 
但 实际 上 这 个 公式 只 适合 于 圆 的 内 接 四边 形 . 
(7) 在 三 角 学 上 ,他 们 利用 二 次 插值 法 , 造 出 了 间隔 为 15 的 正 荡 表 . 
(8) 求 出 了 x 二 3. 1416. 
印度 数学 多 是 半 经 验 的 ,很 少 给 出 证 明和 推导 ,而 希腊 数学 的 突出 特征 是 坚持 严格 的 证 
明 . 印度 的 数学 也 缺乏 选择 性 ,高 质量 的 数学 和 低 质量 的 数学 往往 同时 出 现 . 正如 穆斯林 著 
作家 阿尔 。 比 鲁尼 在 其 名 著 《 印 度 》 中 所 说 的 ,印度 数学 是 “珍珠 与 酸 记 的 混合 ”. 
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世界 上 曾经 存在 21 种 文明 ,但 只 有 希腊 文化 转变 成 了 今天 的 工业 文明 , 究 其 
原因 ,万 是 数学 在 希腊 文明 中 提供 了 工业 文明 的 有 要素， 
Arnold J. Toynbee 
去 希腊 人 屹立 于 我 们 大 部 分 学 术 的 最 前 端 , 他 们 的 思想 至 今 影 响 着 我 们 ,他 们 
的 问题 经 过 延展 仍然 是 我 们 需要 解决 的 问题 . 
罗素 


古 希 腊 的 世界 并 不 限于 今天 称 作 “ 和 希腊 ”的 那 部 分 ,而 是 东部 扩展 到 爱 奥 尼 亚 (土耳其 的 
西部 ) ,西部 扩展 到 意大利 南部 和 西西 里 ,南部 扩展 到 亚历山大 (埃及 ) (插图 6-1). 爱 奥 尼 亚 


ep 


古典 时 代 的 东 地 中 海 


| 

| 1. 罗马 8. 雅典 15. 米利 都 

| 天 9. 斯 塔 盖 垃 ”16. 拜占庭 

| 3. 埃 利 亚 10. 阿布 德 拉 。 17. 罗 得 岛 

| 4. 死 罗 托 内 11. 狄 罗斯 18. 尼 多 斯 

| 5. 塔 兰 图 姆 12. 希 俄 斯 19. 珀 加 人 

| 6 盆 利 斯 13 陛 摩 斯 。”20. 亚历山大 ¢ 

| “7 普兰 尼 14 别 加 摩 。 ”21. 西 耶 纳 1 
,RR EO PT 


插图 6-1 
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地 区 的 一 个 城市 米利 都 是 希腊 哲学 .数学 和 科学 的 诞生 地 . 他 们 受到 了 巴比伦 和 埃及 文明 的 巨 
大 影响 . 米利 都 是 濒临 地 中 海 的 一 个 富庶 的 商业 大 城 ,商业 与 文化 交流 极其 方便 . 公元 前 540 
年 左右 , 爱 奥 尼 亚 地 区 落 人 波斯 人 之 手 , 但 仍 允 许 米 利 都 保持 一 些 独立 性 . 在 公元 前 494 年 爱 
奥 尼 亚 人 反抗 波斯 人 的 起 义 被 镇 压 后 , 爱 奥 尼 亚 的 地 位 就 衰落 了 . 当 希 腊 人 在 公元 前 479 年 打 
败 波斯 后 , 爱 奥 尼 亚 又 成 为 希腊 的 领土 ,但 文化 活动 区 便 移 到 了 希腊 本 土 ,雅典 则 成 为 其 活动 
中 心 . 在 亚历山大 称 大 帝 之 后 (公元 前 331 年 ) ,科学 中 心 转 到 了 亚历山大 ,一 直到 公元 500 年 . 

数学 的 进程 在 很 大 程度 上 取决 于 历史 的 进程 . 希腊 的 历史 进程 把 希腊 的 数学 史 分 成 了 
两 段 时 期 : 一 段 是 从 公元 前 600 年 到 公元 前 300 年 的 古典 时 期 ,一 段 是 从 公元 前 300 年 到 
公元 500 年 的 亚历山大 时 期 ,或 称 希 腊 化 时 期 . 
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1.1 数学 精神 的 诞生 


在 全 部 历史 里 ,最 使 人 感到 惊异 的 莫 过 于 希腊 文明 的 突然 兴起 了 . 构成 文明 的 大 部 分 东 
西 已 经 在 埃及 和 巴比伦 存在 了 好 几 千年 ,又 从 那里 传播 到 了 四 邻 的 国家 . 但 其 中 始终 缺少 某 
些 因素 ,直到 希腊 人 才 把 它 提供 出 来 . 希腊 人 在 文学 艺术 的 成 就 是 大 家 所 熟知 的 ,但 是 他 们 
在 纯粹 知识 的 领域 内 所 作出 的 贡献 更 加 非凡 . 他 们 首创 了 数学 .科学 和 哲学 . 他 们 自由 地 思 
考 着 世界 的 性 质 和 生活 的 目的 ,而 不 为 任何 因 袭 的 传统 观念 所 束缚 . 所 发 生 的 一 切 都 是 如 此 
的 令 人 惊奇 ,一 直到 现在 ,人 们 还 谈论 着 希腊 的 天 才 . 

我 们 的 目的 在 于 数学 . 希腊 人 是 如 何 看 待 埃 及 和 巴比伦 的 数学 呢 ? 

柏拉图 说 :“ 无 论 我 们 希腊 人 接受 什么 东西 ,我 们 都 要 将 其 改善 ,并 使 之 完美 无 缺 . 他 
们 是 这 么 说 的 ,也 是 这 人 么 做 的 , 希腊 人 从 埃及 和 巴比伦 人 那里 
学 习 了 代数 和 几何 的 原理 .但 是 ,埃及 和 巴比伦 人 的 数学 基本 
上 是 经 验 的 总 结 ,是 零散 的 和 乏 序 的 . 希腊 人 将 这 些 零散 的 知 
识 组 成 一 个 有 序 的 、 系 统 的 整体 . 他 们 努力 使 数学 更 加 深刻 、 更 
加 抽象 .更 加 理性 化 . 埃及 和 巴比伦 的 数学 家 研究 数学 的 目的 
主要 是 为 了 应 用 ,希腊 数学 家 却 与 他 们 不 同 . 希腊 人 抽象 思维 
的 习惯 使 他 们 明显 地 区 别 于 其 他 思想 家 . 例如 , 当 他 们 看 到 一 
片 长 满 谷物 的 三 角 地 时 ,他 们 想到 的 不 是 收成 ,而 是 那个 三 角 
形 的 “三 角 性 ” 偏爱 抽象 概念 是 他 们 区 别 于 其 他 文化 的 显著 特 
点 .V3 这 个 数 就 像 一 面 镜子 一 样 反映 了 不 同文 化 的 差别 . 巴 比 
国 酌 。 伦 人 以 很 高 的 精确 度 计算 了 V3 的 近似 值 ,希腊 人 却 证 明 它 是 一 
柏拉图 。 ”个 无 理 数 .数学 的 性 质 在 希腊 人 手 里 发 生 了 根本 的 变化 . 柏 拉 

图 在 他 的 学 院 的 大 门 上 写 着 : 
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不 懂 几 何者 请 勿 入 内 


这 不 是 一 个 怪人 的 训 诚 ,而 是 反映 了 希腊 人 的 一 种 信念 ; 一 个 人 只 有 通过 理性 的 探求 和 严 
密 的 逻辑 才能 了 解 他 所 处 的 尘世 ， - 

关于 数学 基础 ,希腊 人 寻求 的 是 用 大 理 石 建造 的 牢 不 可 破 的 宫殿 . 他 们 如 何 建造 这 种 宫 
暴 呢 ? 只 能 由 演绎 法 来 建造 . 演绎 法 就 是 这 样 一 种 方法 ,从 已 认可 的 事实 出 发 ,导出 新 命题 ， 
承认 这 些 事实 就 必须 接收 导出 的 命题 . 希腊 人 坚持 演绎 推理 是 数学 证 明 的 唯一 方法 ,这 是 对 
数学 的 最 重要 的 贡献 . 他 们 坚持 ,所 有 的 数学 结论 只 能 通过 演绎 推理 才能 确定 . 它 使 得 数学 
从 木匠 的 工具 盒 .农民 的 茅屋 中 解放 了 出 来 ,使 数学 成 了 人 们 头脑 中 的 一 个 轴 想 体系 . 从 此 
以 后 ,人 们 开始 靠 理 性 ,而 不 是 凭 感官 去 判断 什么 是 正确 的 . 正 是 依靠 这 种 判断 ,理性 才 为 人 
类 文明 开辟 了 一 条 康 庄 大 道 . | 

演绎 证 明 出 现在 何 时 ? 


1.2 泰勒 斯 的 贡献 


古 希 腊 第 一 个 哲学 家 和 数学 家 是 米利 都 的 泰勒 斯 (公元 前 640 一 前 546 年 ). 他 曾 到 埃 
及 旅游 ,并 把 埃及 的 数学 知识 传 到 希腊 . 通过 波斯 的 数学 ,他 也 受到 印度 数学 思想 的 影响 . 泰 
勒 斯 是 第 一 个 在 “ 知 其 然 ” 的 同时 提出 “ 知 其 所 以 然 ” 的 学 者 ,而 被 公认 为 论证 数学 之 父 . 他 极 
力主 张 , 对 几何 学 的 陈述 不 能 凭 直觉 上 的 魏 似 合理 就 予以 接受 ,相反 ,必需 要 经 过 严密 的 逻 
辑 证 明 . 他 对 几何 学 做 出 了 巨大 贡献 . 他 的 主要 贡献 是 ,第 一 个 证 明了 下 列 的 几何 性 质 ， 

(1) 一 个 圆 被 它 的 一 个 直径 所 平分 . 

(2) 三 角形 内 角 和 等 于 两 直角 之 和 . 

(3) 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 . 

(4) 半圆 上 的 圆周 角 是 直角 . 

(5) 对 顶 角 相 等 

(6) 全 等 三 角形 的 角 - 边 - 角 定理 . 

这 些 定理 埃及 人 和 巴比伦 人 都 已 经 知道 . 泰勒 斯 不 是 第 一 个 发 现 这 些 定理 的 人 ,而 是 第 
一 个 证 明 这 些 定理 的 人 . 这 就 是 前 希腊 数学 与 希腊 数学 的 本 质 区 别 , 这 样 ,演绎 数学 就 在 希 
腊 诞 生 了 . 

当 有 人 提出 一 个 普遍 性 的 问题 时 ,哲学 就 诞生 了 ,科学 也 是 一 样 ， 作为 哲学 家 ， 泰勒 斯 认 
为 ,水 是 万 物 之 你 这 就 开始 了 和希 财 人 对 世界 本 源 的 失 索 


$ 2 毕 达 哥 拉 斯 学 派 


2.1 自然 数 是 万 物 之 母 
当 泰 勒 斯 声称 ,水 是 万 物 之 母 的 时 候 , 毕 达 哥 拉 斯 说 ,自然 数 是 万 物 之 母 . 这 是 古 希 腊 人 
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对 人 类 文明 做 出 的 最 了 不 起 的 贡献 . 他 们 已 经 直觉 地 认识 到 ,数学 在 人 类 文明 中 的 基础 
作用 . 

古 希 腊 的 第 一 个 学 派 是 泰勒 斯 创造 的 , 据 信 , 毕 达 哥 拉 斯 曾 就 学 于 素 勒 斯 . 毕 达 哥 拉 斯 
生 于 靠近 小 亚细亚 海岸 的 萨摩 斯 岛 . 他 在 米利 都 跟 泰 勒 斯 学 了 一 段 之 后 就 到 处 游历 ,其 中 有 
埃及 和 巴比伦 . 我们 知道 ,巴比伦 人 已 经 知道 了 勾 股 定理 . 毕 达 哥 拉 斯 可 能 是 第 一 个 证 明 这 
个 定理 的 人 . 他 从 巴比伦 那里 还 了 解 到 所 谓 “ 毕 达 哥 拉 斯 数 ”, 就 是 满足 勾 股 定理 的 正 整 数 ， 
如 (3,4,5) 是 一 组 勾 股 数 . 在 旅游 中 他 还 学 到 一 些 神秘 主义 教条 . 大 约 在 公元 前 525 年 ,他 移 
民 到 意大利 的 南部 希腊 居留 地 克 洛 知 . 在 那里 他 建立 了 一 个 宗教 ,科学 和 哲学 性 质 的 帮会 ， 
叫 “ 毕 达 哥 拉 斯 兄弟 会 ” 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 周围 的 世界 作 了 周密 的 观察 . 他 们 发 现 许多 
现象 都 依赖 于 数 , 如 天 体 运 动 .几何 形体 .音乐 中 音阶 的 确定 等 .由 此 ,他 得 到 万 物 缘 数 的 
思想 . 

古 希 腊 人 既 探 索 宇宙 的 奥秘 ,也 研究 人 生 的 奥秘 . 当 他 们 把 万 物 皆 数 的 观点 用 到 人 生 
时 ,就 不 免 含 有 迷信 成 分 ,而 有 消极 作用 了 . 举 个 例子 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 了 亲 和 数 . 什么 
叫 亲 和 数 呢 ? 称 两 个 自然 数 A,B 为 亲 和 数 ,车 A 的 真 因 子 之 和 等 于 B, 而 B 的 真 因子 之 和 
等 于 A. 如 220 与 284 是 一 对 亲 和 数 ， | 

220 的 真 因子 : 1,2,4,5,10,11,20,22,44,55,110. 其 和 为 284. 

284 的 真 因子 : 1,2,4,71,142. 其 和 为 220. 

古 希 腊 人 对 此 赋予 了 神秘 色彩 : 分 别 佩 带 具 有 这 两 个 数 的 人 可 确保 他 们 的 亲密 关系 . 
类 似 的 思想 在 后 来 的 占 命 术 中 得 到 发 展 , 并 一 直 延 续 至 今 . 

消极 因素 中 也 包含 有 积极 因素 , 亲 和 数 后 来 成 了 数论 的 一 个 有 趣 问题 . 在 发 现 最 初 一 对 
亲 和 数 之 后 很 长 一 段 时 期 没有 发 现 新 的 亲 和 数 ,直到 1636 年 , 费 马 才 发 现 另 一 对 : 17296 和 
18416, 两 年 以 后 ,第 卡 儿 (René Descartes) 发 现 了 第 三 对 . 欧 拉 (Leonhard Euler) 开 始 系统 
地 寻找 亲 和 数 ,并 于 1747 年 列 出 了 30 对 ,后 来 又 扩充 到 60 对 . 在 寻找 亲 和 数 的 过 程 中 有 一 
个 趣闻 : 长 期 被 忽略 的 .相当 小 的 一 对 亲 和 数 1184 和 1210, 直 到 1866 年 才 由 年 仅 16 的 意 
大 利 少年 帕 加 尼 尼 (CN. Paganini) 发 现 . 现在 已 经 知道 一 千 多 对 亲 和 数 . 

亲 和 数 的 概念 在 现代 又 有 了 新 的 推广 . 例如 ,由 三 个 或 三 个 以 上 的 数组 成 的 循环 序列 ， 
如 果 其 中 一 个 数 的 真 因 子 之 和 等 于 下 一 个 数 , 则 称 这 组 数 为 亲 和 数 链 . 目前 已 发 更 了 几 个 ， 
但 不 多 . 


2.2 上 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 数学 的 主要 贡献 


毕 达 哥 拉 斯 学 派对 数学 的 主要 贡献 是 什么 呢 ? 

〈1) 证 明了 勾 股 定理 及 其 道 定理 ， 

《2) 给 出 了 平均 数 的 概念 . 设 <,2 是 任意 两 个 有 理 数 ,那么 这 两 个 数 的 算术 平均 数 、 几 
何平 均 数 和 调和 平均 数 分 别 是 
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atb Va, _2ap 
a++b 
(3) 完全 数 的 概念 . 一 个 数 称 为 完全 数 ,如 果 这 个 数 等 于 它 的 真 因子 的 和 , 例如 ,6 和 28 
都 是 完全 数 ; 6 二 1 十 2 十 3;28 二 1 十 2 十 4 十 7 十 14. 如 果 我 们 用 oCn) 表 示 7 的 全 部 真 因 数 之 
和 ,那么 我 们 有 
o(6) = 二 1 十 2 十 3 = 二 6， 6o(28) = 二 1 十 2 十 4 十 8 十 14 一 28. 
毕 达 哥 拉 斯 可 能 发 现 了 给 出 完全 数 的 公式 : 形 如 
7 一 21(2" 一 1) (6-1) 
的 整数 是 完全 数 , 其 中 (2" 一 1) 是 素数 ,mm>1 是 自然 数 . 欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 中 给 出 
了 公式 (6-1) 的 证 明 ， 
公式 (6-1) 的 证 明 如 果 p= 二 (2 一 1) 是 素数 , 则 n= 二 2”!'p 的 真 因数 是 
1，2 ,22 2" 1,p,2p,2p,' ,2" Dp, 


这 些 因 数 的 和 是 
oln) 二 (1 十 2 十 2 十 十 2 十 Pp) 十 2” 
二 (2 一 DU 二 Pp) 二 +2" = (2 一 1)27 十 2 
= 2"1 2 一 27 二 271 一 271 2 一 2.。2” 十 2 
= 2"1(27—1)=n. 
(4) 形 数 . 在 毕 达 哥 拉 斯 时 代 还 没有 记 数 的 符号 ,他 们 就 更 多 地 依赖 于 几何 直观 . 毕 氏 
学 派 常 把 数 描绘 成 沙滩 上 的 点 子 或 石子 ,并 根据 石子 排列 的 形状 对 数 进行 分 类 . 由 此 引出 了 
一 些 代数 关系 式 . 例如 ,1,3,6,10 这 些 数 叫 做 三 角形 数 ,因为 石子 能 排 成 正三 角形 (图 6-1). 
他 们 注意 到 ,1,1 十 2,1 十 2 十 3 的 和 都 是 三 角 数 . 用 6 表示 第 n 个 三 角形 数 , 把 两 个 n 阶 三 角 
形 数 并 在 一 起 ,就 得 到 一 个 边 长 为 nn 和 和 十 1 的 矩形 点 阵 ( 图 .6-2). 很 明显 ,这 个 点 阵 中 包含 
n(n 十 1) 个 石子 .所 以 21, 二 n(n 十 1). 由 此 ,他 们 得 到 了 求 和 公式 : 


1 二 2 十 3 十 十 一 记 n(n 十 1)， (6-2) 
tn 
人 
1 3 6 10 
图 6-1 图 6-2 


现在 考虑 正方 形 数 (图 6-3) ,我 们 用 s, 表示 它们 . 他 们 注意 到 ,(n 十 1)? 一 ww 二 2n 十 1, 即 
两 个 相 邻 正方 形 数 的 差 是 一 个 奇数 (图 6-4), 由 此 得 到 
1 十 3 十 5 十 … 十 (24 一 1) 二 x. (6-3) 
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毕 达 哥 拉 斯 没有 想到 ,他 的 形 数 引起 了 后 世 许 多 大 数学 家 的 兴趣 . 1665 年 数学 家 兼 哲 
学 家 帕斯卡 写 了 一 篇 论文 ( 论 形 数 》. 在 这 篇 论文 中 ,他 断言 ,每 一 个 正 整数 是 三 个 或 更 少 的 
三 角形 数 之 和 . 例如 ， 
16 一 6 二 10， 25 一 1 二 3 十 21， 39 一 3 十 15 十 21， 150 一 6 十 66 十 78， 


让 
县 加 | = 


6-3 图 6-4 


其 实 , 在 更 早 的 时 间 费 马 也 注意 到 了 ,1636 年 , 费 马 把 这 一 结果 作为 一 个 猜想 写 信 告诉 
了 另 一 位 数学 家 梅 尔 塞 尼 . 这 个 猜想 在 1801 年 首先 为 高 斯 所 证 明 . 
观察 下 面 的 等 式 , 我 们 可 以 得 到 一 个 新 的 有 趣 结果 . 
13 =1=¥&, 
1 十 2 一 9= 有 &， 
1 十 2 十 3 一 36 一 性， 
了 十 2 十 3 十 全 一 100 一 性， 
从 这 些 等 式 我 们 立刻 会 猜 出 公式 
1 十 2 十 3 十 … 十 到 一 (2 二 了) 一 如 . (6-4) 


它 不 但 给 出 了 自然 数 的 立方 和 的 公式 ,而 且 揭示 了 自然 数 的 立方 和 与 三 角形 数 的 关系 ,这 是 
出 乎 意料 的 . 如 何 证 明 它 ? 
我 们 从 下 面 的 恒等式 开始 
[ECE 一 IT) 十 1 二 [LEGR 一 1) 十 3] 十 [EC 一 1) 十 5 十 … 
十 [EC 一 1) 十 (2 一 1)] = &k. 
借助 (6-3) ,容易 验证 这 个 公式 的 正确 性 . 在 这 个 公式 中 ,相继 取 & 二 1,2,3,…,n, 我 们 得 到 
下 面 一 组 等 式 : 


1= 1 ， 
3 十 5 一 2， 
7 十 9 十 11 一 3?， (6-5) 
13 十 15 十 17 十 19 一 和， 


nn 一 十 1j[nn 一 了 臣 十 3j 十 一 十 [nn 一 1) 十 (2n 一 1)] = 二 7. 
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把 这 2 个 等 式 加 在 一 起 ,我们 得 到 
1 十 3 十 5 十 十 [nx 一 了 十 C24 一 了] 一 二 十 如 十 十 十 
这 个 等 式 的 左边 共有 和 多少 项 ? 看 (6-5) 的 左边 就 知道 ,共有 n(n 十 1)/2 项 . 根据 (6-3)， 


2 
1 十 23 十 33 十 … 十 刀 一 (=) 一 &&. 


这 个 公式 归功 于 公元 100 年 左右 的 在 希腊 工作 的 数学 家 尼 可 马 修 斯 (Nichomachus) ,他 可 
能 是 阿拉 伯 人 . 
这 里 自然 出 现 一 个 问题 ; 前 ”个 自然 数 的 平方 和 如 何 求 ? 和 前 面 的 求 和 公式 相 比 , 稍 
微 难 一 些 . 我 们 先 考 虑 ”一 人 的 情况 ,然后 再 推广 到 一 般 情况 . 由 图 6-5, 数 底 边 的 点 子 数 和 
垂直 边 的 点 子 数 ,我 们 得 到 
( 开 十 到 十 3 十 公 ) 十 (1 十 3 十 6 十 10) 天 (1 十 2 十 3 十 4)(4 十 1). (6-6) 
由 此 可 以 算出 
(1 十 2 十 3 十 各》== 30. 


王 口 让 是 


+2+3+4+5 


图 6-5 图 66 


把 这 个 方法 推广 到 n 是 任意 的 情况 ,如 图 6-6 所 示 . 点 阵 中 的 全 部 点 子 数 是 


(1 十 2 十 3 十 … 十 2)(2 十 1) 一 (6-7) 


与 (6-6) 式 左边 相应 的 公式 是 
(十 2 十 3 十 …… 十 妈 ) 十 [L 十 G 十 2) 十 (1 十 2 十 3) 十 … 十 (1 十 2 十 … 十 由] 
(6-8) 


n(n 1)? 
2 


令 
S 一 1 十 22 十 3 十 … 十 好 ， 
利用 公式 (6-2),(6-8) 式 可 以 改写 为 


1。2 .2.3.3.4,..., n(n+tl1) 
St (二 


= S 十 却 [1GI 十 D) 十 202 十 D) 十 3(3 十 1) 十 … 十 an 十 1)] 


一 S 十 亏 [( 十 加 十 十 十 民 ) 十 (1 十 2 十 3 十 十)] 
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一 六 十 
与 (6-7) 式 比较 ,我 们 得 到 


nn 十 1) 
一 了 


n(n 十 1) _ 222 十] 
2 9 


3 
2 4 


从 而 


3S _ nnt+1)? za 十 1) _ n(nt1)(2nt1) 
2 2 4 4 


最 后 得 到 
(6-9) 


So n(n 十 1)(2n 十 1) 
6 . 


公式 (6-9) 的 另 一 个 巧妙 的 证 明 是 13 世纪 的 数学 家 斐 波 那 契 给 出 的 . 他 利用 了 下 面 的 
恒等式 : 
EC 十 1)(2 有 十 1) 一 (一 1)RC2R 一 1) 十 6&2. 
令 & 一 1,2,3，…, 7 就 得 到 下 面 一 组 等 式 : 
1.2.3 一 6.12， 
2.3.5 一 1.2.3 十 6.22， 
3.4.7 一 2.3.5 十 6.32:， 


(2 一 1)2(22 一 1) 一 (2 一 2)(2 一 1)(22 一 3) 十 6。(z 一 1)， 
zz 十 1)(22 二 1) 一 (2 一 1)2(22 一 1) 十 6。 了 2 . 
一 个 重要 的 事实 是 ,上 面 的 等 式 组 中 ,左边 和 右边 出 现 了 共同 项 . 把 这 个 等 式 边 边 相 加 , 消 
去 共同 项 ,我 们 得 到 
n(n 二 1)(2n 十 1) 一 6。( 志 十 2 十 3 十 … 十 天) 
由 此 ,将 6 除 过 去 ,立刻 可 以 得 到 公式 (6-9). 

得 到 上 面 这 些 求 和 公式 实际 上 使 用 了 两 种 方法 ,一 种 是 几何 方法 ,一 种 是 代数 方法 . 几 
何方 法 很 直观 ,容易 掌握 ,代数 方法 显得 很 巧妙 ,不 易 想 到 . 科学 发 展 的 目的 是 ,使 上 一 代 天 
才 才 能 做 的 事 , 下 一 代 的 常人 就 能 做 , 后 面 我 们 还 将 提供 求 和 的 代数 方法 ,使 之 变 得 平易 近 
人 ,容易 把 握 . 

形 数 的 研究 直到 今天 还 是 一 个 活跃 的 课题 ,例如 ,近代 有 人 使 用 某 些 很 先进 的 数学 第 一 
次 证 明了 , 恰 有 6 个 三 角形 数 是 3 个 相继 整数 的 乘积 . 


2.3 第 一 次 数学 危机 


在 数 的 概念 的 发 展 史上 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 最 大 成 就 是 发 现 了 “无理 数 ”. 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 的 学 者 们 直觉 地 认为 ,任何 两 个 线段 一 定 有 一 个 公共 度量 ;也 就 是 说 ,给 定 任何 两 个 线段 ， 
一 定 能 找到 第 三 个 线段 ,也 许 很 短 , 使 得 给 定 的 线段 都 是 这 个 线段 的 整数 倍 . 事实 上 ,即使 现 
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代 人 也 会 这 样 认 为 .由 此 可 以 得 到 结论 ,任何 两 个 线段 的 比 都 是 整数 的 比 , 或 者 说 ,两 个 线段 
的 比 都 是 有 理 数 . 我 们 可 以 想象 , 当 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现存 在 某 些 线段 的 比 不 是 有 理 数 时 ， 
他 们 的 心理 会 引起 多 么 大 的 震动 . 这 就 爆发 了 第 一 次 数学 危机 . 数学 基础 的 第 一 次 危机 是 数 
学 史上 的 一 个 里 程 碑 . 它 的 产生 和 克服 都 有 重要 的 意义 . 

事实 上 ,正方 形 的 对 角 线 与 它 的 一 边 的 比 就 不 是 有 理 数 ( 图 6-7). 
由 勾 股 定理 ,这 个 比 是 V2. 我们 来 证 明 V2 是 无 理 数 . 

定理 1 V2 是 无 理 数 . 1 

在 证 明定 理 之 前 ,我 们 首先 指出 这 样 一 个 简单 事实 : 偶数 的 平方 
是 偶数 ,奇数 的 平方 是 奇数 . 事实 上 , 设 pp 是 一 个 偶数 , 即 

一 2m (m 是 整数 )， 1 
从 而 图 6-7 
p’: = 4m’ 
仍 是 偶数 , 即 能 被 2 整除 . 设 g 是 一 个 奇数 , 即 
| gq 二 2m 十 1 (lm 是 一 整数 )， 
从 而 . 
g = (2m 十 1)? 二 4m 十 4m 十 1 

仍 是 奇数 , 即 不 能 被 2 整除 . 这 样 一 来 ,我 们 可 以 断言 , 若 p* 是 偶数 , 则 bp 一定 是 偶数 . 

定理 1 的 证 明 今 用 反 证 法 证 明 , 即 假定 定理 的 结论 不 成 立 , 从 而 引出 一 个 矛盾 . 

假设 V2 不 是 无 理 数 ,而 是 有 理 数 , 即 V2 二 p/q, 其 中 p 和 4g 是 正 整数 , 且 没 有 公 因 数 . 这 
样 一 来 ,p,q 不 会 同时 是 偶数 ,不 妨 设 g 是 奇数 ,于 是 

p= V2g, 
平方 得 “= 2¢9. 
因为 pr 是 一 个 整数 的 两 倍 , 所 以 产 必 是 偶数 ,从 而 p 也 是 偶数 . 设 p= 二 2r, 这 时 上 式 变 为 
4 一 2 即 9 一 272. 

这 样 一 来 ,9 是 偶数 ,从 而 aq 也 是 偶数 ,这 与 g 是 奇数 的 假定 相 了 矛盾 . 假设 V2 是 有 理 数 导致 了 
矛盾 . 因此 必须 放弃 这 个 假设 . 定理 证 毕 ， 

这 个 证 明 可 以 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 找到 ,实际 上 远 在 欧 几 里 得 之 前 已 经 有 了 这 
个 定理 的 证 明 . 这 是 间接 证 明 的 一 个 最 经 典 的 例子 . 反 证 法 也 称 为 归 雇 法. 著名 的 英国 数学 
家 G. H. 哈代 对 于 这 种 证 明 方法 作 过 一 个 很 有 意思 的 评论 , 在 棋 类 比赛 中 ,经 常 采用 一 种 策 
略 是 “ 弃 子 取 势 ”一 一 牺牲 一 些 棋子 以 换取 优势 . 哈代 指出 , 归 雇 法 是 远 比 任何 棋 术 更 为 高 超 
的 一 种 策略 ; 棋 手 可 以 牺牲 的 是 几 个 棋子 ,而 数学 家 可 以 牺牲 的 却 是 整个 一 盘 棋 . 归 雇 法 就 
是 作为 一 种 可 以 想象 的 最 了 不 起 的 策略 而 产生 的 . 但 是 ,现代 直觉 主义 者 却 反 对 间接 证 明 . 
他 们 认为 ,从 间接 证 明 中 只 能 得 到 矛盾 , 别 的 什么 也 得 不 到 . 

下 面 我 们 给 出 正方 形 的 对 角 线 与 边 不 可 公 度 的 几何 证 明 . 这 个 证 明 比 前 面 的 证 明 更 古 
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老 . 其 基本 思想 是 ,从 任 一 个 正方 形 开 始 ,我 们 可 以 构造 一 
系列 正方 形 ,其 中 一 个 比 一 个 小 ， 

定理 1 的 几何 证 明 如 图 6-8 所 示 , 在 正方 形 ABCD 
中 , 令 AB 二 5 ,AC 二 qi. 在 对 角 线 AC 上 ,截取 AE==5. 再 
作 线 段 EF 垂直 于 AC ,并 交 BC 于 下 . 容易 证 明 

NBAF 2 AFAE. 
因此 ,根据 全 等 三 角形 对 应 边 相 等 ,我 们 有 EF 二 FB. 在 直 
角 三 角形 FEC 中 ,了 ECF 二 45", 从 而 三 角形 FEC 是 等 腰 
6-8 三 角形 ,自然 有 CE 一 FE 

接着 ,我 们 构造 第 二 个 正方 形 CEFG, 它 以 ss 二 CE 二 qi 一 $1 为 边 ,以 d; = 二 CB 一 FB=;s 
$2 为 对 角 线 . 

这 个 过 程 可 以 永远 重复 下 去 ,得 到 一 系列 越 来 越 小 的 正方 形 ,它们 的 边 和 对 角 线 满足 关 
系 式 : 


2 = di Sols do 一 3 — Sn. 
几何 构造 过 程 已 经 结束 ,现在 证 明正 方形 的 边 和 对 角 线 是 不 可 公 度 的 . 仍 用 反 证 法 . 如 
果 它 们 是 可 公 疼 的 , 则 一 定 存在 一 个 更 小 的 线 眉 8, 使 得 
smd, di = ne, 
于 是 


32 和 一 di 一 3 


一 (ni mi)e 一 722G， 


d; 一 St 一 $2 


= (mC— m2)6 一 nd. . 
这 里 mz 过 mm ,12 过 m1. 重复 这 个 过 程 , 就 得 到 
工 委 <7M < < 1， 
1 所 …< 一 ms < < ma， 
现在 我 们 得 到 了 了 矛盾, 因为 比 m; 和 nm 小 的 正 整数 只 有 有 限 个 ,这 与 几何 构造 过 程 的 无 限 性 
相 矛 盾 ， 

第 一 次 数学 危机 表明 ,希腊 的 数学 已 经 发 展 到 这 样 的 阶段 ,数学 已 由 经 验 科学 变 为 演绎 
科学 . 其 他 文明 也 发 现 了 V2 这 一 类 的 无 理 数 ,但 他 们 没有 深究 . 因为 他 们 没有 把 数 作为 人 类 
文明 的 基础 ,他 们 的 目的 仅 在 于 应 用 . 中 国 、 埃 及 .巴比伦 和 印度 的 数学 没有 经 历 这 样 的 危 
机 ,因而 一 直 停留 在 实验 科学 , 即 算术 的 阶段 ,希腊 则 走 上 了 完全 不 同 的 道路 ,形成 了 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 } 与 亚 里 士 多 德 的 逻辑 体系 ,而 成 为 现代 科学 的 始祖 ， 


2.4 第 一 次 数学 危机 的 消除 
无 理 数 与 不 可 公 度 量 的 发 现在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 内 部 引起 了 极 大 的 震动 . 首先 ,这 是 对 毕 
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达 哥 拉 斯 哲学 思想 的 核心 , 即 “ 万 物 皆 依赖 于 整数 ”的 致命 一 击 ; 既 然 像 V3 这 样 的 无 理 数 不 
能 写成 两 个 整数 之 比 ,那么 它 究竟 怎样 依赖 于 整数 呢 ? 而 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 比例 和 相似 形 
的 全 部 理论 都 是 建立 在 这 一 假设 之 上 的 ,突然 之 间 基 础 替 塌 了 ,已 经 确立 的 几何 学 的 大 部 分 
内 容 必 须 抛弃 ,因为 它们 的 证 明 失效 了 . 数学 基础 的 严重 危机 爆发 了 . 这 个 “逻辑 上 的 丑闻 ” 
是 如 此 可 怕 , 以 致 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 此 严守 秘密 . 据说 米 太 旁 登 的 希 帕 苏 斯 把 这 个 秘密 泄露 
了 出 去 ,结果 被 抛 进 大 海 . 还 有 一 种 说 法 是 ,将 他 逐 出 学 派 ,并 为 他 立 了 一 个 墓碑 ,说 他 已 经 
死 了 . 

这 个 “逻辑 上 的 丑闻 ?是 数学 基础 的 第 一 次 危机 , 既 不 容易 ,也 不 能 很 快 地 被 消除 . 大 约 
在 公元 前 370 年 ,才华横溢 的 希腊 数学 家 欧 多 克 索 斯 以 及 毕 达 哥 拉 斯 的 学 生 阿 尔 希 塔 斯 
(CArchytas, 约 公元 前 400 一 前 350) 给 出 两 个 比 相 等 的 定义 ,从 而 巧妙 地 消除 了 这 一 “丑闻 ”. 
他 们 给 出 的 定义 与 所 涉及 的 量 是 否 可 公 度 无 关 . 当然 从 理论 上 彻底 克服 这 一 危机 还 有 待 于 
现代 实数 理论 的 建立 . 在 实数 理论 中 ,无 理 数 可 以 定义 为 有 理 数 的 极限 ,这样 又 恢复 了 毕 达 
哥 拉 斯 的 “万 物 强 依赖 于 整数 ”的 思想 . 


2.5 几何 作 主 导 


在 古 希 腊 儿 何 学 一 直 是 数学 的 主导 方面 . 究 其 原因 ,第 一 次 数学 危机 产生 重要 的 影响 ， 
古 希 腊 时 代 没 有 无 限 小 数 , 他 们 不 知道 在 算术 中 如 何 去 处 理 像 /2 这 样 的 无 理 数 . 但 是 ,他 们 
知道 V2 是 一 个 长 度 ,于 是 他 们 通过 几何 去 理解 它 . 这 使 得 他 们 的 代数 常常 以 几何 形式 出 现 ， 
即 以 几何 术语 表达 代数 恒等式 . 

例如 ,代数 中 的 加 乘 分 配 律 

ab 十 c) 一 吗 十 ac. 

他 们 就 想象 为 矩形 面积 的 加 法 律 ,如 图 6-9 所 示 . 这 是 《几何 原本 》 中 第 二 卷 的 命题 1, 欧 几 
里 得 是 这 样 说 的 : 如 果 有 两 条 线段 ,其 中 一 条 被 任意 分 成 若干 份 , 则 由 两 条 线段 所 围 成 的 矩 
形 等 于 由 未 被 分 的 线段 与 每 一 个 小 线段 所 围 成 的 矩形 之 和 ， 


b 
a a 
‘ 
b ‘ a b 
图 6-9 


图 6-10 
等 式 
(Z 十 有 2 一 02 十 2018 十 号 
， 由 图 6-10 解释 . 这 是 4 几何 原本 》 中 第 二 卷 的 命 顾 4, 欧 几 里 得 是 这 样 说 的 ， 
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如 果 一 条 线段 被 分 成 两 部 分 , 则 以 整个 线段 为 边 的 正方 形 等 于 分 别 以 这 两 部 分 为 边 的 
正方 形 以 及 这 两 部 分 为 边 的 矩形 的 两 倍 之 和 . 


3 和 希腊 的 几何 学 


3.1 亚历山大 时 期 


希腊 诸 国政 治 上 的 分 裂 , 为 北方 强大 的 马其顿 的 人 侵 提供 了 方便 . 马其顿 的 菲利普 王 逐 
步 向 南 扩张 ,公元 前 338 年 他 打败 了 雅典 人 ,使 希腊 沦 为 马其顿 帝国 的 一 部 分 . 两 年 以 后 , 野 
心 勃 勃 的 亚历山大 大 帝 继 承 他 父亲 非 利 普 的 未 竟 之 业 , 发 动 了 空前 的 侵略 战争 ,大 大 地 扩大 
了 马其顿 帝国 的 版 图 . 在 他 取胜 的 地 方 ,选择 良好 的 位 置 ,建造 了 一 系列 城市 . 进入 埃及 之 
后 ,在 公元 前 332 年 他 建筑 了 亚历山大 城 . 在 极 短 的 时 间 内 ,这 座 城 就 成 为 富有 而 壮丽 的 世 
界 性 城市 . 公元 前 323 年 亚历山大 大 帝 死 后 ,他 的 帝国 被 军事 领袖 所 瓜分 ,最 终 形 成 三 个 帝 
国 , 但 仍然 在 希腊 文化 的 约束 之 下 . 大 约 公元 前 .306 年 , 托 勤 玉 开始 统治 埃及 . 他 把 亚历山大 
定 为 首都 .为 了 吸引 有 学 问 的 人 到 这 里 来 , 便 建立 了 著名 的 亚历山大 大 学 . 就 其 规模 和 建制 
来 说 ,可 同 现代 大 学 媲美 . 大 学 的 中 心 是 图 书馆 . 这 座 图 书馆 在 很 长 时 间 内 被 称 为 是 收集 世 
界 各 地 学 术 著 作 最 多 的 宝库 ,藏书 超过 60 万 卷 纸 草书 . 大 学 建成 于 公元 前 300 年 , 它 使 亚 历 
山大 成 为 希腊 民族 精神 的 首府 ,并 持续 了 近 一 千年 . 欧 几 里 得 (Euclid, 约 公元 前 330 一 前 
275) 就 在 这 个 时 候 来 到 亚历山大 大 学 的 ,他 可 能 来 自 雅典 ,在 这 里 他 主持 数学 系 ， 


3.2 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 


关于 欧 几 里 得 的 生平 ,人 们 知之 甚 少 , 甚 至 连 他 的 出 生年 月 和 出 生地 点 都 不 知道 . 但 却 
留 下 了 两 个 有 启发 意义 的 故事 .一 个 故事 说 , 当 国 王 托 勒 玫 向 欧 几 里 得 询问 学 习 几 何 学 的 捷 
径 时 ,他 管道 “在 几何 学 中 没有 王者 之 路 . ” 男 一 个 故事 是 , 当 一 个 学 生 问 他 ,学 了 这 门 课 会 
得 到 什么 好 处 时 ,他 便 命令 一 个 奴隶 给 这 个 学 生 一 个 便士 ,并 说 :“ 因 为 他 总 要 从 他 学 习 的 
东西 中 得 到 好 处 .” 

欧 几 里 得 虽然 是 一 个 至 少 有 10 部 著作 的 数学 家 ,而 且 其 中 5 部 被 相当 完整 地 保存 了 下 - 
来 ,但 使 他 名 垂 不 朽 的 是 《几何 原本 》. 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 出 现 是 数学 史上 的 一 个 伟大 
的 里 程 碑 . 从 它 刚 问世 起 就 受到 人 们 的 高 度 重 视 . 在 西方 世界 除了 《圣经 》 以 外 没有 其 他 著作 
的 作用 、 研 究 .印行 之 广泛 能 与 4 几何 原本 》 相 比 , 自 1482 年 第 一 个 印刷 本 出 版 以 后 ,至 今 已 
有 一 千 多 种 版 本 . 在 我 国 , 明 朝 时 期 意大利 传教 士 利 玛 窦 与 我 国 的 徐光启 合 译 前 6 卷 ,于 
1607 年 出 版 . 中 译本 书 名 为 《几何 原本 》 徐光启 曾 对 这 部 著作 给 以 高 度 评价 . 他 说 : 

“此 书 有 四 不 必 : 不 必 疑 ,不 必 抽 ,不 必 试 ,不 必 改 .有 四 不 可 得 : 和 欲 脱 之 不 可 
得 , 欲 驶 之 不 可 得 , 欲 减 之 不 可 得 , 欲 前 后 更 置 之 不 可 得 .有 三 至 三 能 ; 似 至 蜂 , 实 
至 明 , 故 能 以 其 明明 他 物 之 至 上 ; 似 至 繁 , 实 至 简 , 故 能 以 其 简 简 他 物 之 至 繁 ; 似 至 
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难 , 实 至 易 , 故 能 以 其 易 易 他 物 之 至 难 , 易 生 于 简 , 简 生 于 明 , 综 其 妙 在 明 而 已 ,” 


《几何 原本 》 的 传人 对 我 国 数学 界 影响 颇 大 . 

欧 几 里 得 几何 学 的 影响 远 远 地 超出 了 数学 以 外 ,而 对 整个 人 类 文明 都 带 来 了 巨大 影响 ， 
它 对 人 类 的 贡献 不 仅仅 在 于 产生 了 一 些 有 用 的 .美妙 的 定理 ,更 重要 的 是 它 孕 育 了 一 种 理性 
精神 . 人 类 的 任何 其 他 创造 都 不 可 能 像 欧 几 里 得 的 几 百 条 证 明 那 样 ,显示 出 这 么 多 的 知识 都 
仅仅 是 靠 几 条 公理 推导 出 来 的 . 这 些 大 量 深奥 的 演绎 结果 使 得 希腊 人 和 以 后 的 文明 了 解 到 
理性 的 力量 ,从 而 增强 了 他 们 利用 这 种 才能 获得 成 功 的 信心 . 受到 这 一 成 就 的 鼓舞 ,人 们 把 
理性 运用 于 其 他 领域 . 神学 家 、 逻 辑 学 家 .哲学 家 、 政 治 家 和 所 有 真理 的 追求 者 都 纷纷 仿效 欧 
几 里 得 的 模式 ,来 建立 他 们 自己 的 理论 . 


3.3 正 多 边 形 作 图 


用 直 尺 与 圆规 可 以 作 哪 些 正 多 边 形 , 这 是 欧 氏 几何 的 一 个 重要 问题 . 正 多 边 形 是 这 样 一 
种 多 边 形 , 它 的 顶点 等 距离 地 位 于 一 个 圆周 上 . 如 果 它 有 x 个 顶点 ,就 称 它 是 正 n 边 形 . 从 顶 
点 到 贺 心 n 条 连 线 构成 n 个 中 心 角 ,每 个 角 为 360"/n. 如 果 能 作出 这 样 大 小 的 一 个 角 ,就 能 
作出 这 个 正 x 边 形 .十 希 腊 会 做 哪些 正 多边 形 呢 ? 

《1》 用 直 尺 和 圆规 可 等 分 一 个 任意 角 . 通过 平分 180" 角 ,可 作出 正四 边 形 . 进而 作出 正 
2" 边 形 ，z 一 2 ,3，…. 

(2) 会 作 正三 角形 ,从 而 会 作 正 3，2" 边 形 , n= 二 1,2,3,*…， 

(3) 会 作 正 五 边 形 ,从 而 会 作 正 5. 2" 边 形 , xn 二 1,2,3,…. 

希腊 人 还 会 作 正 十 五 边 形 . 因为 ,会 作 正 三 角形 就 会 作 60" 角 ,会 作 正 五 边 形 就 会 作 72” 
角 , 它 的 一 半 是 36" 角 ;而 
360° 
30 
这 是 正 30 边 形 的 中 心 角 . 因而 正 30 边 形 可 作 , 从 而 正 15 边 形 就 作出 了 . 

因为 二 等 分 一 个 角 是 容易 的 ,所 以 在 考察 正 多 边 形 作 图 时 ,只 需 研 究 n 是 奇数 就 行 了 . 
希腊 人 可 以 做 的 奇数 边 正 多 边 形 只 有 正 3 边 形 . 正 5 边 形 、 正 15 边 形 三 种 . 这 个 记录 保持 了 
约 两 千年 ,直到 高 斯 的 出 现 . 


3.4 五 种 正 多 面体 


我 们 先 讨论 用 正 多 边 形 填 满 平面 的 问题 ,这 将 为 研究 正 多 面体 打下 基础 , 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 已 经 知道 ,用 正 多 边 形 填 满 平面 只 有 三 种 方式 : 正三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 (图 6-11). 
能 不 能 给 出 一 个 证 明 ? 

事实 上 ,一 个 轧 边 形 可 以 分 成 p 一 2 个 三 角形 (图 6-12), 所 以 一 个 正之 边 形 的 内 角 和 是 
《Pp 一 2)x. 从 而 正 p 边 形 的 每 一 个 角 是 (p 一 2)x/p, 如 果 g 个 正 p 边 形 能 够 填 满 平面 ,那么 


60° X2—36°X3=12= 
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q(p— 2)x = 9x 


asles 


图 6-11 图 6-12 


这 个 式 子 可 以 化 为 
1 


p 9 

由 于 p,q 是 大 于 2 的 自然 数 ,所 以 要 使 (6-10) 成 立 , 只 可 能 有 下 表 中 所 列 结果 . 即 下 面 
三 种 结果 : 第 2 列表 示 用 6 个 正三 角形 可 以 填 满 平面 .第 3 列表 示 用 4 个 正方 形 可 以 填 满 
平面 .第 4 列表 示 用 3 个 正六 边 形 可 以 填 满 平面 . 

p 3 4 现在 回 过 头 来 ,讨论 正 多 面体 . 

一 二 如 果 多 面体 的 各 面 都 是 全 等 的 正 多 边 形 ,那么 

这 个 多 面体 就 叫做 正 多 面体 . 虽然 在 平面 上 有 许多 

正 多 边 形 存在 ,但 在 空间 只 能 构成 五 种 不 同 的 正 多 

面体 : 正四 面体 ,正六 面体 ,正八 面体 , 正 十 二 面体 ,正二 十 面体 (图 6-13). 即 按 其 面 数 的 多 

少 命名 . 五 种 不 同 的 正 多 面体 通常 称 为 柏拉图 体 . 但 这 并 不 正确 ,正四 面体 ,正六 面体 ,正八 

面体 应 该 归功 于 毕 氏 学 派 ,而 正 十 二 面体 ,正二 十 面体 应 该 归功 于 狄 埃 太 图 斯 (Theaete- 

tus)，20 世纪 的 著名 数学 家 外 尔 (Weyl, H, ) 在 人 《对称 ;一 书 中 讲 到 正 多 面体 的 发 现时 评论 

说 :“ 人 们 可 能 会 说 前 三 个 多 面体 的 存在 只 是 一 个 十 分 平凡 的 事实 . 不 过 ,发 现 后 两 个 正 多 
面体 确实 是 整个 数学 史上 最 优美 .最 奇妙 的 发 现 之 一 .” 

四 面体 .六 面体 和 八 面 体 自然 界 就 有 ,许多 晶体 就 是 这 样 . 例如 , 硫 代 匀 酸 盐 (MSbS,)、 
普通 的 盐 结晶 和 铬 砚 结 晶 分 别 是 这 三 种 多 面体 . 插图 6-2 取 自 海 克 尔 的 《挑战 者 号 专题 论 
集 》 它 显 示 了 几 种 硅 蔬 的 残 通 . 图 中 的 2,3,5 分 别 为 八 面体 .二 十 面体 和 十 二 面体 . 其 规则 
性 令 人 惊讶 . 

无 论 如 何 , 对 于 所 有 五 种 正 多 面体 的 描述 是 柏拉图 给 出 的 . 在 4 划 迈 欧 》 中 ,他 讲 了 如 何 
用 正三 角形 、 正 方形 和 正 五 边 形 构造 出 这 些 正 多 面体 . 

为 什么 只 有 五 种 正 多 面体 ? 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 给 出 了 一 个 证 明 . 他 基本 思想 是 : 
如 果 g 个 正 p 边 形 在 一 个 顶点 相 会 ,那么 g 个 顶 角 的 和 小 于 2x. 例如 ,在 正方 体 的 顶点 处 ， 
三 个 角 的 和 是 3x/2. 在 一 般 情况 下 , 设 一 个 正 多 面体 ,在 每 一 个 顶点 处 有 9g 个 面 ,每 一 个 面 
是 正 p 边 形 .类似 于 公式 (6-10) ,我 们 有 不 等 式 


1 
了 (6-10) 
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6-13 插图 6-2 
gq(p—2)x 
a <<2r. 
由 此 得 到 不 等 式 
1 1 1 
方 十 > 
由 于 p,g 是 大 于 2 的 自然 数 , 所 以 p,g 的 值 取 下 表 所 示 的 值 : 


1/p+1/g 多 面体 
2/3 正四 面体 


表 中 五 代表 多 面体 的 棱 数 ,下 代表 多 面体 的 面 数 ,V 代表 多 面体 的 项 点 数 . 考察 正 多 面 
体 中 玉 ,FF,V 的 关系 ,我 们 会 发 现 ,它们 满足 下 面 的 等 式 
Fi+V—E=2. 
这 是 一 个 一 般 公 式 , 对 任何 凸 多 面体 都 成 立 . 阿 基 米 德 可 能 公元 前 225 年 已 经 知道 这 一 公 
式 , 笛 卡 儿 在 1635 年 第 一 次 对 它 作 了 明确 陈述 . 欧 拉 在 1752 年 独立 宣布 此 结果 并 证 明了 
它 . 这 个 公式 现在 叫 欧 拉 公式 . 
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3.5 多 面体 与 宇宙 观 


正 多 面体 的 发 现 对 西方 的 早期 文明 产生 过 很 深 的 影响 . 希腊 的 哲学 家 轧 培 多 克 勒 认为 


图 6-14 


基本 元 素 只 有 四 种 : 水 、 气 、 火 、 土 . 这 个 
理论 主宰 化 学 科学 近 两 千年 之 久 . 到 了 
柏拉图 手 里 , 它 又 得 到 了 新 的 发 展 ,成 为 
“几何 或 数学 原子 论 ” 柏拉图 为 我 们 提 
供 了 用 四 种 元 素 解 释 物 理 世 界 的 方法 . 
这 些 元 素 是 由 两 种 基本 三 角形 组 成 的 几 
何 体 , 其 中 包括 半 个 等 边 三 角形 和 一 个 


等 腰 直 角 三 角形 (图 6-14), 即 半 个 正方 形 . 我 们 可 以 用 这 些 三 角形 造 出 五 种 正 多 面体 的 四 
种 . 正四 面体 、 正 立方 体 、 正 八 面体 与 正二 十 面体 分 别 代 表 火 、 土 . 气 和 水 的 基本 粒子 . 把 这 些 
立体 分 解 为 构成 它们 的 三 角形 再 对 其 重新 编排 ,就 能 实现 元 素 之 间 的 变换 . 

柏拉图 在 这 方面 正 是 近代 科学 主要 传统 的 先驱 . 一切 事物 都 可 以 化 为 几何 ,这 是 笛 卡 儿 
明确 坚持 的 观点 , 爱 因 斯 坦 也 以 一 种 不 同 的 观点 说 明了 这 一 点 . 当然 ,柏拉图 辐 于 四 种 元 素 ， 
不 能 不 说 是 一 种 局 限 性 . 但 运用 的 假说 是 数学 式 的 . 从 数 的 观点 看 ,世界 最 终 是 可 理喻 的 ,这 
正 是 柏拉图 所 接受 的 毕 达 哥 拉 斯 学 说 的 一 部 分 . 因此 ,我 们 就 有 了 一 个 进行 物理 解释 的 数学 


模式 . 就 方法 而 言 ,这 正 是 当今 理论 物理 学 的 目标 . 


在 这 一 方案 中 ,我 们 找 不 到 正 十 二 面体 . 在 五 种 正 多 面体 中 ,只 有 这 一 种 的 各 个 面 不 是 
由 两 种 基本 三 角形 ,而 是 由 正 五 边 形 组 成 的 . 正 五 边 形 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 神秘 符号 之 一 . 


它 的 构造 涉及 无 理 数 , 而 且 正 十 二 面体 看 起 来 
比 其 他 四 个 立体 都 要 圆 一 些 , 因 此 柏拉图 用 它 
来 代表 世界 

开 普 勒 在 他 的 《宇宙 之 谜 》( 出 版 于 1595 
年 , 远 在 他 发 现 天 体 运 动 三 定律 之 前 ) 一 书 中 把 
行星 系 中 的 距离 归结 为 交替 与 球面 内 接 或 外 切 
的 一 组 正 多 面体 ,如 插图 6-3 所 示 . 他 相信 他 已 
深 深 地 洞察 了 造物 主 的 奥秘 . 其 中 ,六 个 球面 对 
应 于 六 大 行星 ; 土星 .木星 . 火星、 地球、 金星 和 
水 星 , 它 们 依次 由 立方 体 、 正 四 面体 、 正 十 二 面 
体 \ 正 八 面体 与 正二 十 面体 隔 开 . (当时 , 开 普 勒 
还 不 知道 天 王 星海 王 星 和 人 香 王 星 这 三 颗 外 行 
星 , 它 们 分 别 发 现 于 1781 年 、1846 年 和 1930 
年 . ) 他 还 试图 找 出 这 一 次 序 的 理由 . 他 以 一 首 
气势 磅 磷 的 诗作 为 全 书 的 结束 . 他 宣称 :“ 我 极 
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为 相信 神 在 世上 的 意志 . "我 们 现在 仍然 共享 着 他 的 关于 字 宙 在 数学 上 是 和 谐 的 这 一 信念 . 
这 种 信念 经 受 住 了 实践 经 验 的 检验 . 不 过 ,我 们 不 再 在 静态 形式 中 ,而 是 在 动态 定律 中 去 寻 
找 这 种 和 谐 . 


3.6 圆锥 曲线 


欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 奥 斯 ( 公 元 前 262 一 公元 前 190) 是 公元 前 三 世纪 的 三 个 
数学 巨人 . 阿波 罗 尼 奥 斯 比 阿 基 米 德 约 小 25 岁 ,大约 于 公元 前 262 年 生 于 小 亚细亚 的 城市 
珀 加 . 年 轻 时 到 亚历山大 城 ,从 师 于 欧 几 里 得 . 身后 ,他 卜 居 于 亚历山大 城 ,并 与 当地 的 数学 
家 们 合作 研究 . 在 解决 三 大 难题 的 过 程 中 希腊 人 发 现 了 圆锥 曲线 . 阿波 罗 尼 奥 斯 总 其 大 成 ， 
写 了 《圆锥 曲线 论 》 这 是 古 希腊 演绎 几何 的 最 高 成 就 . 他 除了 综合 前 人 的 成 就 之 外 ,还 含有 
非常 独特 的 创见 材料 ,而且 写 得 巧妙 .灵活 ,组 织 得 很 出 色 . 按 成 就 来 说 , 它 是 一 个 如 此 痢 然 
屹立 的 丰碑 , 以致 后 代 学 者 几乎 不 能 再 对 这 个 问题 有 新 的 发 言 权 . 这 确实 是 古典 希腊 几何 的 
登峰造极 之 作 . 

阿波 罗 尼 奥 斯 以 前 的 数学 家 曾 把 圆锥 曲线 看 成 是 从 三 种 正 圆 锥 割 出 的 曲线 . 或 许 他 们 
另 有 追求 . 但 阿波 罗 尼 奥 斯 是 第 一 个 依据 同一 个 圆锥 ( 正 的 或 斜 的 ) 的 截面 来 研究 圆锥 曲线 
理论 的 人 (图 6-15). 他 也 是 发 现 双 曲线 有 两 个 分 支 的 人 . 椭圆 (ellipse) .抛物 线 (parabola) 
和 双 曲 线 (hyperbola) 这 些 名 词 也 是 阿波 罗 尼 奥 斯 提 出 来 的 . 


图 6-15 
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4.1 数学 在 新 时 期 的 特点 一 同 哲 学 断 了 交 , 同 工程 结 了 盟 

欧 几 里 得 和 阿波 罗 尼 奥 斯 当然 是 亚历山大 人 ,但 由 于 他 们 整理 了 古典 时 期 的 工作 ,我 们 
仍 把 他 们 归 入 古典 时 期 . 新 时 期 的 数学 呈现 出 新 的 特点 ,涌现 出 一 批 新 的 数学 家 ,完成 了 一 
批 新 的 成 果 . 
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首先 ,亚历山大 时 期 的 新 数学 虽然 在 理论 上 和 抽象 性 上 仍然 显示 出 希腊 人 的 天 才 ,但 却 
产生 了 与 古典 时 期 性 质 完 全 不 同 的 数学 . 亚历山大 的 几何 学 主要 专攻 那些 计算 长 度 .面积 和 
体积 的 有 用 数学 . 

其 次 ,由 于 古典 希腊 数学 家 不 愿意 把 无 理 数 当 数 来 接待 ,所 以 他 们 搞 出 了 纯粹 定性 的 几 
何 学 . 亚历山大 的 数学 则 沿袭 巴比伦 人 的 做 法 , 毫 不 犹豫 地 使 用 无 理 数 ,并 将 它们 自由 地 应 
用 于 计算 长 度 、 面 积 和 体积 . 这 项 工作 的 高 峰 是 三 角 术 的 发 展 . 

更 重要 的 是 ,亚历山大 的 数学 家 们 唤起 了 算术 和 代数 的 新 生 ,使 之 发 扬 光 大 而 成 为 独立 
的 学 科 . 在 寻求 代数 与 几何 的 直接 应 用 时 ,发展 数 的 科学 自然 是 必 不 可 少 的 ， 

在 新 时 期 应 用 数学 获得 重大 发 展 . 亚历山大 的 数学 家 们 积极 参与 力学 方面 的 工作 . 他 们 
算出 了 各 种 形体 的 质心 . 他 们 研究 力 、 斜 面 、 滑 车 和 齿轮 . 他 们 既是 数学 家 ,也 是 发 明 家 ,还 是 
光学 家 .地 理学 家 和 天 文学 家 . 古典 时 期 的 数 党 包括 算术 、 几 何 、 音 乐 和 天 文 , 亚历山大 时 期 
的 数学 范围 极其 广泛 ,包括 算术 (今日 的 数论 )、 几 何 , 力 学 、 天 文学 光学 、 测 地 学 和 声学 . 

我 们 大 致 可 以 这 样 说 ,亚历山大 的 数学 家 们 同 哲 学 断 了 交 , 同 工程 结 了 盟 . 


4. 2 ”主要 数学 成 果 概 述 


1. 阿 基 米 德 的 数学 成 就 
阿 基 米 德 大 约 于 公元 前 287 年 出 生 的 西西 里 岛 的 叙 拉 古 . 叙 拉 古 是 当时 希腊 的 一 个 殖 
民 城 市 . 公元 前 212 年 罗 a 
害 . 城 被 攻破 时 , 他 正在 潜心 研究 画 在 沙盘 上 的 一 个 图 
形 . a 
的 图 形 上 ,他 挥手 让 士兵 离开 ,以免 弄 乱 了 他 的 图 形 , 结 
) 果 那 士兵 就 用 长 矛 把 他 刺 死 了 . 阿 基 米 德 的 死 象 征 一 个 
1 时 代 的 结束 , 代 之 而 起 的 是 罗马 文明 . 

阿 基 米 德 的 著作 极为 丰富 ,但 大 多 类 似 于 当今 杂志 
上 的 论文 , 写 得 完整 .简练 . 有 十 部 著作 流传 至 今 ,有 迹象 
表明 他 的 另 一 些 著作 失传 了 . 现存 的 这 些 著 作 都 是 杰作 ， 
>= 计算 技巧 高 超 , 证 明 严格 ,并 表现 了 高 度 的 创造 性 . 在 这 

内 匡 尺 和 些 著作 中 ,他 对 数学 做 出 的 最 引 人 注 目的 贡献 是 ,积分 方 
法 的 早期 发 展 . 阿 基 米 德 的 著作 涉及 数学 .力学 和 天 文学 等 ,其 中 流传 于 世 的 有 :《 圆 的 度 
量 》《 论 球 和 圆柱 》《 论 板 的 平衡 》《 论 劈 锥 曲面 体 和 球体 》《 论 浮 体 》《 数 砂 数 》《 牛 群 问 
题 》《 抛 物 线 的 求 积 )《 螺 线 》《 方 法 》 等 . 

阿 基 米 德 的 著作 是 希腊 数学 的 顶峰 . 我 们 选 几 个 有 代表 性 的 问题 ,以 展示 阿 基 米 德 的 卓 
越 成 就 . 

在 《 论 球 和 圆柱 》 一 书 中 ,第 一 次 出 现 了 球 和 球 冠 的 表面 积 , 球 和 球 缺 的 体积 的 正确 公 
式 . 他 证 明了 下 面 的 命题 (下 面 命题 的 序号 是 原 书 的 序号 ) 
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命题 13 ” 任 一 正 圆柱 (不 计 其 上 下 底 ) 的 表面 积 等 于 一 圆 的 面积 ,该 圆 的 半径 是 圆柱 高 
和 底面 直径 的 比例 中 项 . 

命题 33 任 一 球 的 表面 积 等 于 其 大 圆 面 积 的 4 倍 . 

命题 34 的 系 ”以 球 的 大 圆 为 底 、 以 球 的 直径 为 高 的 圆柱 ， 其 体积 是 球体 积 的 3/2 ,其 包 
括 上 下 底 在 内 的 表面 积 是 球面 积 的 3/2. 

由 此 不 难得 出 我 们 熟知 的 公式 : 


S = 4rr? ， V = Snr, 


其 中 S 和 VV 分别 表示 半径 为 r 的 球 的 表面 积 和 体积 , 这 些 结果 是 通过 一 系列 命题 一 步 一 步 
推导 出 来 的 ,这 个 过 程 蔓 含 着 积分 思想 . 

在 这 个 命题 里 ,他 把 球 的 表面 积 和 体积 同 外 切 于 球 的 圆柱 的 表面 积 和 体积 作 了 比较 . 这 
就 是 那个 根据 他 的 遗愿 刻 在 他 的 董 克 上 的 著名 定理 . 

《 论 球 和 圆柱 》 的 第 二 篇 的 内 容 是 关于 球 缺 的 ,其 中 有 些 定理 值得 指出 ,因为 它们 含有 新 
的 几何 代数 的 内 容 . 例如 : 

命题 4 用 平面 将 球 截 为 两 块 ,使 其 体积 之 比 等 于 所 给 之 比 ， 

这 个 问题 从 代数 上 讲 相 当 于 解 三 次 方程 . 阿 基 米 德 通过 求 抛物 线 与 等 轴 双 曲线 的 交点 ， 
用 几何 方法 解 出 了 这 一 方程 . 

《 论 劈 锥 曲面 体 和 球体 } 一 书 论述 圆锥 曲线 旋转 形体 的 性 质 . 它 讨论 了 由 抛物 线 、 双 曲 
线 .椭圆 旋转 而 成 的 形体 . 其 主要 目的 是 , 求 用 平面 去 割 这 三 种 曲面 所 得 的 体积 . 这 部 书 的 主 
要 结果 有 (下 面 命题 中 的 序号 是 愿 书 的 序号 ) 

命题 21 ”旋转 抛物 体 任 一 截 段 的 体积 是 同 底 同 轴 圆 锥 或 锥 台 体积 的 两 倍 . 

命题 24 若 以 任意 平面 从 旋转 抛物 体 截 出 两 段 , 这 两 截 段 的 体积 之 比 等 于 其 轴 的 平方 
之 比 . 

阿 基 米 德 在 (抛物线 的 求 积 } 一 书 中 ,给 出 了 求 抛物 线 弓 形 面积 的 两 种 方法 : 力学 方法 
和 数学 方法 . 从 文中 可 看 出 ,他 对 物理 论证 和 数学 论证 分 得 非常 清楚 . 他 的 严格 性 比 牛 顿 和 
莱 布 尼 茨 要 高 明 得 多 . 

在 他 的 著作 《 螺 线 》 中 ,他 给 出 了 螺 线 的 定义 : 设 有 一 直线 保持 在 一 平面 内 , 绕 其 一 端 勾 
速 转动 ,而 同时 从 固定 点 起 有 一 点 沿 直 线 色 速 移动 ,这 时 动 点 就 描绘 出 一 条 螺 线 . 用 我 们 的 
极 坐标 表示 , 螺 线 的 方程 是 po 一 z6. 著作 中 最 深刻 的 结果 是 (下 面 命 题 中 的 序号 是 原 书 的 序 
号 ): 
命题 24 ” 螺 线 第 一 圈 与 初始 线 所 围 的 面积 (图 6-16 中 的 阴影 部 分 ) 等 于 第 一 个 圆 的 三 
分 之 一 . : 

第 一 个 圆 是 半径 为 OA 的 圆 ,其 半径 等 于 2xa, 因 此 阴影 部 分 的 面积 是 x(2xa)?/3. 

2. 三 角 术 的 创立 

亚历山大 时 期 在 希腊 的 定量 几何 学 中 产生 了 一 门 全 新 的 学 科 , 就 是 三 角 术 . 这 是 由 于 人 
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们 想 建立 定量 的 天 文学 的 需要 而 产生 的 . 其 主要 奠基 人 是 
希 帕 恰 斯 (Hipparchus)、 梅 内 劳 斯 (Menelaus) 和 托 勤 密 
《Ptolemy). 他 们 的 三 角 术 是 球面 三 角 , 但 也 包含 了 平面 三 
角 的 基本 内 容 . 希 帕 恰 斯 生 于 小 亚细亚 . 活跃 于 公元 前 140 
年 前 后 . 他 的 许多 重要 著作 已 经 失传 ,他 编制 的 第 一 个 “ 正 
发 表 ”, 被 托 勒 密 记 录 了 下 来 . 约 公元 100 年 , 住 在 亚历山大 
的 梅内 劳 斯 写 过 一 部 三 卷 的 重要 著作 《球面 学 》, 这 部 著作 
在 三 角 学 的 发 展 上 起 了 重要 的 作用 , 在 大 约 公 元 150 年 前 
后 , 托 勤 密 继 承 和 发 展 了 和希 帕 恰 斯 和 梅内 劳 斯 在 三 角 学 和 
天 文学 方面 的 工作 , 写 出 了 具有 深远 影响 的 著作 《数学 汇编 》 他 完成 了 系统 的 三 角 学 ,第 一 
次 系统 地 编制 了 可 用 的 三 角 函 数 表 . 三 角 函 数 表 的 编制 是 数学 史上 的 一 大 里 程 碑 , 因 为 没有 
三 角 函 数 表 ,实用 三 角 学 是 不 会 取得 重大 进展 的 . 

3. 算术 与 代数 的 新 发 展 

亚历山大 时 期 的 算术 和 代数 与 古典 时 期 有 了 质 的 区 别 , 它 们 已 脱离 几何 而 成 为 独立 的 
学 科 . 亚历山大 人 已 把 分 数 当 做 数 来 看 待 , 而 古典 时 期 的 数学 家 只 提 到 整数 比 ,不 提 整 数 的 
部 分 . 他 们 开始 研究 开 方 运算 ,并 使 用 无 理 数 的 近似 值 . 

尼 可 马 修 斯 (Nichomachus, 约 公元 100 年 ) 的 《算术 人 门 》 是 希腊 第 一 本 完全 脱离 了 几 
何 轨道 的 算术 书 . 希腊 人 的 算术 指 的 是 今天 的 数论 . 数学 忠 家 克 莱 因 对 此 书 的 历史 价值 评价 
甚 高 . 他 说 :“ 从 历史 意义 土 讲 , 它 对 于 算术 的 重要 性 可 以 和 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 对 几何 
的 重要 性 相 比 ”. 尼 可 马 修 斯 是 毕 达 哥 拉 斯 派 的 人 ,他 使 毕 达 哥 拉 斯 的 传统 重新 活跃 起 来 .在 
古 希 腊 的 四 门 学 科 一 一 算术 、 几 何 、 音 乐 和 天 文 中 ,他 认为 ,算术 是 其 他 各 科 之 母 : 这 


不 仅 是 因为 我 们 说 它 在 造物 主 的 心中 先 于 其 他 一 切 而 存在 ,被 创 世 主 作为 一 
种 普天 下 适用 的 至 高 方案 来 使 用 ,以 使 他 所 创造 的 物质 世界 秩序 井然 ,并 使 之 达到 
应 有 的 目标 ;而 且 也 因为 它 本 来 就 是 出 生 较 早 的 …… 


亚历山大 时 期 的 希腊 代数 到 委 番 图 (Diophantus， 约 公元 250 年 ) 达 到 顶峰 . 关于 丢 番 
图 本 人 ,除了 知道 他 活 了 84 岁 之 外 ,其 他 一 无 所 知 . 他 的 巨著 《算术 》 是 一 本 问题 集 ,全 书 13 
卷 , 目 前 尚 有 6 卷 . 丢 番 图 作出 的 一 步 重 大 进展 是 ,在 代数 中 采用 了 一 套 符号 ,或 者 称 为 简写 
更 恰当 . 这 是 一 件 了 不 起 的 事情 ,是 符号 代数 出 现 前 的 重要 阶段 . 1842 年 ,内 塞 尔 曼 (G. H. 
F. Nesselmann) 把 代数 学 符号 化 的 历史 进程 分 为 三 个 阶段 . 第 一 个 阶段 是 文字 表示 的 代数 
学 ,其 中 的 问题 及 其 解 完 全 用 文字 叙述 ,没有 任何 简写 和 符号 .第 二 个 阶段 是 简写 的 代数 学 ， 
其 中 用 一 些 速 记 式 的 简写 来 表示 经 常 出 现 的 量 、 关 系 和 运算 . 最 后 一 个 阶段 是 符号 代数 学 . 
符号 代数 学 的 出 现 只 有 四 五 百年 的 历史 . 我 们 现在 使 用 的 加 号 “十 "和 减 号 “一 ”是 1489 年 才 
由 德国 人 维 德 曼 (Widman,1462 一 1498) 引 人 的 . 

另 一 件 了 不 起 的 事情 是 丢 番 图 使 用 三 次 以 上 的 乘 备 . 古 希腊 数学 家 不 愿意 考虑 含 三 个 


图 6-16 
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以 上 因子 的 乘积 ,因为 这 种 乘积 没有 几何 意义 . 

丢 番 图 的 (算术 ;特别 以 不 定 方程 的 求解 而 著称 “不定 方程 ? 指 , 未 知 数 个 数 多 于 方程 个 
数 的 代数 方程 或 代数 方程 组 ,并 且 其 解 受到 某 种 限制 ,例如 解 是 整数 或 有 理 数 . 这 类 方程 在 
委 鼻 图 前 已 有 人 研究 过 ,例如 , 毕 达 哥 拉 斯 数组 , 阿 基 米 德 的 牛 群 问题 等 .但 丢 番 图 是 第 一 个 
对 不 定 方 程 问题 作 广泛 ,深入 研究 的 数学 家 , 今天 我 们 把 解 不 定 方程 的 问题 叫做 “ 丢 番 图 分 
析 ” 或 “ 丢 番 图 问题 ”. 

《算术 ) 中 最 有 名 的 一 个 不 定 方程 是 第 一 卷 问 题 8: 把 一 给 定 平 方 数 分 成 两 个 平方 数 . 用 
现代 符号 表示 ,就 是 给 定 xz? , 求 x,y 使 得 

22 一 2 十 好 
丢 番 图 取 x 二 16 作为 给 定 的 平方 数 , 得 到 的 答案 是 x? = 二 256/25,y’ 二 144/25. 

这 个 问题 之 所 以 有 名 主要 是 因为 费 马 在 读 《 算 术 ) 时 ,在 有 不 定 方程 x 十 y= 二 zx: 那 页 的 
边 上 , 写 出 了 上 © 具有 历史 意义 的 一 段 文字 : 

“但 一 个 立方 数 不 能 分 拆 为 两 个 立方 数 , 一 个 四 次 方 数 不 能 分 拆 为 两 个 四 次 方 数 . 一般 
说 来 , 除 平方 之 外 ,任何 次 寡 都 不 能 分 拆 为 两 个 同 次 寡 . 我 发 现 了 一 个 真正 奇妙 的 证 明 , 但 书 
上 的 空白 太 小 , 写 不 下 .” 

这 就 是 说 , 费 马 已 声称 他 证 明了 这 一 事实 : 不 存在 正 整数 zx,y,z 使 

Xx" 二 Ty =zx,， n>2. 
这 个 命题 称 为 费 马 大 定理 ,或 费 马 最 后 定理 . 费 马 是 否 证 明了 这 一 定理 呢 ? 看 来 他 像 成 千 上 
万 的 后 人 一 样 , 自 以 为 证 出 来 了 ,而 实际 上 证 错 了 . 费 马 大 定理 最 后 由 英国 数学 家 维尔 斯 
(Andrew Wiles, 1953 一 ”) 证 明 , 这 是 1995 年 的 事 ， 
这 说 明了 丢 番 图 的 著作 对 后 直 有 巨大 影响 . 
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5.1 穷竭 法 


苏 格 拉 底 的 同时 代 人 , 巧 辩 家 安 提 丰 ( 约 公元 前 500 年 ) 是 古 希 腊 对 圆 的 求 积 问题 做 出 
贡献 的 第 一 人 , 安 提 丰 提出 , 随 着 一 个 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 边 数 逐 次 成 倍增 加 , 圆 与 多 边 形 
面积 的 差 将 被 穷竭 . 安 提 丰 的 论断 包含 了 希腊 穷竭 法 的 萌芽 . 但 穷竭 法 通常 以 欧 多 克 索 斯 命 
名 . 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus, 公 元 前 400 一 公元 前 347) 是 古 希腊 柏拉图 时 代 最 伟大 的 数学 家 
和 天 文学 家 . 生 于 小 亚细亚 西南 的 克 尼 图 斯 . 欧 多 克 索 斯 还 证 明了 楼 锥 体积 是 同 底 同 高 的 楼 
柱 体积 的 三 分 之 一 ,以 及 圆锥 体积 是 同 底 同 高 的 圆柱 体积 的 三 分 之 一 . 但 他 没有 明确 的 极限 
思想 , 


5.2 阿 基 米 德 的 平衡 法 
在 古人 中 , 阿 基 米 德 对 穷竭 法 作出 了 最 巧妙 的 应 用 . 阿 基 米 德 的 短 论 《 方 法 》 是 1906 年 
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才 发 现 的 . 这 个 短 论 在 形式 上 是 致 亚历山大 大 学 依 拉 托 斯 芬 的 一 封 信 . 在 这 个 短 论 中 , 阿 基 
米 德 说 ,他 以 特殊 的 方法 得 出 了 他 的 结果 ,其 中 形式 上 利用 了 杠杆 平衡 理论 ,但 本 质 上 是 含 
有 由 线 组 成 平面 图 形 , 由 平面 组 成 立体 的 思想 . 这 种 借助 “原子 论 ” 方 法 找到 的 真理 , 阿 基 米 
德 用 反 证 法 给 出 了 严格 的 证 明 . 

为 了 具体 说 明 这 种 方法 ,我 们 来 应 用 这 种 方法 求 球 的 体积 . 圆柱 的 体积 和 圆锥 的 体积 比 
较 好 求 , 这 在 阿 基 米 德 时 代 早 已 知道 . 求 球 的 体积 要 困难 得 多 . 阿 基 米 德 借助 圆柱 和 圆锥 的 
体积 求 出 了 球 的 体积 . 

定理 2 半径 为 ”的 球 的 体积 了 一 4rr /3. 

证 把 球 的 直径 放 在 z 轴 上 . 设 N 是 它 的 北极 ,S 是 它 的 南极 , 且 原 点 与 北极 重合 (图 
6-17). 画 出 2rXr 的 矩形 NSBA 和 入 NSC. 绕 工 轴 旋转 和 矩形 NSBA 和 和 人 AJNSC, 得 到 一 个 加 
柱 体 和 一 个 圆锥 体 . 圆 的 旋转 得 到 球体 . 然后 从 这 三 个 立体 上 切 下 与 N 的 距离 为 zx, 厚 为 
Az 的 竖立 的 薄片 . 这 些 薄 片 的 体积 近似 为 

球 片 的 体积 : x(2zxr 一 x?)Ax; 

柱 片 的 体积 ; xr? Ax; 

锥 片 的 体积 : xz?Ax. 
假定 , 柱 体 、. 球 体 和 锥 体 的 密度 是 1. 取出 球体 和 锥 体 的 薄片 ,把 它们 的 质心 吊 在 点 TT,T 在 zz 
轴 上 , 且 使 TN 二 2r. 这 两 个 薄片 绕 N 的 合成 力矩 为 

[r(2zr 一 z2)Az 十 rz2Ar]27r = 4r72zAz。 
圆柱 割 出 的 薄片 处 于 原来 位 置 时 绕 六 的 力矩 为 
ri2Az。 一 mr2zAz. 
从 而 〈 球 片 十 锥 片 ) 绕 N 的 力矩 =4 柱 片 绕 N 的 力矩 . 
注意 到 柱 体 的 质心 和 NN 距离 是 r, 把 所 有 这 样 割 出 的 薄片 绕 N 的 力矩 加 在 一 起 ,我 们 便 
得 到 
27[ 球 的 体积 十 圆锥 的 体积 ] = 47[ 圆柱 的 体积 ]， 
即 | 
27[ 球 的 体积 十 8rr*/3] 二 8xr， 
由 此 我 们 就 求 出 了 球 的 体积 为 4rr~/3. 这 就 是 阿 基 米 德 求 球 的 体积 的 方法 . 

阿 基 米 德 的 数学 素养 极 高 ,他 决 不 把 这 种 方法 当做 证 明 , 而 是 随后 利用 穷竭 法 给 出 了 一 
个 严格 的 证 明 . 

在 平衡 法 中 , 阿 基 米 德 把 一 个 量 看 成 由 大 量 的 微 元 所 组 成 ,这 与 现代 的 积分 法 实质 上 是 
相同 的 . 他 清楚 地 预见 到 了 他 的 历史 功绩 ,并 意味 深长 地 说 :“ 我 深信 这 种 方法 对 于 数学 是 
有 很 大 用 途 的 . ”为 此 , 阿 基 米 德 预 言 ,“ 这 种 方法 一 旦 被 理解 ,将 会 被 现在 或 未 来 的 数学 家 用 
以 发 现 我 还 未 曾 想到 过 的 其 他 一 些 定理 .” 
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图 6-17 图 6-18 


阿 基 米 德 对 他 在 4 论 球 和 圆柱 ;一 书 中 做 出 的 贡献 十 分 满意 ,以 至 于 他 希望 在 他 死 后 把 
一 个 内 切 于 圆柱 的 球 的 图 形 ( 图 6-18) 刻 在 他 的 墓碑 上 . 后 来 当 罗 马 将 军马 塞 拉 斯 得 知 阿 基 
米 德 在 叙 拉 古 陷 落 期 间 被 杀 的 消息 时 ,他 为 阿 基 米 德 举行 了 隆重 的 敬礼 ,并 为 阿 基 米 德 立 了 
一 块 幕 碑 ,上 面 刻 着 阿 基 米 德 生前 要 求 的 那个 图 形 , 以 此 来 表示 他 对 阿 基 米 德 的 尊敬 . 这 块 
墓地 后 来 淹没 了 . 令 人 惊奇 的 是 ,在 1965 年 , 当 为 一 家 新 建 的 饭店 挖 地 基 时 , 铲 士 机 碰 到 一 
块 墓碑 ,上 面 刻 着 一 个 内 切 于 圆柱 的 球 的 图 形 . 叙 拉 古人 又 为 他 们 的 这 位 伟人 重建 了 荧 莫 . 

古 希腊 文化 给 人 类 文明 留 下 了 什么 样 的 珍贵 遗产 呢 ? 它 留 给 后 人 四 件 宝 : 

第 一 , 它 孕 育 了 一 种 理性 精神 ,这 种 精神 现在 已 经 渗透 到 人 类 知识 的 一 切 领 域 . 

第 二 , 它 留 给 我 们 一 个 坚强 的 信念 : 自然 数 是 万 物 之 母 , 即 宇宙 规律 的 核心 是 数学 . 这 
个 信念 鼓舞 人 们 将 宇宙 间 一 切 现象 的 终极 原因 找 出 来 ,并 将 它 数量 化 . 

第 三 ， 它 给 出 一 个 样板 一 一 欧 几 里 得 几何 . 这 个 样板 的 光辉 照 亮 了 人 类 文化 的 每 个 
角落 . 

第 四 ,圆锥 曲线 的 发 现 为 两 千年 后 开 普 勒 的 天 体 研 究 和 伤 利 略 的 抛物 体 研究 奠定 了 
基础 . 

罗马 帝国 的 人 侵 结 束 了 人 类 历史 上 的 这 一 光辉 时 代 ， 
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著名 数学 家 兼 哲 学 家 罗素 说 :“ 无 论 就 他 的 聪明 而 论 或 是 就 他 的 不 聪明 而 论 , 毕 达 哥 拉 
斯 都 是 自 有 生 民 以 来 在 思想 方面 最 重要 的 人 物 之 一 ”. 毕 达 哥 拉 斯 认为 ,数学 是 宇宙 的 钥匙 ， 
数学 规律 是 宇宙 布局 的 精髓 . 柏拉图 继承 和 发 展 了 这 种 思想 ,但 柏拉图 的 学 生 亚 里 士 多 德 却 
站 在 他 们 的 对 立 面 . 他 们 的 争论 一 直 持 续 到 今天 . 
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6.1 赏 心 而 不 悦目 
柏拉图 相信 有 两 个 世界 : 


一 个 看 得 见 的 世界 一 一 一 个 感觉 的 世界 ,一 个 “见解 ”的 世界 . 
一 个 智慧 的 世界 一 一 一 个 感觉 之 外 的 世界 ,一 个 “真知 ”的 世界 . 


他 认为 “真知 ”的 世界 高 于 “见解 ”的 世界 . 数学 概念 是 他 的 “真知 ”世界 的 真实 存在 . 柏拉图 
比 毕 达 哥 拉 斯 走 得 更 远 ,他 不 仅 想 通过 数学 来 理解 自然 ,而 且 还 要 用 数学 来 代 蔡 自然 . 他 认 
为 ,只 要 对 物理 世界 作 明察秋毫 的 观察 ,从 中 抽出 基本 真理 ,然后 就 可 以 赁 理性 进行 研究 了 ， 
此 后 自然 界 就 不 复 存在 ,而 只 有 数学 了 . 他 对 天 文学 的 态度 最 明显 地 表现 了 这 种 思想 : 日 月 
星 展 的 运行 诚然 美妙 无 比 , 但 仅仅 对 这 些 运 动作 些 观 察 和 解释 远 不 是 真正 的 天 文学 . 要 知道 
真正 的 天 文学 ,必须 先 “ 把 天 放 在 一 边 ”, 因 为 真正 的 天 文学 是 研究 数学 天 空 里 的 真 星 运 动 . 
这 种 理论 天 文学 只 能 为 心智 所 领悟 ,而 不 能 为 肉眼 所 观察 ,一 一 只 能 赏 心 ,而 不 能 悦目 ! 

柏拉图 认为 ,数学 世界 处 于 感觉 的 世界 和 真知 的 世界 之 间 . 它 有 双重 作用 . 数学 世界 不 
仅 是 真实 世界 的 一 部 分 ,而 且 能 帮助 心灵 去 认识 永恒 . 柏拉图 在 《共和国 ) 第 七 篇 中 说 :“ 几 
何 会 把 灵 弧 引 向 真理 ,产生 哲学 精神 ……”. 


6.2 自然 界 是 一 个 真实 的 世界 


亚 里 士 多 德 是 柏拉图 的 学 生 , 他 批判 了 柏拉图 . 他 相信 物质 的 东西 是 实在 的 主体 和 源 
泉 .他 是 物理 学 家 ,主张 科学 只 有 研究 具体 的 世界 才能 获得 真理 . 他 用 “常识 ”的 观点 代替 “ 理 
想 ” 的 观点 , 亚 里 士 多 德 这 样 表述 : 


知识 是 感觉 的 结果 :“ 如 果 我 们 不 能 感觉 任何 事情 ,我 们 将 不 能 学 会 或 弄 懂 任 
何事 情 ; 无 论 我 们 何 时 何 地 思考 什么 事情 ,我 们 的 头脑 必然 是 在 同一 时 间 使 用 着 那 
件 事情 的 概念 .” 

自然 的 世界 是 一 个 真实 的 世界 . 

感觉 和 感官 经 验 是 科学 知识 的 基础 . 


科学 必须 考察 变化 的 原因 . 亚 里 士 多 德 认为 原因 有 四 . 第 一 类 是 物质 的 或 内 在 的 原因 ; 
就 维 纳 斯 的 雕像 来 说 ,石头 是 内 在 原因 .第 二 类 是 形式 原因 ;对 雕像 来 说 ,就 是 它 的 设计 和 形 
状 . 第 三 类 是 作用 原因 ,是 起 作用 的 东西 和 人 ;艺术 家 和 他 的 雍 子 是 雕像 的 作用 原因 . 第 四 类 
是 终 因 ,或 现象 所 服务 的 目的 ;雕像 是 用 来 提供 欣赏 的 . 终 因 是 最 重要 的 , 它 给 出 事件 和 现象 
的 终极 理由 . 每 一 件 东 西 都 有 一 个 终 因 . 

那么 ,数学 摆 在 什么 地 位 呢 ? 物理 科学 是 研究 自然 的 基本 科学 ,数学 是 它 的 工具 ,帮助 
物理 描述 形状 和 数量 方面 的 性 质 . 亚 里 士 多 德 把 物理 和 数学 严格 地 区 分 开 来 ,给 数学 以 较 低 
的 地 位 . 

总 之 ,柏拉图 以 智慧 开路 , 亚 里 士 多 德 以 对 自然 的 观察 开路 . 柏拉图 的 领悟 是 数学 式 的 ， 
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摆脱 与 自然 事物 的 关系 ,用 概念 处 理 问 题 . 亚 里 士 多 德 的 领悟 是 科学 的 ,建立 在 知觉 .观察 和 
调查 的 基础 上 . 这 两 类 重要 的 思想 家 发 展 了 对 世界 求知 的 途径 ,直到 今天 同样 重要 . 


练 习 题 


1. 用 几何 方法 证 明 〈a 十 (ec 一 人 一 好 一 及 ,其 中 a 二 5b 汪 0. 
2. 下 面 的 三 角形 数 和 的 公式 是 印度 数学 家 阿利 耶 波 多 ( 约 公 元 500 年 ) 给 出 的 : 


二 十 三 十 名 十 十 志 二 二 DC 十 2 
1 2 3 六 6 . 


试 证 明之 (提示 : 将 左边 的 三 角形 数 两 两 结合 ,用 尼 代替 #1 十 吉 ). 
3. 由 三 角形 数 构成 四 面体 数 : 底 是 边 为 4 个 点 子 的 三 角形 ,其 上 是 边 为 4 一 1 个 点 子 的 
三 角形 ,直到 顶 为 1 个 点 子 ,如 图 所 示 . 用 了 表示 第 n 阶 的 四 面体 数 , 试 证 明 


了 。 一 和 十 和 十 丰 十 当 十 二 一 于 二 2 


AN 
/N Li\ 


(第 3 题 图 ) 


4. 阿 基 米 德 也 推导 了 一 个 自然 数 平方 和 的 公式 : 


二 十 2 十 37 十 …… 十 天 一 ni. 


他 的 证 明 轮 廓 如 下 ,你 能 补 上 细节 吗 ? 
首先 ,在 公式 
12 = [二 (nm—k)T = Ek: 二 2k(nmk) 十 (nm Ek)’ 
中 , 令 &==1,2,…,n 一 1 ,得 到 n 一 1 个 等 式 . 把 这 ”一 1 个 等 式 加 起 来 ,再 加 上 等 式 2n? = 2 ， 
就 得 到 
(za 十 1)m2 一 2(12 十 22 十 … 十 22) 十 2[1(2 一 1) 十 2(2 一 2) 十 … 十 (2 一 1)1]. (1) 
其 次 ,在 公式 如 = 二 十 2[1 十 2 十 3 十 … 十 (一 1)] 中 令 & 有 = 二 1,2,3,…,n, 并 把 zn 个 等 式 加 
起 来 ,得 到 
二 十 2 十 十 十 二 民 十 2 十 3 十 十 2) 
十 2[1(2 一 1) 十 2(2 一 2) 十 … 十 (2 一 1)1]. (2) 
比较 (1),(2) 式 就 可 以 得 到 所 求 . | 
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5. 用 欧 拉 公式 证 明 只 有 五 种 正 多 面体 . 
论文 题目 


论 欧 氏 几 何 的 地 位 . 


1. 希腊 数学 与 人 类 文明 . 
2. 论 阿 基 米 德 . 
3. 

4, 论 形 数 . 


SEISIS I SRI SII RESIS IIIS RIS RSIS ISI SRS SISSIES SSI SRI SE STS I SE SN, 


ETS IS IS EI SI TISIS EIS ESISISIS ES IS EI SEI SI SEI SI SES IS ES NS IS I SRS SST 


欧 几 里 得 (Euclid, 约 公元 前 300 年 ) 是 古代 最 杰出 的 数学 家 之 一 ,以 (几何 原本 》 而 名 


世 . 这 部 著作 从 他 写作 的 时 代 一 直流 传 到 今天 ,对 人 类 活动 起 
着 持续 的 重大 影响 , 它 一 直 是 几何 的 推理 .定理 和 方法 的 主要 


9 源泉 . 欧 几 里 得 的 生平 不 详 ,出 生地 也 无 从 考查 . 除了 《几何 不 


本 》 之 外 , 欧 几 里 得 还 有 其 他 著作 ,其 中 有 《数据 六 可 能 是 4 几何 
原本 》 的 习题 )《 论 图 形 的 剖 分 》《 光 学 》《 镜 面 反射 》《 现 象 》、 
《天 文学 与 球面 几何 》 等 , 他 还 有 一 些 著 作 和 失传 了 . 欧 儿 里 得 可 
能 不 是 第 一 流 的 数学 家 ,但 是 第 一 流 的 教师 ,他 写 的 教科 书 持 
续 使 用 了 两 千 多 年 . 当今 每 一 个 有 文化 的 人 无 不 受到 他 的 深刻 
影响 .直到 19 世纪 中 叶 , 非 欧 几 何 出 现 之 后 , 才 有 大 量 的 其 他 


4 几何 教科 书 出 现 . 


第 七 章 “ 大 截 ,中 华 一 “中国 数学 史 


人 之 所 游 ， 现 其 所 见 ,我 之 所 游 , 现 之 所 亦 ， 
列子 
光明 来 自 东 方 ! 圳 无 疑问 ,我 们 最 早 的 科学 是 起 源 于 东方 . 
夭 治 ， 萨 上 顿 


独立 于 西方 世界 ,中 国 是 世界 上 数学 萌芽 最 早 的 国家 . 第 三 章 提 到 的 2000 年 4 月 28 日 
《光明 日 报 》 的 重要 报道 “河南 舞阳 页 湖 遗 址 的 发 揭 与 研究 ”中 还 有 这 样 几 句 话 : 


“…… 贾 湖人 已 有 百 以 上 的 整数 概念 ,并 认识 了 正 整 数 的 奇偶 规律 、. 运 算法 则 . 
这 为 研究 我 国 的 度量 衡 的 起 源 与 音乐 的 关系 …'… 提 供 了 重要 线索 .” 


从 数学 家 的 眼光 来 看 , 八 千年 前 ,中 国 已 经 有 了 相当 发 展 的 数学 , 因为 确定 音律 需要 数 
学 ,而 且 不 是 简单 的 数学 . 所 以 中 国 数学 的 发 祥 期 至 少 也 要 提前 四 于 年 .秦始皇 禁书 坑 儒 是 
历史 上 的 一 大 悲剧 ,许多 重要 的 著作 被 焚毁 了 ,使 得 我 们 无 法 了 解 中 国 古代 数学 究 况 还 有 哪 
些 成 果 . 

从 发 气 出 来 的 材料 来 看 ,在 五 六 千年 以 前 新 石器 晚期 的 出 土 陶器 上 就 有 了 表示 数字 的 
各 种 符号 ,其 中 已 售 有 十 进位 的 雏形 了 . 相当 完善 的 十 进位 制 出 现在 距 今 三 四 干 年 的 眉 商 甲 
骨 文 得 稍 后 的 钟 瞻 文中 . 而且 有 了 “十 ”“ 至 ”“ 千 ”“ 万 ”等 表示 位 置 的 特殊 文字 . 这 些 事实 
说 明 , 中 国 是 使 用 十 进位 最 旱 的 国家 . 这 是 一 件 了 不 起 的 伟大 事件 . 在 谈 到 十 进 制 的 伟大 意 
义 时 , 拉 普 拉 斯 说 : 


“用 十 个 记号 来 表示 一 切 数 ,每 个 记号 不 但 有 绝对 值 ,而 且 有 位 置 的 值 这 种 巧 
妙 的 方法 出 自 印 度 ( 这 一 点 他 错 了 1). 这 是 一 个 深远 而 又 重要 的 思想 , 它 今天 看 来 
如 此 简单 ,以 致 我 们 忽视 了 它 的 真正 伟 绩 , 但 恰恰 是 它 的 简单 性 以 及 对 一 切 计算 都 
提供 了 极 大 的 方便 , 才 使 我 们 的 算术 在 一 切 有 用 的 文明 中 列 在 首位 ;而 当 我 们 想到 
它 竞 逃 过 了 古代 最 伟大 的 两 个 人 物 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 奥 斯 的 天 才思 想 的 关注 
时 ,我 们 更 感到 这 成 就 的 伟大 了 .” 


到 周 代 已 经 有 了 四 则 运算 的 记载 . 战国 李 悍 ( 音 kui) 在 《法 经 》 中 记录 了 一 户 农 民 的 收 
支 情 况 :“ 今 一 夫 挟 五 口 , 治 田 百 调 , 岁 收 亩 一 石 半 ,为 票 百 五 十 石 (用 现代 符号 写 : 1.5X 
100 一 150) , 除 十 一 之 税 十 五 石 (150X1/10 一 15) , 余 百 三 十 五 石 (150 一 15 一 135). 食 : 人 月 一 
石 半 ,五 人 终 岁 九 十 石 (1.5X12X5 一 90), 余 有 四 十 五 石 (135 一 90 一 45). 石 三 十 [ 钱 ], 为 钱 
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千 三 百 五 十 (30X45 二 1350) , 除 社 闪 尝 新 春秋 之 祠 用 钱 三 百 , 余 干 五 十 (1350 一 300 一 1050)， 
衣 : 五 人 终 岁 用 千 五 百 , 不 足 四 百 五 十 (1050 一 1500 一 一 450). "这 笔 账 用 到 了 减法 .乘法 和 
除法 . 特别 值得 注意 的 是 ,计算 中 出 现 了 “不 足 ” 的 数 .“ 不 足 的 数 ” 就 是 负数 . 当然 , 李 悍 未 必 
有 了 负数 的 明确 概念 ,但 为 负数 概念 的 形成 提供 了 实例 . 

出 土 文物 还 告诉 我 们 ,春秋 战国 时 期 已 有 冬 法 口诀 ,次 序 与 现在 正好 相反 . 由 “ 九 九 八 十 
一 ”开始 . 

我 国 使 用 分 数 的 时 间 也 很 早 , 至 迟 在 春秋 战国 时 期 的 著作 中 已 有 记载 . 

从 目前 保留 下 来 的 数学 著作 看 ,中 国 数学 从 公元 前 开始 到 公元 14 世纪 ,先后 经 历 了 三 
个 高 潮 时 期 : 两 汉 时 期 、 魏 晋 南 北朝 时 期 和 宋 元 时 期 . 

我 们 不 拟 系 统 地 讨论 中 国 的 数学 发 展 史 ,而 只 讲 一 些 对 世界 数学 史 产 生 重 大 影响 的 著 
名 问题 , 这 些 问题 已 融 人 世界 文化 之 中 . 


§1 两 汉 时 期 的 数学 


1.1 《 周 僚 算 经 》 与 勾 股 定理 


在 我 国 现存 的 古代 数学 著作 中 ,最 早 的 著作 是 《 周 藤 算 经 》. 成 书 年 代 不 晚 于 公元 前 两 世 
纪 的 西汉 时 期 . 书 中 涉及 的 数学 与 天 文 知 识 可 以 追溯 到 西周 (公元 前 1027 年 一 前 771 年 )， 
《 周 体 算 经 》 的 主要 成 就 是 分 数 运 算 、 勾 股 定理 及 其 在 天 文学 中 的 
应 用 . 其 中 最 突出 的 是 勾 股 定理 .《 周 散 算 经 ) 卷 上 记载 了 西周 开国 
时 期 周公 与 大 夫 商 高 讨论 勾 股 测量 的 对 话 , 商 高 答 周 公 提 问 时 提 
使 “ 到 “ 勾 广 三 , 股 修 四 , 径 隅 五 ”>, 这 是 勾 股 定理 的 特例 . 中 国 数学 史上 
最 先 给 出 勾 股 定理 证 明 的 是 公元 三 世纪 三 国 时 期 的 赵 爽 . 他 在 《 周 
人 如 算 经 》 注 的 附录 中 撰写 了 《 勾 股 圆 方 图 》 说 一 段 文 字 , 简明、 严格 
地 证 明了 勾 股 定理 . 这 个 图 就 是 2002 年 的 世界 数学 家 大 会 的 会 标 
图 ?1 ( 彩 图 16). 我 们 借助 图 7-1 来 叙述 他 的 证 明 . 
色 股 定理 的 证 明 : 如 图 7-1 所 示 ， 
4 个 直角 三 角形 的 面积 = 2ab， 
中 间 正 方形 的 面积 = (5 一 a)?， 
整个 大 正方 形 的 面积 = <， 


从 而 
c 一 208 十 (65 一 a)2 一 aa 十， 


1.2 《 九 章 算术 》 
经 过 长 期 积累 ,到 西汉 时 期 ,我 国 的 数学 已 经 有 了 丰富 的 内 容 .《 九 章 算术 》 的 出 现 标志 
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着 我 国 的 初等 数学 已 形成 了 体系 ,这 是 我 国 古典 数学 中 最 重要 的 著作 . 成 书 年 代 至 迟 在 公元 
前 1 世纪. 全书 共 九 章 , 含 246 个 问题 .各 章 名 称 及 基本 内 容 如 下 表 所 列 : 


主要 内 容 
平面 图 形 的 面积 计算 与 分 数 算法 

各 种 比例 问题 

比例 分 配 问题 

开平 方 . 开 立方 等 计算 问题 
体积 的 计算 向 题 
与 运输 、 纳 税 有 关 的 加 权 比 例 问题 


算术 中 盘 亏 问题 的 解法 与 比例 问题 
多 元 一 次 方程 组 应 用 问题 的 解法 


勾 股 定理 的 应 用 


关于 《 九 章 算术 》 的 内 容 , 我 们 按 算 术 、 代 数 、 几 何 三 个 方面 作 约 略 介绍 . 

1. 算术 方面 

《 九 章 算术 》 中 有 了 比较 完整 的 计算 分 数 的 方法 ,其 中 包括 四 则 运算 、 通 分 、 约 分 化 带 分 
数 为 假 分 数 等 . 方法 大 致 与 现代 一 致 . 

有 了 求 最 大 公约 数 和 约 分 的 方法 ,并 知道 用 最 小 公 倍 数 作 公分 母 . . 

《 九 章 算术 》 中 包含 相当 复杂 的 比例 问题 . 含 现 代 算术 中 的 全 部 比例 内 容 ,形成 了 一 个 完 
整 的 系统 . 早 于 印度 与 欧洲 . 

《 九 章 算术 第 七 章 的 “ 盟 不 足 ” 讲 锰 亏 问题 及 其 解法 . 其 中 ,第 一 题 是 这 样 的 ， 

“ 今 有 共 买 物 , 人 出 八 盈 三 ;人 出 七 不 足 四 .求人 数 、 物 价 各 几何 ?” 管 日 ; 七 人 ,物价 五 
十 三 .” 

《 九 章 算术 》 给 出 了 求解 公式 .用 现代 语言 叙述 ,这 个 问题 可 以 化 成 一 个 二 元 一 次 联 立 方 
程 组 . 设 人 数 为 z, 物 价 为 y. 每 人 出 钱 为 ma , 盈 六 ;每 人 出 钱 为 cs , 亏 户 . 依 题 意 ,我 们 有 方程 
3 一 az 一 站，y 一 az 十 D， 

由 此 ,可 解 出 . 
zx 二 bitb — Qibs + dz 及 aibz 十 azp 
al 一 Ca ” 21 aQ2 " bi + b . 

把 问题 中 的 具体 数字 代入 公式 ,就 得 到 上 面 的 答案 . 第 三 个 公式 表示 每 一 个 人 应 该 分 摊 的 
钱 数 ， 

一 些 其 他 的 算术 问题 也 可 以 通过 两 次 假设 未 知 量 的 值 转换 为 盈 不 足 问题 .《 九 章 算术 》 
就 用 这 种 方法 解决 了 许多 不 属于 至 不 足 的 问题 . 因此 ,到 不 足 术 是 一 种 创造 ,在 中 国 古 代 算 
法 中 占有 重要 的 地 位 . 禾 不 足 问 题 后 来 传 到 阿拉 伯 国 家 , 称 为 “契丹 算法 ”, 受 到 特别 的 重视 ， 
中 世纪 传 到 欧洲 , 称 为 “ 双 设 法 ” 

2. 代数 方面 

《 九 章 算术 ?在 代数 方面 的 成 就 具有 世界 先进 水 平 , 主要 包括 以 下 三 个 方面 . 


之 一 
人 
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首先 是 正 负 术 .《 九 章 算术 在 代数 上 的 第 一 个 贡献 是 引进 负数 ,这 是 数 系 扩 充 的 一 个 重 
大 进展 ,并 给 出 了 对 正 、 负 数 进行 加 、 减 运算 的 正确 法 则 . 但 乘除 法 则 在 《 九 章 算术 》 中 还 没有 
提 到 ,到 13 世纪 以 后 才 出 现 . 印度 到 7 世纪 才 使 用 负数 . 欧洲 对 负数 的 认识 来 得 很 晚 , 到 16 
世纪 才 开 始 承 认 负 数 . | 

其 次 是 开 方 术 .《 周 租 算 经 》 中 已 经 用 到 了 开平 方 ,但 未 讲 如 何 开 法 ,《 九 章 算术 中 讲 了 
开平 方 、 开 立方 的 方法 ,计算 步骤 和 现在 的 基本 一 样 . 令 人 惊异 之 处 在 于 ,《 九 章 算术 》 指 出 了 
存在 开 不 尽 的 情况 . 开 方 术 中 实际 上 包含 了 二 次 方程 

| Z2 十 pr 一 < 
的 数值 求解 程序 . 

第 三 是 方程 术 .《 九 章 算术 》" 方 程 " 一 章 主要 讲 多 元 一 次 联 立方 程 组 及 其 解法 . 其 解法 实 
质 上 就 是 “高 斯 消 元 法 ”, 欧 洲 到 17 世纪 才 出 现 . 在 《4 九 章 算术 中 有 一 题 是 “五 家 共 井 ”问题 . 
把 它 化 为 联 立方 程 问题 , 则 得 到 一 个 含 五 个 方程 ,六 个 未 知 数 的 方程 组 . 这 是 世界 上 最 早 的 
不 定 方程 组 . 

3. 几何 方面 

《 九 章 算术 》 中 包含 大 量 的 几何 知识 ,分 布 在 “ 方 田 ”"“ 商 功 ” 和 “ 勾 股 ”各 章 .“ 方 田 ” 章 讲 
面积 计算 ,“ 商 功 ” 章 讲 体积 计算 ,“ 勾 股 ” 章 讲 勾 股 定理 的 应 用 . 

面积 计算 中 主要 含 正方 形 .矩形 三角形、 梯形 、 圆 和 弓形 等 . 圆 和 号 形 的 计算 是 近似 公 
式 , 圆 周 率 用 “3? 来 代替 . 

立体 的 形状 多 ,和 且 复 杂 . 所 以 在 《 九 章 算术 》 中 体积 计算 的 问题 比 面积 计算 的 问题 多 . 如 
正方 体 . 长 方 体 .正方 台 、 四 角 锥 、 槐 形体 . 圆 台 等 ,内 容 相 当 丰 富 ,而 且 计算 准确 . 但 涉及 圆 和 
球 时 ,由 于 取 圆 周 率 为 3, 而 失 之 准 确 ， 

4. 球体 积 的 计算 

《 九 章 算 术 》 没 有 直接 给 出 球体 积 的 计算 公式 ,但 在 “ 少 广 ” 一 章 里 有 “ 开 立 圆 ” 的 问题 . 即 
已 知 球 的 体积 V, 求 它 的 直径 4. 这 相当 于 下 面 的 公式 ，; 


d= iv 
/ 2 由 此 可 求 出 
1 V= 4 (= zr") (7-1) 


求 球 的 体积 ,这 是 化 “ 球 ” 为 “立体 ”的 问题 ,与 化 圆 为 方 的 

问题 是 相似 的 ,但 更 为 困难 . 我们 古人 是 如 何 解决 这 一 问题 的 

” 呢 ? 首先 ,他 们 会 求 立方 体 的 体积 ,也 会 求 贺 柱 的 体积 . 他 们 的 

方法 是 ,在 立方 体内 嵌入 一 圆柱 ,在 圆柱 内 柑 一 球 .图 7-2 是 八 

0 5 分 之 一 的 示意 图 . 设 球 的 体积 为 了, 圆柱 的 体积 为 Vi ,立方 体 
图 7-2 的 体积 为 .古人 大 胆 地 认为 下 式 成 立 (粗糙 成 立 ) : 
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VY 


Vi V 
车 立方 体 的 边 长 为 4, 则 圆柱 的 底面 直径 、 高 和 球 的 直径 都 是 4( 图 7-3Ca),(b),(c)), 从 而 


Vo_4 
于 是 次 和， 

、 Vi Vo_4 Ay LE 
所 以 VV —>V 4 Vi 16 6 
取 r 一 3 ,就 得 到 

一 9 
V = gq 。 


这 个 方法 很 机 智 ,具有 创造 性 . 它 以 圆柱 为 桥 ,实现 了 从 方 到 圆 的 过 渡 : 
立方 体 一 圆柱 体 一 球体 . 
这 提示 给 后 人 ,化 圆 为 方 的 关键 是 找到 适当 的 桥 . 刘 微 指出 ,(7-1) 式 不 精确 ,并 给 出 了 求 精 


确 值 的 方法 ， 
2 
(a) Vo=d3 (b) Vi= 计 4 (ce) V= 亩 4 
图 7-3 


d 


5， 几 何 代数 化 

古 希 腊 人 常 将 代数 问题 几何 化 . 与 之 相反 ,《 九 章 算术 ) 常 将 几何 问题 代数 化 . 

6.《 九 章 算术 ) 的 历史 地 位 

在 中 国 数学 史上 《 九 章 算 术 》 被 奉 为 算 经 之 首 ,与 儒家 之 六 经 ,医家 之 ( 难 》《 素 》, 兵 家 之 
《孙子 3 相提并论 .对 中 国 数学 的 发 展 带 来 深刻 的 影响 . 

数学 的 基本 方法 有 二 ; 计算 与 论证 . 中 国 数学 的 传统 是 以 算 为 主 . 希腊 的 数学 以 论证 为 
主 . 在 世界 数学 史上 形成 了 两 种 不 同体 系 ,两 种 不 同 风格 . 以 ( 九 章 算术 》 为 代表 的 是 机 械 化 
算法 体系 . 以 (几何 原本 》 为 代表 的 是 公理 化 逻辑 演绎 体系 . 可 谓 双 峰 并 峙 ,二 水 交流 . 随 着 计 
算 机 的 广泛 应 用 ,算法 体系 将 起 到 越 来 越 重要 的 作用 . 
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$ 2 魏 晋 、 南 北朝 时 期 的 数学 


从 公元 220 年 曹 不 称 帝 起 ,到 581 年 陷 朝 的 建立 , 称 为 魏 普 南北 朝 时 期 , 在 中 国 历史 
上 ,这 是 一 个 动荡 的 时 期 ,政治 上 最 混乱 ,社会 上 最 痛苦 的 时 代 . 但 却 是 精神 史上 极 自由 、 极 
解放 ,最 富 于 智慧 ,思想 极 活跃 的 时 期 ,在 科学 和 艺术 上 最 有 创造 性 的 时 期 . 王 尺 之 父子 的 
字 , 顾 已 之 的 画 , 戴 过 的 雕塑 , 知 康 的 广陵 散 ( 系 曲 ) ,曹植 .阮籍 .陶渊明 的 诗 , 云 岗 ,龙门 的 雄 
伟 造 像 , 钟 嵘 的 《 诗 品 》 刘 砚 的 《 文 心 雕 龙 } 等 都 产生 在 这 个 时 期 . 当时 ,思辨 之 风 盛 行 .文化 
人 中 盛行 谈 玄 析 理 .“ 析 理 者 ,必须 有 逻辑 头脑 , 在 这 种 文化 背景 下 ,数学 上 也 出 现 了 论证 的 
趋势 . 许多 研究 者 以 注释 ( 周 角 算 经 》《 九 章 算术 》 的 形式 出 现 , 实 质 上 是 寻求 两 部 著作 中 数 
学 命题 的 证 明 . 其 杰出 代表 是 刘 微 和 祖冲之 父子 . 


2.1 刘 微 的 数学 成 就 


刘 徽 是 魏 晋 年 间 人 ,籍贯 与 生 卒 年 不 详 . 据 《 隋 书 . 律 历 志 》 记 载 ,他 于 公元 263 年 扎 《 九 
章 算 术 注 》 他 既 重 视 逻 辑 推理 ,也 重视 几何 直观 ,采取 “ 析 理 以 词 ,解体 用 图 ”的 注释 方法 . 
《 九 章 算术 注 》 中 包含 了 刘 微 的 许多 创造 . 这 使 他 成 为 中 国 乃 至 世界 上 的 伟大 数学 家 之 一 . 刘 
徽 最 突出 的 成 就 是 割 圆 术 和 体积 理论 . 

1. 割 圆 术 

刘 徽 在 ( 九 章 算 术 ) 方 田 章 的 注 中 提出 用 割 贺 术 作为 基础 去 计算 圆 的 周 长 . 立 的 面积 和 
圆周 率 . 割 圆 术 就 是 用 圆 的 内 接 多 边 形 去 逼近 圆 . 他 指出 ,“ 荐 之 弥 细 ,所 失 弥 少 , 割 之 又 割 ， 
以 至 于 不 可 割 , 则 与 圆 合体 而 无 所 失 侨 . ”他 从 正 6 边 形 开 始 , 然 后 将 边 数 逐次 加 倍 ,计算 出 
正 12 边 形 , 正 24 边 形 ,…, 正 196 边 形 的 面积 . 由 此 算出 xs*3. 14. 

2. 积分 学 的 萌芽 

积分 学 的 基本 思想 是 逼近 ,具体 操作 过 程 是 分 割 . 求 和 、 取 极限 . 以 此 作 标准 ,可 以 断言 ， 
我 国 古 代 著 名 数学 家 刘 微 已 经 掌握 了 积分 学 的 基本 思想 . 面积 .体积 的 计算 在 我 国 起 源 甚 
古 , 但 积分 学 的 萌芽 起 源 于 刘 徽 . 他 的 割 圆 术 是 极限 思想 的 开始 ,他 计算 体积 的 思想 是 积分 
学 的 萌芽 . 在 证 明 方 锥 ,圆柱 ,圆锥 , 圆 台 等 的 体积 公式 时 ,他 已 经 使 用 了 下 面 的 原理 . 

刘 微 原理 ”如果 两 个 高 相等 的 立体 ,在 任意 等 高 处 的 截面 面积 的 比 等 于 常数 上, 则 它们 
的 体积 之 比 也 等 于 常数 (图 7-4). 

正 是 利用 这 个 原理 , 刘 微 找 出 了 计算 球 的 体积 的 方法 . 

3. 刘 徽 求 球体 积 的 方法 

刘 徽 求 球体 积 的 方法 是 在 立方 体内 做 两 个 互相 垂直 的 圆柱 ,它们 的 交 叫 做 件 合 方 盖 , 如 
7-5 所 示 . 件 是 同 的 意思 , 盖 是 伞 的 意思 , 件 合 方 盖 就 是 两 个 上 下 对 称 的 方 全. 刘 徽 用 件 合 
方 盖 去 包 球 , 就 是 使 球 内 切 于 件 合 方 盖 . 设 球 的 体积 是 V,, 件 合 方 盖 的 体积 是 V, 刘 徽 证 
明了 
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全 


入 
> 


Veo: V=rx: 4. (7-2) 
(7-2) 式 是 这 样 证 明 的 : 用 水 平 截面 去 截 件 合 方 盖 与 它 的 内 切 球 ,所 得 截面 如 图 7-6 所 示 . 
设 球 的 截面 面积 是 S,, 件 合 方 盖 的 截面 面积 是 S. 易 知 ， 
S,:S=rxr:4r=x:4. 
这 样 问题 就 转化 为 计算 件 合 方 盖 的 体积 . 刘 徽 在 这 里 遇 到 了 困难 . 他 写 了 如 下 一 段 文字 描述 
他 曾 做 的 努力 : 


观 立 方 之 内 ， 合 盖 之 外 , 虽 衰 杀 有 渐 , 而 多 少 不 掩 . 
判 合 总 结 ,方圆 相 缠 , 浓 纤 诡 互 ,不 可 等 正 ， / \ 
欲 阿 形 措 意 , 惧 失 正 理 , 敢 不 阅 疑 ,以 翁 能 言 者 . 


(参考 译文 : 考查 在 立方 体 之 内 ， 件 合 方 盖 之 外 ， 方 与 圆 相 纠 绰 ， 

多 与 少 相 混杂 , 不 能 得 到 一 个 规范 的 形状 . 想 要 凭借 我 的 浅薄 学 四 / 
识 给 出 一 个 解答 ,又 怕 背 离 了 正确 的 原理 . 敢 不 存疑 , 以 待 能 者 ， 

作出 正确 的 解答 . ) 图 7 


2.2 百 鸡 问题 


《 张 丘 建 算 经 ?为 张 丘 建 撰写 ,他 是 南北 朝 人 (公元 5 世纪 ) ,成 书 约 
在 466 年 到 484 年 之 间 . 现 传 本 有 92 个 问题 ,大 部 分 是 社会 上 的 实际 问题 . 内 容 包括 等 差 级 
数 . 二 次 方程 .不定 方程 等 问题 的 解法 . 世界 著名 的 百 鸡 问题 就 在 其 中 : 

鸡 翁 一 ,值钱 五 , 鸡 母 一 ,值钱 三 , 鸡 稚 三 ,值钱 一 . 百 钱 买 百 鸡 , 问 鸡 侈 母 稚 各 几何 ? 
张 丘 建 给 出 了 三 组 答案 , 至 于 解法 , 书 上 只 说 :“ 鸡 剑 每 增 四 , 鸡 母 每 减 七 , 鸡 雏 每 益 三 , 即 
得 ”. 密 密 十 五 字 , 道 出 解法 奥秘 , 现在 用 现代 代数 语言 对 张 丘 建 的 答案 给 以 说 明 . 设 x,y,z 
分 别 为 鸡 颁 、 鸡 母 和 鸡 锥 的 数目 , 则 其 解 为 
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工 一 4t，y 一 25 一 71， z= 75 二 31, 
其 中 : 参 变数 , 取 整 数值 . 令 :一 1,2,3 就 得 到 张 丘 建 给 出 的 三 组 解答 ， 
X=4,y=18,z=78; Zz 一 8,y 一 1lz 一 81; z= 12,y= 4,z= 84. 
因此 , 张 丘 建 是 数学 史上 给 出 一 题 多 解 的 第 一 人 . 


2.3 祖冲之 父子 的 贡献 


祖冲之 (429 一 500) ,中 国 南北 朝 时 期 杰出 的 数学 家 、 天 文学 家 , 字 文 远 , 生 于 宋 文帝 元 嘉 
六 年 , 卒 于 章 东 展 修 永 元 二 年 . 祖籍 在 范阳 郡 遵 县 , 今 河北 省 染 源 县 . 他 先后 在 刘 宋 朝 和 南齐 
朝 做 过 地 位 较 低 的 官 . 在 公事 之 余 , 他 从 事 数 学 、 天 文 和 历法 的 研究 . 他 说 他 “ 搜 练 古 今 , 博 采 
沈 奥 , 唐 篇 夏 典 ,莫不 授 量 ,周正 汉 朔 , 咸 加 该 验 , 遍 策 筹 之 思 , 穷 路 密 之 辩 ”. 对 前 代 历 法 进行 
认真 分 析 , 还 做 了 实际 观测 ,他 于 公元 462 年 完成 了 《大 明 历 》. 为 了 实行 新 历法 ,他 曾 与 当时 
的 权臣 进行 过 针锋相对 的 斗争 . 

祖 蜂 是 祖冲之 的 儿子 , 字 景 烁 ,是 南朝 著名 的 数学 家 和 天 文学 家 . 他 从 小 受到 良好 的 家 
庭 教育 ,是 祖冲之 科学 事业 的 继承 人 .《 缀 术 } 就 是 他 们 父子 完成 的 数学 杰作 . 

1. 圆周 率 的 计算 

祖冲之 在 数学 上 的 主要 贡献 是 圆周 率 的 计算 . 下 表 列 出 了 中 国 对 圆周 率 的 计算 的 历史 
进展 . 


3 径 一 周三 《 九 章 算术 》 

3. 1547 . 刘 坎 (西汉 末 ) 

字 ( 约 率 ) 何 承 天 (370 一 447) 
3. 141024<<r<<3. 142704 刘 徽 (3 一 4 世纪 ) 
157 _ 

3. 1415926<<x<<3. 1415927 祖冲之 

355 、 

五 5( 密 率 ) 祖冲之 


祖冲之 不 但 给 出 密 率 ,而 且 给 出 了 x 的 上 下 界 , 他 的 这 个 记录 在 世界 上 保持 了 一 千年 的 
领先 地 位 ,直到 15 世纪 才 为 阿拉 伯 数 学 家 卡 西 所 超过 . 卡 西 在 1429 年 对 r 的 值 算 到 了 小 数 
点 后 16 位 . 16 世纪 荷兰 的 奥 托 重新 发 现 密 率 . 

人 类 对 r 的 认识 过 程 反 映 了 数学 理论 和 计算 技术 发 展 的 一 个 侧面 . r 的 研究 在 一 定 程 
度 上 反映 了 某 个 地 区 或 时 代 的 数学 水 平 . 德国 数学 史家 康 托 尔 (M, B,Cantor, 1829 一 1920) 
这 样 评价 道 :“ 历 史上 一 个 国家 所 算得 的 圆周 率 的 准确 程度 可 以 作为 衡量 这 个 国家 当时 数 
学 发 展 水 平 的 指标 .” 

注 1999 年 x 的 近似 值 已 算 到 小 数 点 后 2061 亿 位 .r 的 研究 仍然 是 当今 的 一 个 重要 问 
题 . 目前 还 在 找 的 近似 值 .为 什么 ? 其 理由 有 三 ， 
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(1) 研究 x 的 数字 是 否 服 从 某 种 统计 规律 . 有趣 的 是 ,x 的 最 初 6 位 数字 314159 在 前 一 
千 万 个 数字 中 出 现 6 次 ,而 0123456789 一 次 也 没有 出 现 . 

(2) 计算 x 的 近似 值 是 对 程序 设计 的 一 种 挑战 . 

(3) 通过 计算 x 的 值 判断 一 台新 计算 机 是 否 能 正常 运转 . 
可 见 , 计 算 x 的 近似 值 既 有 理论 价值 也 有 实用 价值 . 

2. 件 合 方 盖 体积 的 计算 

件 合 方 盖 的 体积 计算 问题 是 祖 蜡 解决 的 . 在 刘 徽 的 基础 上 ,他 提出 了 祖 蜡 原 理 : 寡 势 既 
同 , 则 积 不 容 异 ,“ 答 ” 是 面积 ,“ 势 "是 高 , 用 现代 语言 说 : 

祖 蜡 原理” 若 两 等 高 的 立体 ,在 其 任意 等 高 处 的 水 平 截 面 的 面积 相等 , 则 这 两 立体 的 
体积 必 相 等 . | 

在 欧洲 ,这 个 原理 叫 卡 瓦 列 里 原理 ,但 比 祖 蜡 原 理 晚 了 一 千 多 年 . 

祖 蜡 方 法 的 妙 处 在 于 将 问题 简化 并 转化 为 求 立 方 体 体 积 与 四 楼 锥 的 体积 之 差 ,进而 转 
化 为 求 八 分 之 一 的 立方 体 与 它 所 含 的 八 分 之 一 的 四 棱锥 的 体积 之 差 . 

为 此 , 先 建立 坐标 系 . 如 图 7-7(a) 所 示 ,将 O 取 为 坐标 原点 . 将 OC 取 为 数 轴 的 正方 向 . 
今 假定 ,立方 体 的 边 长 为 ,从 而 内 切 圆 柱 的 半径 也 是 x. 在 高 度 为 h 处 取水 平 截 面 . 令 S 表 
示 件 合 方 盖 的 截面 面积 (图 7-7(a)), 截面 的 形状 是 正方 形 , 边 长 是 BC 一 V7 一 局 ,所 以 面积 

S=r:—h’. (7-3) 
用 Si 表示 立方 体 的 截面 面积 ,S: 表示 四 楼 锥 的 截面 面积 (图 7-7(c)). 在 高 为 处 ,我 们 有 
SI =r,， S, = hi, 

从 而 S 一 S, 一 S:. 
根据 祖 具 原理 ,立方 体 与 棱锥 之 差 的 体积 等 于 件 合 方 盖 的 体积 〈 比 较 图 7-7(b) 与 图 


7-7(e)). 棱 锥 的 体积 为 弛 ,这 是 祖 蚜 已 知 的 . 从 而 件 合 方 盖 的 体积 V 是 
{2 Ln) 16, 
V=8(r 3 ) ar 


再 由 (7-2) 式 ,得 出 球 的 体积 VV,: 
. VV 一 TV 一 Sr 


注 从 积分 观点 看 ,对 (7-3) 式 积分 就 可 求 出 件 合 方 盖 的 体积 ， 
V=8f ndh = Mr. 


刘 微 和 祖 蜡 计 算 球体 积 的 方法 精美 而 巧妙 . 1994 年 由 美国 哈佛 大 学 主编 的 《 微 积 分 》 中 
收录 了 这 一 方法 . 
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2.4 ”中国 古 代 的 代数 


中 国 古代 的 代数 一 直 领 先 于 世界 . 十 进 小 数 出 现在 刘 徽 的 著作 中 , 这 是 世界 数学 史上 的 
一 项 伟大 成 就 . 国外 的 同样 思想 到 14 世纪 才 出 现 , 较 我 国 晚 了 一 千 多 年 . 在 ( 九 章 算 术 } 中 已 
明确 提出 了 正 负数 的 概念 . 刘 微 在 该 书 的 注 里 ,给 出 了 正 负数 的 定义 :“ 两 算得 失 相 反 , 要 令 
“ 正 ”“ 负 ?以 名 之 . ”但 是 正 负数 的 运算 法 则 书 中 未 提 . 明确 提出 运算 法 则 的 是 元 朝 的 朱 世 杰 . 
在 《 算 学 启蒙 X1299) 中 ,他 指出 ,“ 同 名 相 乘 为 正 , 异 名 相 乘 为 负 ”,“ 同 名 相 除 所 得 为 正 , 异 名 
相 除 所 得 为 负 ”. 所 以 至 迟到 13 世纪 末 , 我 国 已 对 四 则 运算 法 则 作 了 全 面 总 结 . 


§ 3” 宋 元 时 期 的 数学 


从 南北 朝 末 期 到 北宋 初期 , 约 500 年 ,在 数学 上 又 积累 了 丰富 的 知识 ,到 宋 元 时 期 达到 
了 新 的 高 潮 ,特别 是 在 代数 方面 取得 了 一 系列 世界 一 流 的 成 果 . 究 其 原因 , 乃 是 国内 经 济 发 
展 ,海外 贸易 大 发 展 的 结果 . 当时 全 国 十 万 户 以 上 的 大 城市 有 四 十 多 座 , 儿 乎 是 唐 代 的 两 倍 . 
宋代 的 各 门 科学 也 得 到 普遍 发 展 . 四 大 发 明 的 三 项 一 一 指南 针 、 火 药 和 活字 印刷 在 宋代 完成 
并 获得 广泛 应 用 . 沈 括 写 出 在 科学 史上 具有 重要 意义 的 《 梦 溪 笔 谈 》, 制 成 闻名 于 世 的 机 械 计 
时 器 和 天 文 仪器 . 宋代 在 学 术 上 也 较为 自由 . 数学 就 在 这 种 环境 下 ,取得 了 长 足 进 步 . 隋唐 时 
代数 学 著作 不 过 几 种 ,而 宋代 却 出 了 五 十 多 种 . 

这 一 时 期 涌现 了 一 批 数学 家 ,其 中 最 卓越 的 代表 有 页 宪 .杨辉 、 秦 九 韶 、 李 冶 、. 朱 世 杰 等 ， 
他 们 在 世界 数学 史上 占有 光辉 的 地 位 ， 


3.1 质 宪 三 角 和 增 乘 开 方 法 


贾 宪 是 北宋 著名 数学 家 、 天 文学 家 楚 衍 的 学 生 , 做 过 位 置 不 高 的 官 . 他 活动 于 11 世纪 上 
半 叶 , 写 过 一 些 数 学 著作 ,可 惜 已 失传 . 所 幸 杨辉 的 著作 中 保存 了 他 的 两 项 重要 成 就 : 页 宪 
三 角 和 增 乘 开 方 法 . 
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杨辉 的 著作 《详解 九 章 算法 } 中 有 一 张 珍贵 的 图 一 一 “ 开 方 作法 本 源 图 ”( 图 7-8) ,并 指 
出 ,此 图 “出 《 释 锁 算 书 》( 已 失传 ), 贾 宪 用 此 术 ”. 就 是 说 ,这 张 图 是 贾 宪 创造 的 ,现在 叫 " 贾 宪 

三 角 ”. 这 张 图 给 出 了 指数 为 正 整 数 的 二 项 式 展开 的 系数 表 : 

(a 十 0° 一 1， 
(a 十 65)! 二 a 十 b， 
(a 二 6b)?= a 二 2ab 十 b， 
(ae 十 563 =a’ +3ab 二 3ab? 十 B， 
(a 二 6 二 a 十 4a36b 十 645 十 4ab’; 十 b， 
(gab6) = 二 a 二 5a65 十 10asB 十 10a2 妨 十 5ab' 十， 
(a 十 的 一 a6 十 6a50 十 15a4 姑 十 20c383 十 15e20! 十 6ab5 十 6. 


左右 “ 


西方 人 把 页 宪 三 角 叫 做 “帕斯卡 三 角形 ” 现在 国外 也 逐渐 承认 这 项 成 果 属 于 中 国 , 并 称 它 为 
“中 国 三 角形 ” 

贾 完 的 “ 增 乘 开 方法 ?是 高 次 方程 求 近似 解 的 方法 ,可 用 于 三 次 或 三 次 以 上 的 方程 .但 限 
于 方程 系数 为 正 , 且 首 项 系数 为 1. 12 世纪 北宋 数学 家 刘 益 突破 了 系数 为 正和 首 项 系数 为 1 
的 限制 . 可 惜 他 的 著作 《4 议 古 根源 已 失传 ,可 幸 的 是 这 个 解法 又 为 杨辉 保留 了 下 来 . 欧洲 相 
应 的 工作 要 晚 得 多 . 意大利 数学 家 和 鲁 菲 尼 (P. Ruffini, 1765 一 1822) 于 1804 年 ,英国 数学 家 
霍 纳 (G. Horner, 1786 一 1837) 于 1819 年 各 自 独 立地 建立 了 求解 数字 高 次 方程 的 近似 解 
法 , 比 中 国 数 学 家 的 工作 晚 了 700 多 年 . 


3.2 秦 九 部 与 大 衍 求 一 术 
秦 九 韶 ( 约 1202 一 约 1261) 是 中 国 南 宋 时 期 的 数学 家 , 字 道 古 , 普 州 安 岳 ( 今 四 川 安 岳 
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县 ) 人 .他 的 名 著 《 数 书 九 章 ; 成 书 于 1247 年 . 全 书 共 18 卷 约 20 万 字 . 收集 了 与 生活 密切 相 
关 的 81 个 数学 问题 ,其 复杂 程度 和 解 题 水 平均 高 于 此 前 的 任何 著作 . 它 代 表 了 当时 世界 上 
最 高 的 数学 水 平 . 美国 哈佛 大 学 科学 史家 萨 顿 对 秦 九 韶 的 评价 是 :“ 秦 九 韶 是 他 那个 民族 、 
他 那个 时 代 、 并 且 也 是 所 有 时 代 最 伟大 的 数学 家 之 一 ”. 

秦 九 韶 的 主要 工作 有 三 项 : 大 衍 求 一 术 ; 数字 高 次 方程 的 近似 解法 ;线性 方程 组 的 
解法 . 

大 入 求 一 术 是 秦 九 毅 在 《 数 书 九 章 》 中 提出 的 解 一 次 同 余 方程 组 的 方法 ,也 称 为 孙子 剩 
余 定理 (简称 孙子 定理 ) ,中 国 剩余 定理 等 . 这 是 初等 数论 中 最 重要 的 基本 定理 之 一 . 我 国 南 
北朝 的 《孙子 算 经 兴 约 5 世纪 前 后 ) 中 有 “ 物 不 知 其 数 ” 问 题 : 

今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几何 ? 
用 现代 数学 语言 ,这 类 问题 可 表示 为 : 

设 ai:(i 二 1,2,…,7) 为 给 定 的 正 整数 , r(i 二 1,2,…,n) 为 给 定 的 整数 , 求 整数 zx, 使 得 
(zx 一 7;) 被 a; 整除 ,i 一 1,2,…,n 

这 个 问题 相当 于 求解 一 次 同 余 方程 组 ，. 

T=n(moda), 


Tr (moda,), 


=r7, (moda,). 

在 西方 ,直到 18 世纪 瑞士 的 欧 拉 和 法 国 的 拉 格 朗 日 才 对 同 余 式 进行 了 系统 的 研究 . 较 
之 秦 九 韶 晚 了 5 个 世纪 . 

秦 九 韶 在 数学 方面 的 第 二 项 重大 成 就 是 数字 高 次 方程 的 近似 解法 . 唐 朝 的 王 孝 通 ( 公 元 
7 世纪 ) 著 《 辑 古 算 经 》, 成 功 地 解决 了 大 规模 土方 工程 中 提出 的 三 次 数字 方程 的 计算 问题 . 
书 中 给 出 了 28 个 形 如 

二 pz: 十 qz 十 c= 二 0 

的 正 系数 方程 及 正 有 理 根 ,但 没有 解法 .页 宪 创 造 了 增 乘 开 方 法 , 刘 益 解除 了 对 方程 系数 的 
限制 , 秦 九 韶 把 它 推广 到 任意 高 次 方程 ,并 规定 “ 实 常 为 负 ”, 即 限制 常数 项 为 负 . 这 就 使 得 整 
个 运算 统一 为 加 法 ,彻底 实现 了 运算 的 机 械 化 . 与 现代 通用 的 算法 基本 一 致 

秦 九 韶 在 数学 方面 的 第 三 项 重大 成 就 是 线性 方程 组 的 解法 . 在 解 题 的 过 程 中 ,他 用 到 了 
增 广 和 矩阵 的 初等 变换 ,这 是 一 项 了 不 起 的 成 就 . 当然 ,他 没有 现代 的 符号 系统 . 


3.3 天 元 术 与 四 元 术 


宋 元 数 学 发 展 的 一 个 最 深刻 的 动向 是 向 代数 符号 化 的 进展 . 这 就 是 天 元 术 与 四 元 术 的 
出 现 . 元 朝 , 李 冶 所 著 《 测 圆 海 镜 》(1248) 和 《 益 古 算 段 )(1259) 是 最 先 阐述 天 元 术 的 著作 . 天 
元 术 就 是 设 未 知 数 布 列 方程 的 一 般 方 法 . 用 天 元 术 列 方程 的 方法 与 现代 数学 中 列 方程 的 方 
法 类 似 . 首先 “ 立 天 元 一 为 某 某 ”,“ 天 元 一 ”就 表示 未 知 数 , 相 当 于 现在 的 z, 然 后 列 出 方程 ， 
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李 冶 (1192 一 1279) 是 中 国 金 、. 元 时 期 的 数学 家 . 字 仁 卿 ,号 敬 斋 , 真 定 栾 城 ( 今 河北 京城 
县 ) 人 . 清 代 学 者 阮 元 认为 《 测 圆 海 镜 》 是 “中 土 数学 之 宝 书 ”. 李 善 兰 称赞 它 是 “中 华 算 书 实 
无 有 胜 于 此 者 ”. 

李 冶 之 后 , 朱 世 杰 (1300 前 后 ?把 天 元 术 从 一 个 未 知 数 的 情况 推广 到 两 个 .三 个 及 四 个 
的 情况 ,而 考虑 四 元 高 次 联 立方 程 组 ,这 就 是 四 元 术 . 

朱 世 杰 是 元 朝 数学 家 , 字 汉 卿 ,号 松 庭 ,北京 附近 人 . 他 的 代表 作 有 《 算 学 启蒙 (1299)、 
《四 元 玉 鉴 >(1303).《 算 学 启蒙 ) 是 一 部 通俗 数学 名 著 , 曾 流传 海外 ,影响 了 日 本 和 朝鲜 数学 
的 发 展 .《 四 元 玉 鉴 ) 是 宋 元 数 学 高 峰 的 又 一 标志 ,其 中 最 突出 的 数学 创造 有 “四 元 术 ”, 即 多 
元 联 立 高 次 方程 组 与 消 元 法 等 .还 有 “ 招 差 术 ”和 “ 隙 积 术 ”. 用 消 元 法 解 高 次 方程 组 在 西方 直 
到 1779 年 才 在 培 祖 (Bzout, 1730 一 1783) 的 著作 中 首次 出 现 . 

清 代 《 畴 人 传 ， 续 编 评 论 他 时 说 :“ 汉 卿 在 宋 元 间 ,与 秦 道 古 ( 九 韶 )、 李 仁 卿 ( 李 冶 ) 可 
称 鼎 是 而 三 , 道 古 正 负 开 方 . 仁 卿 天 元 如 积 , 皆 足 上 下 千古 , 汉 卿 又 兼 包 众 有 , 充 类 尽量 , 神 而 
明之 , 尤 超 乎 秦 李 两 家 之 上 . ”科学 史家 萨 顿 评论 说 : 朱 世 杰 “ 是 他 所 生存 时 代 的 ,同时 也 是 
贯穿 古今 的 一 位 最 杰出 的 数学 家 ”. 而 他 所 著 的 《四 元 玉 鉴 ) 则 是 “中 国 数学 著作 中 最 重要 的 
一 部 ,同时 也 是 整个 中 世纪 最 杰出 的 数学 著作 之 一 .” 


3.4 高 阶 等 差 级 数 与 内 播 法 


在 我 国 的 古 算 书 中 , 如 《 周 钥 算 经 》《 九 章 算 | 
术 》《 孙 子 算 经 ?等 都 有 计算 等 差 级 数 和 等 比 级 数 的 ， 
实例 . 到 了 宋朝 以 后 ,更 出 现 了 关于 高 阶 等 差 级 数 的 
专门 论述 . 北宋 沈 括 在 4 梦 溪 笔谈 》 中 创造 了 “ 隙 积 
术 ”. 隙 积 术 就 是 关于 长 方 台 形 摊 积 (图 7-9) 的 求 和 
公式 .南宋 的 杨辉 在 《详解 九 章 算法 》 中 得 到 了 一 些 
高 阶 等 差 级 数 的 求 和 公式 .在 此 基础 上 朱 世 杰 得 到 了 系统 的 、 一 般 的 结果 . 在 《四 元 玉 鉴 } 中 
他 给 出 了 下 面 的 一 组 求 和 公式 , 称 为 "三角 翰 公 式 ”: 


1 十 2 十 3 一 让 n(n 十 1)， 


图 7-9 


1 二 3 二 6 十 和 nn +1) = n+ Dn+2), 


NS 
_ 
人 
S 

CD 
— 


1 二 4 二 101 全 十 寺 aC2 十 1 十 2 一 二 zz -1) Cn 
1 十 5 十 15 十 十 言 n(n 十 Dn 十 2) Cn 十 3) 


一 车 zz 十 DC 十 2)C2 十 3)(2 十 人， 
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1 十 6 十 31 十 …… 十 夺 z(2 十 DC 十 2)Cz 十 3)Cz 十 全 


一 innt Dnt2) nt 3) (nt 4 nt 5). (7-4) 


这 些 公式 都 出 现在 (四 元 玉 鉴 } 中 . 重要 的 是 ,这 些 公式 之 间 存 在 着 密切 的 联系 . 前 一 公 
式 的 和 是 后 一 公式 的 通 项 , 正 是 注意 到 这 一 点 , 朱 世 杰 得 到 了 p 阶 等 差 级 数 求 和 的 一 般 


公式 ， 


> D1rCr+ 1)(r 十 2)*…(r 十 p 一 11) n(n 十 1)Cn 二 2)*(n 十 p)，(7-5) 


1 
气 TDI 

这 些 公 式 与 页 宪 三 角 有 深刻 的 联系 , 朱 世 杰 指 出 ,这些 公式 左 侧 的 求 和 各 依次 是 页 完 三 
角 中 第 p 条 斜 线 上 的 前 项 数字 ,而 右 侧 的 和 是 第 p 十 1 条 斜 线 上 的 第 = 项 数字 . 

此 外 ,还 要 注意 到 ,第 一 个 级 数 的 相 邻 两 项 的 差 是 1, 第 二 个 级 数 的 相 邻 两 项 的 差分 别 
是 1,2,3,… ,就 是 第 一 个 级 数 , 对 它 再 求 差 , 就 得 到 1. 第 三 个 级 数 的 相 邻 两 项 的 差 就 是 第 二 
个 级 数 ,…. 所 以 我 们 分 别 把 它们 叫 币 一 阶 等 差 级 数 、 二 阶 等 差 级 数 、 三 阶 等 差 级 数 等 . 

下 面谈 谈 内 插 法 , 内 捅 法 的 研究 始 于 天 文学 . 中 国 古 代 天 文学 家 注意 到 了 天 体 运 动 的 不 
规则 性 . 最 早 是 东汉 的 刘 洪 在 他 的 著作 《 蓝 象 历 》 中 使 用 了 一 次 插值 公式 计算 月 行 度数 . 隋 朝 
的 刘 粳 (6 世纪 ) 在 《 皇 极 历 》 中 使 用 了 二 次 插值 . 后 来 和 尚 一 行 (8 世纪 ) 在 《大 衍 历 》 中 把 刘 迷 
的 公式 推广 到 自 变 量 不 等 距 的 情形 . 到 宋 元 时 期 ,郭守敬 、. 朱 世 杰 进一步 发 展 了 高 次 内 插 法 ， 
并 处 于 世界 领先 地 位 .《 四 元 玉 鉴 ) 中 的 “ 招 差 术 ”, 就 是 高 次 内 插 法 . 

《四 元 玉 鉴 中 着 “如 像 招 数 门 ”主要 讲 招 差 术 . 其 中 最 后 一 题 是 典型 的 : 

“ 今 有 官司 依 立 方 招 兵 , 初 招 方面 三 尺 ,次 招 方面 转 多 一 尺 ,得 数 为 兵 , 今 招 一 十 五 方 , 每 
人 支 钱 二 百 五 十 文 , 问 兵 及 支 钱 各 几何 . 答 日 : 兵 二 万 三 千 四 百人 , 钱 二 万 三 千 四 百 六 十 
二 贯 .” 

“ 依 立方 招 兵 ” 指 招 兵 人 数 以 立方 计算 , 即 第 一 次 招 兵 数 是 3 一 27, 第 二 次 招 兵 数 是 
(3 十 1 二 4 二 64,…, 共 招 15 次 ,其 总 数 为 

SS 一 3 十 和 十 六 十 173. 
如 果 直 接 求 和 ,计算 量 相当 大 , 朱 世 杰 没 有 采用 这 种 方法 ,而 是 用 招 差 公 式 求 出 招 兵 总 数 . 

如 果 用 fln) 表 示 至 第 日 时 的 招 兵 总 人 数 , 朱 世 杰 得 到 了 下 面 的 公式 : 

fm) = mA 十 i Da 十 nln— EA 一 22 As 十 n(n— 2 2) (nO— 3) 
式 中 的 A,A? ,A ,A 分 别 表 示 1 阶 差 ,2 阶 差 .3 阶 差 和 4 阶 差 , 朱 世 杰 称 为 上 差 \ 二 差 ,三 差 
和 相差 (注意 ,A’ 不 是 A 的 平方 ). 如 何 计 算 这 些 差 ? 
A= 3 = 27, 
A: 一 4 一 33 一 64 一 27 一 37， 
要 算 As , 先 需 算出 5; 一 人 4 一 125 一 64 一 61, 而 As 一 61 一 37 一 24. 请 读者 自己 算 一 算 A 和 .. 
这 就 是 四 次 等 间距 插值 公式 ,与 牛顿 的 插值 公式 基本 一 致 . 


A’. (7-6) 
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朱 世 杰 又 指出 ,三 角 翅 公式 与 招 差 术 的 联系 : 招 差 公式 中 各 项 差分 的 系数 恰 是 各 三 角 
始 公式 的 右 端 项 ， 


3.5 古代 数学 发 展 的 停滞 


宋 元 时 期 是 中 国 数学 发 展 的 黄金 时 代 ,此 后 走向 衰落 . 原因 是 多 方面 的 ， 

(1) 皇朝 统治 在 晚期 表现 出 严重 的 腐朽 性 . 元朝 以 后 ,科举 考试 制度 中 的 4 明 算 科 》 完 全 
废除 , 唯 以 八股 取 士 . 数学 的 发 展 受 到 社会 的 阻碍 ， 

(2) 闭关 自 守 . 

(3) 知识 分 子 地 位 低下 . 

(4) 没有 科学 团体 . 数学 家 都 是 单干 户 . 

(5) 忽视 论证 推理 . 在 科学 研究 中 多 归纳 与 抽象 ,而 少 逻 辑 与 实验 . 没有 形成 完整 的 科 
学 体系 ,并 且 重 实用 轻 理 论 . 

(6) 符号 数学 没有 诞生 ,没有 一 个 好 的 语言 . 

论文 题目 

从 中 国 数学 史 中 选 择 一 个 典型 问题 作 分 析 . 


EA I SNS RS ISRIS RI IS EI IS ESE SES EN SRN SLI SRN SI SI SK 


TSE SLI ISI SEI SI IS ELIS ILI SEI SRIIIS I I SR SEN SI SIS RNAS I SN I NS 


刘 徽 ,中 国 魏 晋 间 杰 出 的 数学 家 ,中 国 古 典 数学 理论 的 英 基 者 之 一 ,籍贯 及 生 谤 年 月 不 
详 ,幼年 曾 学 习 过 《 九 章 算术 》, 成 年 后 又 继续 深入 研究 ,在 魏 景 元 四 
年 (263) 着 《 九 章 算术 注 》, 并 撰 《 重 差 ) 作 为 《 九 章 算术 注 》 的 第 十 卷 . 
唐 初 以 后 ,《 重 差 ) 以 《海岛 算 经 》 为 名 单独 刊行 . 刘 徽 全 面 论述 了 《 九 
章 算 术 》 所 载 的 方法 和 公式 ,指出 并 且 纠 正 了 其 中 的 错误 ,在 数学 方 
法 和 数学 理论 上 做 出 了 杰出 的 贡献 . 

刘 徽 创造 性 地 运用 极限 思想 给 出 了 计算 圆周 率 的 方法 《 九 章 算 
术 ) 提 出 图 面积 公式 :“ 半 周 半径 相 乘 得 积 步 ”. 在 刘 徽 之 前 是 将 内 接 
正 12 边 形 分 割 拼 补 成 一 个 长 为 圆 内 接 正 六 边 形 周 长 之 半 ， 宽 为 圆 半 ， 
径 的 长 方形 ,近似 推断 这 个 公式 的 . 刘 徽 指出 此 “ 合 径 率 一 而 外 周 率 
三 ”, 极 不 准确 .为 了 严格 证 明 这 个 公式 ,他 首先 从 图 内 接 正 6 边 形 开始 割 图 ,依次 得 正 12 边 
形 、 正 24 边 形 、…… 割 得 越 细 , 正 多 边 形 的 面积 与 圆 面积 之 差 越 小 ,“ 制 之 又 割 ,以 至 于 不 可 
割 , 则 与 圆周 合体 而 无 所 失 矣 ?. 另 一 方面 ,这 些 正 多 边 形 每 边 外 有 一 余 径 ,以 边 长 乘 余 径 , 加 
到 相应 的 正 多 边 形 上 , 则 大 于 圆 面积 ,然而 , 当 正 多 边 形 与 圆周 合体 时 , 则 表 无 余 径 , 表 无 余 
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径 , 则 等 不 外 出 侨 ” 这 就 从 上 界 和 下 界 两 个 方面 证 明了 圆 面积 是 两 个 多 边 形 面积 序列 的 极 
限 . 然后 ,将 与 圆 合体 的 正 多 边 形 分 割 成 无 眼 多 个 以 每 边 为 底 , 以 圆心 为 顶点 的 等 腰 三 角形 . 
由 于 以 一 边 长 乘 半 径 , 等 于 每 个 三 角形 面积 的 两 位 ，“ 故 以 半 周 半径 而 为 圆 琶 ”, 从 而 完成 了 
圆 面 积 公式 的 证 明 . 刘 徽 指出 ,上 述 圆 面积 公式 中 的 “ 周 径 , 谓 至 然 之 数 , 非 周三 径 一 之 率 
也 ”. 刘 徽 之 前 ,刘欢 .张衡 等 人 曾 改 进 圆 周 率 值 ,但 成 绩 都 不 佳 . 刘 徽 用 割 圆 术 , 得 出 求 圆 周 
率 的 科学 方法 , 黄 定 了 此 后 千 余年 中 国 圆 周 率 计 算 在 世界 上 的 领先 地 位 . 

刘 徽 还 提出 了 求 球体 积 的 方法 一 一 件 合 方 盖 法 ,显示 了 中 国人 民 的 特殊 智慧 


RA SE TSI SE SS SI SI SSE SRS ISIS I SRS HIIS I SI I, 


PSI SEI SI SE SI SI SI LR SITS SI SI SRI SR SR SI SES 


祖冲之 (429 一 500) 是 我 国 南 北朝 杰出 的 数学 家 、 天 文学 家 . 他 生 于 宋 文帝 元 嘉 6 年 ( 公 
元 429 年 ), 座 于 齐 东 芽 修 永 元 2 年 (公元 500 年 ). 祖籍 在 范阳 
郡 道 县 , 今 河北 省 沫 源 县 ,他 的 先世 为 避 乱 迁 往 江 南 ， 

祖冲之 在 数学 方面 的 主要 成 就 是 关于 圆周 率 的 计算 . 他 算 
出 圆周 率 的 真 值 在 3. 1415926 和 3. 1415937 之 间 . 这 两 个 近似 
值 准 确 到 小 数 第 7 位 ,是 当时 世界 上 最 先进 的 结果 ,直到 15 世 
纪 , 阿 拉 伯 数 学 家 卡 西 才 得 到 更 精确 的 结果 . 他 还 给 出 了 圆周 
率 的 密 率 355/113(sz3. 1415929). 这 个 分 数 是 x 的 渐进 分 数 ， 
其 中 密 率 355/113 直到 16 世纪 才 被 德国 人 V. 秽 托 和 荷兰 人 
A. 安 托尼 斯 重新 发 现 . 

祖冲之 还 和 他 的 儿子 祖上 蜡 圆 满 地 解决 了 球体 积 的 计算 问 
题 , 得 到 了 求 球体 积 的 正确 公式 . 他 和 祖 虑 合 著 的 《 缀 术 》 一 书 是 著名 的 《 算 经 十 书 》 之 一 ， 异 
已 失传 . 

在 天 文 历法 方面 ,祖冲之 创制 了 《大 明 历 》, 最 早 把 岁差 引进 历法 ,是 中 国 古 代 历 法 的 一 
重大 成 就 , 他 还 是 一 位 博学 多 才 的 科学 家 和 工程 师 兼 文学 家 ,对 各 种 机 械 也 有 研究 . 制造 过 
指南 车 ,日 行 百 里 的 “千里 船 >, 计 时 器 等 . 写 过 小 说 《 述 异 记 》 十 卷 ,为 ( 易 经 》《 老 子 》《 庄 子 》 
等 书 作 注 . 这 些 书 绝 大 部 分 都 已 失传 . 
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如 果 没 有 一 些 数 学 知识 ,那么 就 是 对 最 简单 的 自然 现象 也 很 玲 理 解 什么 ,而 要 
对 自然 的 奥秘 做 更 深入 的 探索 ,就 必须 同时 地 发 展 数 学 . 
J. W. A. Young 
数学 的 历史 是 重要 的 , 它 是 文明 史 的 有 价值 的 组 成 部 分 . 人 类 的 进步 是 与 科学 
思想 极为 一 致 的 . 数学 和 物理 的 研究 是 佑 奖 进 一 步 的 一 个 可 千 的 记录 . 
F. Cajori 


$1 数学 的 新 进展 


1.1 阿拉 伯 的 数学 


历史 向 前 一 步 的 进展 往往 伴随 着 向 后 一 步 的 探 本 淹 源 . 希腊 文明 衰落 之 后 ,欧洲 处 于 黑 
暗 时 期 ,数学 活动 基本 停止 下 来 . 数学 中 心 转移 到 了 阿拉 伯 志 界 . 他 们 最 大 的 功绩 是 保存 、 传 
播 了 希腊 .印度 甚至 中 国 的 数学 ,而 后 将 它 传 到 欧洲 . 阿拉 伯 人 也 对 数学 做 出 了 一 些 重要 

阿拉 伯 人 对 数学 的 主要 贡献 表现 在 代数 方面 . 花 拉 子 米 (al-Khowarizmi, 约 780 一 约 
850) 是 中 世纪 对 欧洲 影响 最 大 的 阿拉 伯 数 学 家 , 生 于 波斯 北部 城市 花 拉 子 模 , 曾 长 期 生活 于 
巴格达 . 他 对 天 文 历法 ,地理 地 图 方面 均 有 贡献 . 他 有 两 部 数学 著作 传世 . 第 一 部 著作 是 《 花 
拉 子 米 算术 》CLiber Algorismi) , 书 中 介绍 了 印度 的 十 进位 制 记 数 法 和 算术 知识 . 现代 数学 
中 的 算法 (algorithm) 就 来 自 这 部 著作 的 书 名 . 第 二 部 著作 的 书 名 为 《还 原 与 对 消 计 算 概 要 》 
(Al-jabr walmuqabala),“Al-jabr” 的 原意 是 “还 原 ” 移 项 ,“walmuqabala” 的 原意 是 “化 简 ”， 
即 合 并 同类 项 的 意思 . 这 部 著作 传人 欧洲 后 ,Al-jabr 演变 为 “algebra”, 成 了 西 文 的 代数 的 名 
称 . 这 是 阿拉 伯 人 对 代数 的 第 一 个 贡献. 

欧 几 里 得 几何 未 获 进展 ,但 三 角 学 有 进展 ,在 阿拉 伯 人 手 里 三 角 学 开始 独立 于 天 文学 而 
成 为 一 个 用 途 更 广 的 学 科 . 

阿拉 伯 人 承认 无 理 数 ,这 就 有 可 能 用 数 来 表示 长 度 .面积 和 体积 .在 阿拉 伯 人 的 眼 里 , 代 
数 与 几何 并 行 不 悖 ,这 为 解析 几何 的 诞生 准备 了 思想 基础 ， 


1.2 对 数 的 认识 
新 的 欧洲 数学 的 第 一 个 重大 进展 是 在 算术 和 代数 方面 .到 1500 年 左右 , 零 被 接受 作为 
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一 个 数 . 无 理 数 也 使 用 得 更 加 随便 了 ,但 仍 心 存疑 虑 . 施 蒂 费 尔 (Stifel M) 在 讨论 用 十 进 制 小 
数 表达 无 理 数 问题 时 说 : 
在 证 明 几 何 图 形 的 问题 中 ,由 于 当 有 理 数 不 行 而 代 之 以 无 理 数 时 ,就 能 完全 证 

出 有 理 数 所 不 能 证 明 的 结果 ，…… 因此 ,我 们 感到 不 能 不 承认 它们 确实 是 数 . 迫使 

我 们 承认 的 是 由 于 使 用 它们 而 得 出 的 结果 那 是 我 们 认为 真实 、 可 靠 而 且 恒 定 

的 结果 . 但 从 另 一 方面 讲 , 别 的 考虑 却 使 我 们 不 承认 无 理 数 是 数 . 例如 , 当 我 们 想 把 

它们 数 出 来 [用 十 进 制 小 数 表示 ] 时 ，…… 就 发 现 它们 无 止境 地 往 远 跑 , 因 而 没有 一 

个 无 理 数 实质 上 是 能 被 我 们 准确 掌握 住 的 …". 而 本 身 缺 乏 准 确 性 的 东西 就 不 能 

称 其 为 真正 的 数 …… .所 以 ,正如 无 穷 大 的 数 并 非 数 一 样 , 无 理 数 也 不 是 一 个 真正 

的 数 ,而 是 隐藏 在 一 种 无 穷 迷 雾 后 面 的 东西 . 


负数 虽然 通过 阿拉 伯 人 的 著作 传 到 欧洲 ,但 16,17 世纪 的 大 多 数 数学 家 并 不 承认 它们 
是 数 ,或 者 即使 承认 了 ,也 不 认为 它们 是 方程 的 根 . 15 世纪 的 丘 凯 (N，Chuquet) 和 16 世纪 
的 施 蒂 费 尔 都 把 负数 说 成 是 荒 廖 的 数 . 笛 卡 儿 愿 意 接 受 负 数 , 但 帕斯卡 认为 从 0 减 去 4 纯粹 
是 胡说 . 

在 欧洲 人 还 没有 完全 克服 无 理 数 和 负数 带 来 的 困难 时 ,又 晕 头 党 脑 地 陷入 复数 的 泥潭 . 
例如 ,卡尔 达 诺 (G. Cardano，1501 一 1576) 在 他 的 著作 《大 法 》 中 , 解 方程 

XxX(10— 7x) 一 40， 

求 得 根 为 5 十 VY 一 15 和 5 一 V 一 15 ,然后 说 ,“ 不 管 受到 多 大 的 良心 责备 ”也 要 把 它们 乘 起 来 
得 40. 吉 拉 德 (A，Girard) 在 他 的 著作 《代数 中 的 新 发 明 》 中 说 ;“ 有 人 会 说 ,这 些 不 可 能 的 解 
[ 复 根 ] 有 什么 用 ? 我 回答 , 它 有 三 方面 的 用 途 ,一 是 因为 能 肯定 一 般 法 则 ,二 是 因为 它们 有 
用 ,并 且 除 此 以 外 没有 上 别 的 解 . ”对 复数 这 种 模糊 认识 中 最 有 名 的 一 段 话 来 自 莱 布 尼 芯 : 


圣灵 在 分 析 的 奇观 中 找到 了 超凡 的 显示 ,这 就 是 那个 理想 世界 的 端 兆 ,那个 介 
于 存在 与 不 存在 的 两 栖 物 ,那个 我 们 称 之 为 虚 的 一 1 的 平方 根 . 


1.3 符号 体系 


代数 上 的 进步 是 引 人 了 好 的 符号 体系 ,这 对 代数 和 分 析 的 发 展 比 16 世纪 技术 上 的 进展 
远 为 重要 . 事实 上 ,由 于 采用 了 符号 ,代数 才 成 为 一 门 科 学 . 

“十 ”和 “一 ”是 15 世纪 德国 人 引进 的 “= 一" 是 1557 年 英国 人 引进 的 . 其 他 符号 的 引入 见 
李 文 林 著 :《 数 学 史 教 程 )《( 第 二 版 ) 第 130 页 . 

代数 性 质 上 最 重大 的 变革 是 韦 达 (F. Vieta) 引 人 符号 体系 . 他 是 第 一 个 有 意识 地 、 系 统 
地 使 用 字母 的 人 . 他 不 仅 用 字母 表示 未 知 量 和 未 知 量 的 乘 朝 ,而 且 用 字母 表示 方程 的 一 般 系 
数 , 他 规定 了 算术 和 代数 的 区 别 . 他 说 ,代数 是 施行 于 事物 的 类 或 形式 的 运算 方法 . 算术 是 同 
数 打 交道 . 

莱 布 尼 芯 的 名 字 在 数学 符号 史上 也 必须 提 到 ,虽然 他 在 代数 上 采用 这 个 重大 步骤 较 晚 . 
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他 对 各 种 符号 进行 了 长 期 的 研究 ,试用 过 一 些 符 号 ,并 征求 同时 代 人 的 意见 ,然后 他 选取 他 
认为 最 好 的 符号 . 讲 微 积分 发 展 史 时 我 们 还 碰 到 他 .他 肯定 认识 到 ,好 的 符号 可 以 大 大 地 节 
省 思维 劳动 . 


32 解析 几何 


欧 氏 几何 是 一 种 度量 几何 ,关心 长 度 和 角度 . 它 的 方法 是 综合 的 ,没有 代数 的 介入 ,为 解 
析 几 何 的 发 展 留 下 了 余地 . 

解析 几何 的 诞生 是 数学 史上 的 另 一 个 伟大 的 里 程 碑 . 他 的 创始 人 是 笛 卡 儿 和 费 马 , 他 们 
都 对 欧 氏 几何 的 局 限 性 表示 不 满 : 古代 的 几何 过 于 抽象 ,过 多 地 依赖 于 图 形 . 他 们 对 代数 也 
提出 了 批评 ,因为 代数 过 于 受 法 则 和 公式 的 约束 ,缺乏 直观 ,而 不 是 有 益 于 发 展 思想 的 艺术 . 
同时 ,他 们 都 认识 到 几何 学 提供 了 有 关 真 实 世界 的 知识 和 真理 ,而 代数 学 能 用 来 对 抽象 的 未 
知 量 进行 推理 ,代数 学 是 一 门 潜在 的 方法 科学 . 因此 ,把 代数 学 和 几何 学 中 一 切 精华 的 东西 
结合 起 来 ,可 以 取长补短 . 这 样 一 来 ,一 门 新 的 学 科 诞生 了 . 


2.1 第 卡 儿 的 两 个 概念 


笛 卡 儿 的 理论 以 两 个 概念 为 基础 : 坐标 概念 和 利用 坐标 方法 把 两 个 未 知 数 的 任意 代数 
方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 的 概念 ， 
1. 坐标 概念 
在 引进 坐标 系 之 后 , 平面 上 的 点 也 可 以 与 一 对 有 序 实数 
(a,5) 建 立 一 一 对 应 : 
P=<—> (a,b), 
(a,b) 称 为 该 点 的 坐标 (图 8-1). 


图 8-1 


这 就 实现 了 平面 的 算术 化 ,实现 了 数学 史上 的 一 次 质 的 飞 既 . 

2. 把 两 个 未知 数 的 任意 代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 的 概念 
例 1 zx 十 y= 二 a? 一 圆 ,中 心 在 原点 ,半径 为 a( 图 8-2). 

一 般 地 ,F(z,y) 二 0< 一 平面 曲线 (图 8-3). 
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两 个 概念 的 结合 产生 了 一 个 全 新 的 学 科 一 一 解析 几何 . 

注 ”第 卡 儿 之 前 ,人 们 一 直 把 FCz,y) 一 0 视 为 不 定 方程 ,研究 它 的 整数 解 ,但 并 不 关心 
当 z,y 取 实 数 时 ,方程 意味 着 什么 . 笛 卡 儿 破 天 荒地 第 一 次 将 它 视 为 一 条 平面 曲线 . 

定义 ”解析 几何 是 这 样 一 个 数学 学 科 , 它 在 采用 坐标 法 的 同时 ,运用 代数 方法 来 研究 几 
何 对象 . 

解析 几何 的 基本 思想 是 ,用 代数 方法 研究 几何 学 ,从 而 把 空间 的 论证 推进 到 可 以 进行 计 
算 的 数量 层面 . 办 法 是 把 空间 的 几何 结构 代数 化 , 即 用 一 个 基本 几何 量 和 它 的 运算 来 描述 空 
间 的 结构 . 这 个 基本 量 就 是 向 量 , 基 本 运算 指向 量 的 加 、 减 . 数 乘 和 又 乘 . 向 量 的 运算 就 是 基 
本 几何 性 质 的 代数 化 . 代数 的 基本 功 是 计算 ,几何 的 基本 功 是 推理 . 表面 看 起 来 它们 颇 为 不 
同 ,但 稍 加 分 析 就 会 发 现 ,现代 数学 中 的 计算 其 实 就 是 以 运算 规律 为 根据 的 推理 . 


2.2 解析 几何 的 伟大 意义 


(1) 数学 的 研究 方向 发 生 了 一 次 重大 转折 ; 古代 以 几何 为 主导 的 数学 转变 为 以 代数 和 
分 析 为 主导 的 数学 . 

(2) 以 常量 为 主导 的 数学 转变 为 以 变量 为 主导 的 数学 ,为 微 积分 的 诞生 奠定 了 基础 . 

(3) 使 代数 和 几何 融合 为 一 体 ,实现 了 几何 图 形 的 数字 化 ,是 数字 化 时 代 的 先 声 . 

(4) 代数 的 几何 化 和 几何 的 代数 化 ,使 人 们 摆脱 了 现实 的 束缚 . 它 带 来 了 认识 新 空间 的 
需要 ,帮助 人 们 从 现实 空间 进入 虚拟 空间 : 从 三 维 空间 进入 更 高 维 的 空间 . 

解析 几何 中 的 代数 语言 具有 意 想不到 的 作用 ,因为 它 不 需要 从 几何 考虑 也 行 . 考虑 方程 

22 十 哆 一 25， 

我 们 知道 , 它 是 一 个 圆 . 圆 的 完美 形状 .对 称 性 .无 终点 等 都 存在 在 邬 里 呢 ? 在 方程 之 中 ! 例 
如 ,在 几何 上 (x,y) 与 (x, 一 y),( 一 +,y),( 一 zx, 一 y) 对 称 ,等 等 ,表现 在 它们 都 满足 同一 个 
方程 上 . 代数 取代 了 几何 ,思想 取代 了 眼睛 ! 在 这 个 代数 方程 的 性 质 中 ,我 们 能 够 找 出 几何 
中 圆 的 所 有 性 质 . 这 个 事实 使 得 数学 家 们 通过 几何 图 形 的 代数 表示 ,能够 探索 出 更 深层 次 的 
概念 . 我 们 为 什么 不 能 考虑 下 述 方程 呢 ? 
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. TI 十 十 忆 十 wi 一 25， 
以 及 形 如 
TZ? 十 :2 十 十 x? 一 25 
的 方程 呢 ? 这 是 一 个 伟大 的 进步 . 仅仅 靠 类 比 ,就 从 三 维 空间 进入 高 维 空间 ,从 有 形 进入 无 
形 , 从 现实 世界 走向 虚拟 世界 . 这 是 何等 奇妙 的 事情 啊 ! 用 宋代 著名 哲学 家 程 颖 的 诗句 可 以 
准确 地 描述 这 一 过 程 : 
道 通天 地 有 形 外 , 思 入 风云 变态 中 ， 
(5) 代数 几何 的 发 祥 . 解析 几何 的 出 现 , 使 高 次 曲线 的 研究 成 为 必然 . 这 样 ,代数 几何 就 
出 现 了 . 


2.3 解析 几何 解决 的 主要 问题 


(1) 通过 计算 来 解决 作 图 问题 . 例如 ,分 线段 成 已 知 比例 . 

(2) 求 具 有 某 种 几何 性 质 的 曲线 的 方程 . 例如 ,到 两 定点 距离 之 和 为 常数 的 曲线 一 一 
椭圆. 

(3) 用 代数 方法 证 明 新 的 几何 定理 . 

(4) 用 几何 方法 解 代数 方程 . 例如 ,用 抛物 线 与 圆 的 交点 解 三 次 和 四 次 代数 方程 . 

数学 家 常 采用 变换 一 一 求解 一 一 还 原 的 方法 去 求解 数学 问题 . 解析 几何 是 利用 这 种 方 
法 的 典型 , 解析 几何 与 其 说 是 一 种 新 的 几何 分 支 ,不 如 说 是 一 种 新 的 几何 方法 . 它 首先 把 一 
个 几何 问题 变换 为 一 个 相应 的 代数 问题 ,然后 求解 这 个 代数 问题 ,最 后 把 代数 解 还 原 为 几何 
解 . 或 者 先 把 一 个 代数 问题 变换 为 一 个 相应 的 几何 问题 ,然后 求解 这 个 几何 问题 ,最 后 把 几 
何 解 还 原 为 代数 解 : 


几何 代数 一 一 几何 ( 见 例 3) 
代数 一 一 几何 代数 ( 见 例 2) 
注 解析 几何 的 优点 : 
(1) 解 题 过 程 规范 ,每 一 步 都 知道 怎么 做 . 因而 可 以 程序 化 . 
(2) 证 明 方法 容易 推广 到 高 维 . 
那么 ,这 种 方法 是 不 是 会 使 人 变 成 懒汉 ,而 不 需要 技巧 和 天 才 呢 ?不 是 . 代数 演算 可 能 
会 太 复 杂 而 难于 实现 , 解析 几何 的 不 足 之 处 正在 于 : 我 们 知道 该 怎么 做 ,但 是 缺少 办 法 . 这 
就 需要 解 题 者 的 智慧 了 . 
例 2 解 三 次 与 四 次 代数 方程 的 笛 卡 儿 方 法 . 
首先 ,任何 一 个 三 次 与 四 次 代数 方程 都 可 化 为 下 述 形式 : 
xt 十 px’ 十 qz 十 r+ 二 0. (8-1) 
事实 上 ,四 次 代数 方程 的 一 般 形式 是 
2zZ: 十 az 十 az 十 as 工 十 ai 一 0， 
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令 * 一 z 十 全 , 代 人 上 式 前 两 项 中 ,得 
4 


ai23 一 Cl (= 一 全 ) 一 ai(z 一 …) = 二, 
两 项 之 和 消去 了 这 一 项 . 
三 次 代数 方程 怎么 办 ?” 三 次 代数 方程 乘 以 z 就 是 四 次 代数 方程 ,只 是 多 了 一 个 0 根 . 因 
而 只 需 研究 (8-1) 式 ， 
其 次 , 圆 的 方程 具有 何 种 形式 ? 以 (a,5) 为 中 心 ,以 RR 为 半径 的 圆 具 有 方程 
(z—a)’ 十 (yy 一 0 = R’, 
展开 ,得 
Ty 一 2ar—2by 二 a 二 一 R* 一 0. 
其 特点 是 ,平方 项 的 系数 相等 
现在 我 们 来 求 (8-1) 的 根 . 令 -y 二 zx’, 则 (8-1) 变 为 
妈 十 2z 十 gz 十 > 一 0< 全 22 十 曙 十 (8 一 1)z 十 oz 十 rr 一 0， 
于 是 ,我 们 得 到 联 立 方程 
TZ: 十 y 十 (Pp 一 1)y 十 qz 十 r 二 0， 
y= zx’, 


在 几何 上 这 是 求 圆 与 抛物 线 的 交点 , 画 出 图 形 , 求 出 交点 ,就 是 四 次 方程 的 解 (图 8-4)， 


(8-2) 


[@] Xx 

8-4 图 8-5 
例 3 证 明 , 三 角形 的 三 个 高 交 于 一 点 ， 
解 ” 任 取 八 ABC. 


(1) 选取 坐标 系 . 如 图 8-5, 取 底 边 BC 为 x 轴 , 底 边 BC 上 的 高 AD 为 y 轴 . 设 A,B,C 
的 坐标 分 别 为 A(0,a), BC(65,0),， CCc,0). 
(2) 温 故 : 过 点 (4a,5) ,以 上 为 斜率 的 直线 方程 是 y 一 5 二 k(x 一 a) ;车 直线 i 的 斜率 是 ， 
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而 直线 5 上 1, 则 直线 4 的 斜率 是 (一 二 ). 
(3) 斜率 ; 线段 AB 的 斜率 是 (一生) ,从 而 高 CF 的 斜率 是 和 ;线段 AC 的 斜率 是 


(一 全 ) ,从 而 BE 的 斜率 是 <. 
(4) 确定 三 个 高 的 方程: 


AD 的 方程 为 = 二 0, 
CF 的 方程 为 pz —ay—t = 0. 
BE 的 方程 为 cr—ay—t=0. 


《5) 三 个 方程 的 唯一 的 公共 解 是 (0, 一 zc/a) , 它 是 三 个 高 的 交点 . 
$3 微 积分 的 诞生 


3.1 不 可 分 素 方法 


第 一 个 试图 阐明 阿 基 米 德 方法 ,并 将 他 的 方法 给 予 推广 的 是 德国 的 天 文学 家 和 数学 家 
开 普 勤 . 开 普 勒 在 1615 年 写 了 一 本 书 名 为 《 酒 桶 的 新 立体 几何 》, 书 中 包含 用 无 穷 小 元 素 求 
面积 和 求 体积 的 许多 问题 ,其 中 有 87 种 新 的 旋转 体 的 体积 . 开 普 勒 的 工作 的 直接 继承 者 是 
B. 卡 瓦 列 里 (B. Cavalieri). 

卡 瓦 列 里 于 1598 年 生 于 意大利 的 米兰 . 他 是 伽利略 的 学 生 . 从 1629 年 起 他 一 直 担 任 波 
洛 尼 亚 的 大 学 教授 ,于 1647 年 谢世 ,只 活 了 49 岁 . 他 对 数学 的 最 大 贡献 是 1635 年 发 表 的 关 
于 不 可 分 素 法 的 专 论 ,名 为 《不 可 分 素 几 何 学 》(Geometria indivisibilibus). 

卡 瓦 列 里 说 :“ 要 决定 平面 图 形 的 大 小 可 以 用 一 系列 平行 线 ;我们 设想 在 这 些 图 形 上 画 
了 无 穷 多 平行 线 ”( 图 8-6). 他 以 同样 的 方式 处 理 了 立体 ,只 是 那里 不 是 直线 ,而 是 平面 . 这 
些 直线 (或 平面 ) 就 是 不 可 分 素 . 他 的 不 可 分 素 法 写 得 星 汲 难 懂 , 使 人 难以 确切 理解 “不 可 分 
素 ” 到 底 是 什么 . 

卡 瓦 列 里 利用 不 可 分 素 法 解决 了 整数 颇 的 短 函 数 的 积分 问题 . 用 现代 的 语言 说 ,他 算出 
了 下 面 的 积分 : 

| dz 一 二 Tie” . 

卡 瓦 列 里 比 开 普 勒 进 了 一 步 ; 开 普 勒 每 次 只 能 算 具 体 的 体积 ,而 没有 形成 一 个 一 般 的 
方法 . 

把 卡 瓦 列 里 的 结论 稍 加 整理 就 得 出 卡 瓦 列 里 原理 ，: 

卡 瓦 列 里 原理 1 如 果 两 个 平面 片 处 于 两 条 平行 线 之 间 , 并 且 平 行 于 这 两 条 平行 线 的 
任何 直线 与 这 两 个 平面 片 相交 , 所 截 两 线段 长 度 相 等 , 则 这 两 个 平面 片 的 面积 相 
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等 (图 8-7). 

卡 瓦 列 里 原理 2 ”如果 两 个 立体 处 于 两 个 平行 平面 之 间 , 并 且 平 行 于 这 两 个 平面 的 任 
何平 面 与 这 两 个 立体 相交 ,所 得 二 截面 面积 相等 , 则 这 两 个 立体 的 体积 相等 (图 7-4). 

卡 瓦 列 里 原理 是 计算 面积 和 体积 的 有 用 工具 . 它 的 基础 很 容易 用 现代 的 微 积 分 严格 化 . 
承认 这 两 个 原理 我 们 就 能 解决 许多 求 积 问题 . 我 们 来 举 两 个 例子 说 明 卡 瓦 列 里 原理 的 应 用 . 


以 


图 8-6 图 8-7 


例 1 求 椭 圆 的 面积 . 
解 ”在 直角 坐标 系 中 , 圆 和 椭圆 分 别 有 方程 


2 十 % 一 a2， 五 十 的 一 1， & 盖 p 
图 8-8 画 出 了 它们 的 图 形 . 由 每 个 方程 解 出 y, 我 们 分 别 得 到 
y= Vo 一 好， y 二 了 a 一 


由 此 可 知 , 椭 圆 和 圆 的 纵 坐 标 之 比 是 ba. 所 以 ,椭圆 和 圆 的 相应 弦 之 比 也 是 5/a( 这 里 对 原 
理 作 了 广义 的 理解 : 从 相等 推广 为 成 比例 ). 因此 ,根据 卡 瓦 列 里 原理 1 ,椭圆 和 圆 的 面积 之 
比 也 是 2/a. 我 们 得 到 结论 : 
椭圆 面积 一 〈b/a) X 圆 面积 = (6/a) (er) = abx. 
开 普 勤 也 是 用 这 种 方法 求 椭 圆 面积 . 
例 2 求 半径 为 r 的 球 的 体积 ， 
解 在 图 8-9 中 ,左边 是 一 个 半径 为 > 的 半球 ,右边 是 一 个 半径 为 > 高 为 > 的 圆柱 和 一 
个 以 圆柱 的 上 底 为 底 、 以 圆柱 的 下 底 中 心 为 顶点 的 圆锥 . 这 个 半球 和 挖 出 圆锥 的 圆柱 处 在 同 
一 平面 上 . 这 时 用 平行 于 底面 .与 底面 距离 为 h 的 平面 截 两 个 立体 . 所 得 截面 一 个 是 圆 形 ,一 
个 是 环形 , 用 初等 几何 不 难 证 明 , 这 两 个 截面 的 面积 都 等 于 xCr? 一 hi ). 根据 卡 瓦 列 里 原理 
2, 这 两 个 立体 有 相等 的 体积 .所 以 球 的 体积 为 
4 


V 一 2( 圆 柱 的 体积 一 圆锥 的 体积 ) 一 2(xr 一 区) 一 和 wr. 


利用 卡 瓦 列 里 原理 可 以 简化 中 学 立体 几何 课程 中 许多 体积 公式 的 推导 过 程 . 这 种 方法 
在 西方 已 为 许多 作者 接受 ,并 且 在 教学 法 的 立场 上 受到 人 们 的 支持 . 
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3.2 ”微分 学 的 早期 史 


在 17 世纪 ,由 于 两 位 杰出 的 数学 家 伽利略 和 开 普 勤 的 一 系列 发 现 , 导 致 了 数学 从 古典 
数学 向 现代 数学 的 转折 .在 25 岁 以 前 伽利略 就 开始 作 了 一 系列 实验 ,发 现 了 许多 有 关 物 体 
在 地 球 引 力 场 运动 的 基本 事实 . 开 普 勒 在 1619 年 前 后 归纳 出 著名 的 行星 运动 三 定律 . 这 些 
成 就 对 后 来 的 绝 大 部 分 的 数学 分 支 都 产生 了 巨大 影响 . 伽利略 的 发 现 导 致 了 现代 动力 学 的 
诞生 , 开 普 勒 的 发 现 则 产生 了 现代 天 体力 学 . 这 些 学 科 的 发 展 都 需要 一 种 新 的 数学 工具 ,这 
就 是 研究 运动 与 变化 过 程 的 微 积分 . 

有 趣 的 是 ,积分 学 的 起 源 可 追溯 至 古 希 腊 时 代 , 但 直到 17 世纪 微分 学 才 出 现 重 大 突破 . 
微分 学 主要 来 源 于 两 个 问题 的 研究 ,一 个 是 作曲 线 切线 的 问题 ,一 个 是 求 函 数 的 最 大 、 最 小 
值 的 问题 . 这 两 个 问题 在 十 希腊 也 曾 考虑 过 . 例如 ,在 古 希腊 就 能 作出 圆 和 圆锥 曲线 的 切线 . 
阿波 罗 尼 奥 斯 在 他 的 《圆锥 曲线 ;一 书 中 讨论 过 圆锥 曲线 的 法 线 ,把 它 当 做 从 一 点 至 曲线 的 
最 大 和 最 小 线段 . 在 古 希 腊 的 著作 中 也 可 以 找到 对 极 大 、 极 小 问题 的 讨论 . 但 古 希腊 对 这 两 
个 问题 的 讨论 远 不 及 对 面积 .体积 、. 弧 长 问题 讨论 得 那么 广泛 和 深入 . 

曲线 的 切线 问题 和 函数 的 极 大 、 极 小 值 问题 都 是 微分 学 的 基本 问题 . 正 是 这 两 个 问题 的 
研究 促进 了 微分 学 的 诞生 . 费 马 在 这 两 个 问题 上 都 做 出 了 重要 贡献 . 费 马 处 理 这 两 个 问题 的 
方法 是 一 致 的 .用 现代 语言 来 说 ,都 是 先 取 增 量 ,而 后 让 增 量 趋向 于 0. 而 这 正 是 微分 学 的 实 
质 所 在 ,也 正 是 这 种 方法 不 同 于 古典 方法 的 实质 所 在 . 

费 马 还 考虑 了 求 抛物 体 的 质心 问题 . 他 得 到 的 结果 当然 是 早 就 知道 的 . 在 1900 多 年 以 
前 , 阿 基 米 德 在 他 的 4 方法 篇 中 已 算出 这 一 结果 . 而 且 在 一 个 世纪 以 前 又 为 康 曼 第 努 和 麦 洛 
里 克 斯 重新 发 现 过 . 费 马 的 贡献 在 于 ,他 第 一 次 采用 了 相当 于 今天 的 微分 学 中 的 方法 ,而 不 
是 类 似 于 积分 求 和 的 方法 ; 一 个 通常 用 求 和 的 方法 得 到 的 结果 , 竟 能 用 求 极 大 、 极 小 值 的 方 
法 得 到 ,这 使 他 的 朋友 罗 贝 瓦尔 感到 惊奇 . 奇怪 的 是 ,他 用 求 极 大 、 极 小 值 的 方法 求 质 心 , 况 
然 没有 看 到 这 两 类 问题 一 一 微分 学 问题 与 积分 学 问题 一 一 的 基本 联系 . 只 要 费 马 能 对 他 的 
抛物 线 和 双 曲 线 求 切线 和 求 面积 的 结果 更 仔细 地 考查 一 下 ,他 就 可 能 发 现 微 积分 基本 定理 . 

费 马 当然 在 某 种 意义 下 理解 到 这 两 类 问题 有 一 个 互 逆 关系 . 他 之 所 以 没有 作 进 一 步 的 
考虑 ,可 能 是 由 于 他 以 为 他 的 工作 只 是 求 几何 问题 的 解 ,而 不 是 代表 本 身 就 很 有 意义 的 推理 
过 程 . 他 的 极 大 、 极 小 值 方法 ,切线 方法 及 求 面积 的 方法 ,在 他 看 来 是 解决 这 些 问 题 的 特有 的 
方法 ,而 不 是 新 的 分 析 学 . 此 外 ,在 应 用 上 也 有 局 限 性 . 费 马 只 知道 把 它们 应 用 到 有 理 式 的 情 
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况 , 而 牛顿 和 莱 布 尼 茨 通过 无 穷 级 数 的 应 用 认识 到 这 一 方法 的 普遍 性 . 
如 果 费 马 当 时 认识 到 这 一 点 ,那么 微 积分 的 发 明 权 就 属于 费 马 了 . 在 数学 史上 , 拉 格 朗 
”日 . 拉 普 拉 斯 和 传 里 叶 都 曾 称 “ 费 马 是 微 积分 的 真正 发 明 者 ”. 但 泊 松 正确 地 指出 , 费 马 不 应 
当 享 有 这 一 荣誉 . 
但 是 ,肯定 地 ,除了 巴 罗 以 外 ,没有 任何 数学 家 像 费 马 这 样 接近 于 微 积 分 的 发 明了 ， 


3.3 巴 罗 的 贡献 


另 一 个 对 微 积分 作出 预言 的 是 巴 罗 (LI Barrow). 他 于 1630 年 生 于 伦敦 ,毕业 于 剑桥 大 
学 . 他 在 物理 .数学 ,天文 和 神学 方面 都 有 造 谢 . 他 也 是 当时 研究 古 希腊 数学 的 著名 学 者 ,他 
翻译 了 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》. 他 是 第 一 个 担任 剑桥 大 学 卢 卡 斯 讲座 教授 的 人 . 牛顿 是 他 的 
学 生 . 1669 年 ,他 辞去 了 他 的 教授 席位 ,并 赞助 牛顿 取得 此 席位 . 1673 年 他 被 任命 为 剑桥 三 
一 学 院 院 长 ,1677 年 逝世 于 剑桥 . 

巴 罗 最 重要 的 著作 是 他 的 《光学 和 几何 学 讲义 》. 在 这 本 书 中 我 们 能 够 找到 非常 接近 近 
代 微 分 过 程 的 步骤 . 在 本 质 上 他 已 经 用 了 今天 教科 书 中 所 用 的 微分 三 角形 的 概念 . 

特别 有 趣 、 特 别 重 要 的 是 , 巴 罗 在 《光学 和 几何 学 讲义 》 的 第 十 讲 和 第 十 一 讲 把 做 曲线 的 
切线 与 曲线 的 求 积 联系 了 起 来 . 这 就 是 说 ,他 把 微分 学 和 积分 学 的 两 个 基本 问题 以 几何 对 比 
形式 联系 了 起 来 . 把 这 两 个 定理 翻译 成 现代 语言 ,并 使 用 现代 符号 \ 则 其 内 容 可 陈述 如 下 ， 


of dy _ 
(1) 如 果 y 一 | zdz， 则 和 一 = 


(2) 如 果 z 一 和， 则 | zdz 一 y, 


巴 罗 的 确 已 经 走 到 了 微 积分 基本 定理 的 大 门口 .但 在 巴 罗 的 书 中 ,这 两 个 定理 相隔 二 十 
余 个 别 的 定理 ,并 且 没 有 把 它们 对 照 起 来 ,也 几乎 没有 使 用 过 它们 . 这 说 明 巴 罗 并 没有 从 一 
般 概念 意义 下 理解 它们 . 但 是 我 们 知道 ,只 有 一 般 概 念 才 能 阐明 问题 的 本 质 ,才能 开拓 广阔 
的 应 用 道路 . 


3.4 ”前 期 史 小 结 


我 们 来 总 结 一 下 17 世纪 在 “ 微 积分 ?方面 所 取得 的 成 就 ,总 结 到 牛顿 和 莱 布 尼 茨 出 现 于 
数学 界 为 止 . 

关于 积分 学 这 个 范围 内 的 成 就 越 来 越 多 . 这 里 面 不 仅 得 到 了 大 量 的 关于 求 面积 .体积 、 
弧 长 .曲面 面积 及 质心 定位 的 结果 ,也 认识 到 所 有 在 传统 上 归结 为 求 面积 的 这 类 问题 之 闻 的 
联系 . 在 卡 瓦 列 里 .帕斯卡 等 人 的 著作 中 开始 结晶 出 定 积分 的 概念 本 身 . 实际 上 那 时 已 经 算 
出 了 一 系列 最 简单 的 积分 ,常常 是 几何 的 形式 ,但 有 时 也 有 算术 的 形式 ,找到 了 把 一 些 积分 
化 为 别 的 积分 的 种 种 关系 式 . 

在 微分 学 这 个 领域 内 , 费 马 给 出 了 一 个 统一 的 无 穷 小 方法 ,用 以 解决 求解 最 大 ,最 小 值 
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问题 和 作曲 线 的 切线 问题 . 他 的 研究 为 一 系列 其 他 数学 家 所 继续 . 最 后 , 巴 罗 在 这 两 类 问题 
中 间 措 成 了 一 座 桥梁 . 

这 样 一 来 ,这 门 新 学 科 的 基础 已 经 具备 ,但 是 像 现在 这 样 的 微 积分 还 没有 . 正如 后 来 莱 
布 尼 芯 确 切 表 达 的 :“ 在 这 样 的 科学 成 就 之 后 ,所 缺少 的 只 是 引出 问题 的 迷 定 的 一 条 线 , 即 
依照 代数 样式 的 解析 计算 法 .” 

在 创建 微 积分 的 过 程 中 究竟 还 有 多 少 事情 要 做 呢 ? 

(1) 需要 以 一 般 形 式 建立 新 计算 法 的 基本 概念 及 其 相互 联系 ,创立 一 _ 套 一 般 的 符号 体 
系 ,建立 计算 的 正规 程序 或 算法 . 

(2) 为 这 门 党 科 重 建 逻 辑 上 一 致 的 .严格 的 基础 . . 

这 第 一 个 任务 就 是 牛顿 和 莱 布 尼 芯 各 自 独 立 创造 的 微 积分 学 所 完成 的 工作 . 至 于 要 在 
一 个 比较 严格 的 基础 上 重建 这 个 学 科 的 基本 概念 , 则 要 等 到 这 个 学 科 取 得 了 广泛 应 用 和 入 
勃发 展 之 后 才 可 能 . 这 是 法 国 伟大 的 分 析 学 家 A. LL. 柯 西 (Cauchy，1789 一 1857) 及 其 他 19 
世纪 数学 家 的 工作 ， 


3.5 微 积分 的 诞生 


由 于 生产 实际 的 需要 ,力学 和 天 文学 的 推动 ,由 于 从 阿 基 米 德 以 来 多 少 代 人 的 努力 ,在 
17 世纪 下 半 叶 ,终于 由 牛顿 和 莱 布 尼 艾 综合 ,发 展 了 前 人 的 工作 ,几乎 同时 建立 了 微 积分 ， 
正如 恩格斯 指出 的 ; 微 积 分 是 “由 牛顿 和 莱 布 尼 芯 大 体 上 完成 的 ,但 不 是 由 他 们 发 明 的 ” 
(自然 辨证 法 》). 

这 也 说 明了 科学 工作 的 另 一 个 极 重 要 的 方面 , 即 科学 的 集体 合作 性 . 著名 物理 学 家 卢 瑟 
福 说 : 

任何 个 人 要 想 突然 作出 惊人 的 发 现 ,这 是 不 符合 事物 发 展 规律 的 . 科学 是 一 步 

一 个 脚印 地 向 前 发 展 , 每 个 人 都 要 依赖 前 人 的 工作 . 当 你 听 说 一 个 突然 的 、 意 想 不 

到 的 发 现 一 一 仿佛 晴天 替 需 一 一 时 ,你 永远 可 以 确信 , 它 总 是 由 一 个 人 对 另 一 个 人 

的 影响 所 导致 的 , 正 是 有 这 种 相互 影响 才 使 科学 的 进展 存在 着 巨大 的 可 能 性 . 科学 

家 并 不 信赖 于 某 一 个 人 的 思想 ,而 是 依赖 于 千 百 万 人 的 集体 智慧 ， 千 百 万 人 思考 着 

同一 个 问题 ,每 一 个 人 尽 他 自己 的 一 份 力量 ,知识 的 大 属 就 是 这 样 建造 起 来 的 . 


3.6 牛顿 与 莱 布 尼 茨 对 微 积 分 的 贡献 


微 积分 的 创立 工作 是 由 牛顿 和 莱 布 尼 艾 在 同一 时 期 各 自 独立 地 完成 的 . 但 是 ,正如 恩 格 
斯 所 指出 的 :“ 是 由 牛顿 和 莱 布 尼 茨 大 体 上 完成 的 ,但 不 是 由 他 们 发 明 的 ”. 

1642 年 1 月 8 日 ,伽利略 在 宗教 的 迫害 下 ,默默 辞世 . 同年 12 月 25 日 ,一 个 夺 弱 的 没 
有 了 父亲 的 早产 儿 诞 生 了 ,他 就 是 牛顿 ， 牛顿 一 生 的 重要 转折 点 是 1665 年 . 当时 伦敦 流行 
鼠疫 ,他 被 迫 回 到 家 乡 . 正 是 在 家 乡 , 牛 顿 开 始 了 数学 ,力学 和 光学 的 伟大 工作 , 牛顿 的 手稿 
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表明 ,大 约 在 1665 年 秋 , 他 已 用 “0” 表 示 无 穷 小 量 , 并 以 此 求 瞬时 变化 率 . 后 来 ,他 把 变量 z 
称 为 流量 ,z 的 瞬时 变化 率 称 为 流 数 ,整个 微 积分 便 称 为 流 数 术 . 1687 年 牛顿 出 版 了 划时代 
的 名 著 《 自然 哲学 的 数学 原理 》.《 原 理 》 从 作为 力学 基础 的 定义 和 公理 (运动 定律 ) 出 发 ,将 整 
个 力学 建立 在 严谨 的 数学 演绎 基础 之 上 . 就 数学 本 身 而 言 ,这 是 牛顿 微 积分 学 说 的 第 一 次 正 
式 公 布 . 这 部 著作 对 数学 的 发 展 具 有 极 大 的 重要 性 ,为 下 一 个 世纪 的 微 积分 研究 打下 了 基础 . 

莱 布 尼 芯 是 德国 数学 家 和 哲学 家 ,和 牛顿 同 为 微 积 分 的 创始 人 .他 1646 年 ?月 1 日 生 
于 莱比锡 . 牛 椭 建立 微 积分 二 要 是 从 二 到 学 的 观点 出 发 ,而 亲 布 居 落 由 从 二 休学 的 角度 天 各 
虑 . 他 的 第 一 篇 微分 学 文章 《一 种 求 极 大 , 极 小 和 切线 的 新 方法 ,……》1684 年 在 4 学 艺 》 杂 志 
上 发 表 , 这 是 世界 上 最 早 的 微分 学 文献 , 出 《原理 ? 早 三 年 ,具有 划时代 的 意义 . 它 已 含有 现代 
微分 符号 和 基本 微分 法 由 ， 1686 年 ,他 在 4 学 艺 ) 杂 志 上 发 表 第 一 篇 积分 学 论文 ， 这 对 微 积分 
的 发 展 有 极 大 影响 ， 

牛顿 和 莱 布 尼 获 的 超越 前 人 的 贡献 不 在 于 发 现 求 切线 和 求 面积 的 方法 ,而 是 给 出 了 一 
般 的 无 穷 小 算法 ,同时 又 找 出 了 微分 学 和 积分 学 的 互 逆 关 系 . 这 一 深刻 思想 已 成 为 人 类 文明 
中 的 瑰宝 . 


3.7 ” 微 积 分 诞生 的 意义 


微 积分 诞生 之 前 ,人 类 基本 上 还 处 在 农耕 文明 时 期 . 解析 几何 的 诞生 是 新 时 代 到 来 的 序 
曲 , 但 还 不 是 新 时 代 的 开端 , 它 对 有 旧 数 学 作 了 总 结 , 使 代数 和 几何 融 为 一 体 , 并 引出 变量 的 概 
` 念 .变量 ,这 是 一 个 全 新 的 概念 , 它 为 研究 运动 提供 了 基础 ， 

推导 出 大 量 的 宇宙 定律 必须 等 待 这 样 的 时 代 的 到 来 ， 准备 好 这 方面 的 恩 想 ， 产生 像 牛 
顿 、 莱 布 尼 芯 , 拉 普 拉 斯 这 样 一 批 能 够 开创 未 来 ,为 科学 活动 提供 方法 ,指出 方向 的 领袖 . 但 
也 必须 等 待 创立 一 个 必 不 可 少 的 工具 一 一 微 积分 ,没有 微 积 分 ,推导 宇宙 定律 是 不 可 能 的 . 
在 17 世纪 的 天 才 们 开发 的 所 有 知识 宝库 中 ， ,这 一 -领域 是 最 丰富 的 . 微 积 分 为 创立 许多 新 的 
学 科 提供 了 源泉 ， 

微 积分 是 人 类 智力 的 伟大 结晶 . 它 给 出 一 整套 的 科学 方法 ， 开创 了 科学 的 新 纪元 ,并 因 
”此 加 强 与 加 深 了 数学 的 作用 . 恩格斯 说 : 


“在 一 切 理论 成 就 中 ,未 必 再 有 什么 像 17 世纪 下 半 叶 微 积分 的 发 现 那 样 被 看 
做 人 类 精神 的 最 高 胜利 了 . 如 果 在 某 个 地 方 我 们 在 到 人 类 精神 的 绝 粒 的 和 唯一 的 
功绩 , 那 就 正 是 在 这 里 ,” 


有 了 微 积 分 ,人 类 才 有 人 能力 把 握 运 动 和 过 程 .有 了 微 积 分 ,就 有 了 工业 革命 ,有 了 大 工业 生 
产 ,; 也 就 有 了 现代 化 的 社会 .航天 飞机 ,宇宙 飞船 等 现代 化 交通 工具 都 是 微 积分 的 直接 后 果 . 
数学 一 下 子 走 到 了 前 台 . 数学 在 火 类 社会 的 第 二 个 层次 中 的 作用 比 第 一 个 层次 (第 二 章 § 1) 
要 明显 多 了 . 

牛顿 接 过 伽利略 的 事业 继续 前 进 . 当初 彻 利 略 用 数学 化 的 语言 描述 自然 界 时 ,总 是 将 运 


8$3 微 积分 的 诞生 153 


动 限 制 在 地 球 表面 或 附近 . 他 的 同时 代 人 开 普 勤 得 到 了 关于 天 体 和 运动 的 三 个 数学 定律 . 但 
是 ,科学 的 这 两 个 分 支 似乎 是 独立 的 . 找 出 它们 之 间 的 联系 是 对 当时 最 伟大 的 科学 家 的 挑 
战 . 在 微 积 分 的 帮助 下 ,万 有 引力 定律 发 现 了 ,牛顿 用 同一 个 公式 来 描述 太阳 对 行星 的 作用 ， 
以 及 地 球 对 它 附近 物体 的 作用 . 这 就 是 说 ,伽利略 和 牛顿 建立 的 这 些 定律 描述 了 从 最 小 的 尘 
埃 到 最 愧 远 的 天 体 的 运动 行为 . 宇宙 中 没有 哪 一 个 角落 不 在 这 些 定律 的 所 包含 的 范围 内 .这 
是 人 类 认识 史上 的 一 次 空前 飞 唉 ,不 仅 具 有 伟大 的 科学 意义 ,而 且 具 有 深远 的 社会 影响 . 它 
强 有 力 地 证 明了 字 宙 的 数学 设计 ,摧毁 了 笼罩 在 天 体 上 的 神秘 主义 .迷信 和 神学 . 

在 伽利略 规划 的 指导 下 ,借助 微 积 分 的 工具 在 寻求 自然 规律 方面 所 取得 的 成 功 远 远 超 
出 了 天 文学 的 领域 . 人 们 把 声音 当做 空气 分 子 的 运动 而 进行 研究 ,获得 了 著名 的 数学 定律 . 
胡 克 研究 了 物体 的 振动 . 波 意 耳 、 马 略 特 、 伽 利 略 . 托 里 拆 利 和 帕斯卡 测 出 了 液体 .气体 的 压 
力 和 密度 . 范 ， 海尔 蒙特 利用 天 平 测量 物质 , 迈 出 了 近代 化 学 中 重要 的 一 步 . 黑 尔 斯 开始 用 
定量 的 方法 研究 生理 学 . 哈 维 利用 定量 的 方法 证 明了 ,流出 心脏 的 血液 在 回 到 心脏 前 将 在 全 
身 周 流 .定量 研究 也 推广 到 了 植物 学 , 所 有 这 些 仅仅 是 一 场 空 前 巨大 的 、 席 着 近代 世界 的 科 
学 运动 的 开端 . 

到 18 世纪 中 叶 , 伽 利 略 和 牛顿 研究 自然 的 定量 方法 的 无 限 优越 性 ,已 经 完全 确立 了 . 著 
名 哲学 家 康德 说 , 自然 科学 的 发 展 取决 于 其 方法 与 内 容 和 数学 结合 的 程度 ,数学 成 为 打开 知 
识 大 门 的 金 钥匙 ,成 为 科学 的 皇后 

数学 与 自然 科学 的 联盟 所 显示 出 的 惊人 成 果 ,使 人 们 认识 到 ， 

(1) 理性 精神 是 获取 真理 的 最 高 源泉 . 

(2) 数学 推理 是 一 切 思维 中 最 纯粹 、 最 深刻 .最 有 效 的 手段 . 

(3) 每 一 个 领域 都 应 该 探求 相应 的 自然 和 数学 规律 . 特别 是 暂 学 、 宗 教 、 政 治 经 济 、 伦 理 
与 美学 中 的 概念 和 结论 都 要 重新 定义 ,否则 它们 将 与 那个 领域 里 的 规律 不 相符 合 . 


3.8 牛顿 革命 


牛顿 把 他 的 书 定名 为 《自然 哲学 的 数学 原理 》 在 于 向 世人 昭示 ,他 将 自然 原理 数学 化 的 
过 程 , 即 他 构造 了 一 种 自然 暂 学 ,而 不 是 一 般 的 暂 学 . 他 的 书 不 仅 在 原理 的 发 展 上 ,在 命题 的 
证 明和 应 用 上 是 数学 的 ,而 且 在 将 数学 应 用 于 自然 哲学 上 也 提出 了 富有 意义 的 新 方法 . 牛顿 
的 工作 引出 了 四 个 革命 : 

首先 是 数学 革命 . 他 的 微 积 分 整个 地 改变 了 数学 研究 的 内 容 和 方向 . . 

其 次 ,他 把 数学 应 用 于 物理 与 天 文学 上 ,引起 了 一 场 科学 革命 ,并 为 其 后 的 工业 革命 站 
定 了 基础 . 世界 面貌 由 此 发 生 巨 大 而 迅速 的 变化 ,世界 政治 格局 也 发 生 巨 大 交 化 . 

第 三 ,牛顿 革命 也 存在 一 种 巨大 的 意识 形态 成 分 . 1980 年 , Berlin Isaiah 对 牛顿 的 影响 
作 了 如 下 的 总 结 :“ 牛 顿 思想 的 影响 是 巨大 的 ;不 管 这 些 思想 是 否 被 正确 地 理解 ,整个 启蒙 
运动 的 纲领 ,尤其 是 在 法 国 ,是 自觉 地 建立 在 牛顿 的 原理 和 方法 的 基础 上 的 ,并 且 从 牛顿 的 
辉煌 成 就 派生 出 启蒙 运动 的 信心 及 其 广泛 影响 . 这 在 后 来 转变 为 一 一 的 确 ,大 大 地 创造 
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了 一 一 西方 文化 . 道德 .政治 技术、 历史 ,社会 等 等 的 某 些 中 心 概念 和 发 展 方向 ,没有 哪 一 个 
思想 和 生活 领域 能 够 逃脱 这 种 文化 转变 的 影响 .” 
第 四 ,在 哲学 上 引出 了 “决定 论 ” 的 世界 观 . 


3.9 决定 论 的 世界 观 


微分 学 研究 的 对 象 是 局 部 的 .动态 的 和 瞬时 的 ,是 发 生 在 “0? 时 刻 的 事件 . 为 什么 要 研究 
0 时 刻 ? 数学 家 的 目的 是 “以 暂 定 久 ”“ 以 常 制 变 ”“ 以 局 部 驭 整体 ”例如 ,人 口 方程 


dy by 
dt 
表示 的 是 某 地 区 、 某 时 刻 人 口 的 变化 规律 . 这 个 方程 也 可 以 表示 动物 或 细菌 的 繁殖 规律 . 数 
学 家 使 用 这 个 方程 是 为 了 预测 人 口 未 来 的 变化 ,或 某 种 细菌 是 如 何 繁殖 的 . 他 们 想 把 永恒 固 
定 在 瞬间 . 在 数学 家 心目 中 ,一 个 方程 就 是 一 个 小 世界 . 这 使 我 们 想起 了 英国 诗人 勃 莱 克 
的 诗 : . | 
一 小 一 世界 ,一 花 一 天 国 . 掌上 有 有 无穷, 瞬时 即 永恒 . 
由 此 引出 了 决定 论 的 世界 观 . 对 决定 论 的 世界 观 表 达 得 最 清楚 的 是 拉 普 拉 斯 , 他 说 ; 


我 们 可 以 把 目前 的 字 宙 状态 看 做 是 字 宙 过 去 的 结果 和 未 来 的 原因 ,. 假使 有 一 

位 智者 ,在 任 一 给 定 的 时 刻 , 他 都 能 洞 见 所 有 支配 自然 界 的 力 和 组 成 自然 界 的 存在 

物 的 相互 位 置 ,假使 他 的 智慧 巨大 到 足以 使 自然 界 的 数据 得 到 分 析 , 那 么 他 就 能 将 

字 宙 最 大 的 天 体 和 最 小 的 原子 的 运动 统统 纳入 一 个 公式 之 中 : 对 这 样 的 智者 来 

说 ,没有 什么 是 不 能 确定 的 ,未 来 同 过 去 一 样 都 历历 在 目 . 

这 种 决定 论 把 常人 与 超人 之 间 的 差别 归结 为 程度 上 的 差别 ,而 不 是 本 质 上 的 差别 . 莱 布 
尼 茨 更 乐观 地 将 它 推广 到 更 大 的 领域 . 他 想 出 一 种 受 逻 辑 法 则 控制 的 符号 处 理 过 程 ,可 以 决 
定 任何 一 个 论断 在 逻辑 公理 下 是 真 还 是 假 . 这 样 可 以 使 人 类 的 所 有 争论 在 逻辑 下 得 到 解决 . 
这 种 决定 论 的 思想 到 19 世纪 末 达 到 了 极致 ,其 代表 人 物 是 杜 布 瓦 - 雷 蒙 ,他 们 在 1880 年 发 
表 了 一 个 公开 演讲 ,这 演讲 很 有 影响 . 他 们 想象 出 一 种 适用 于 一 切 事物 的 大 数学 理论 ,从 宇 
害 的 现在 状态 去 预言 宇宙 的 未 来 进程 . 他 们 说 ,我 们 可 以 想象 ,整个 宇宙 进程 中 自然 科学 的 
作用 可 以 用 一 个 数学 公式 ,一 个 无 限 的 微分 方程 组 来 描述 , 它 可 以 给 出 宇 害 中 每 一 个 原子 在 
任何 时 候 的 位 置 、 运 动 方 向 和 速度 .一 一 令 三 一 co 我们 将 会 发 现 所 有 事物 的 神秘 的 原始 
条 件 ; 令 二 十 co ,我们 将 进入 冰冷 的 寂静 状态 ， 

但 这 是 一 种 神话 ,这 种 神话 统治 人 类 达 200 年 之 久 . 直到 19 世纪 末 庞 加 莱 才 打开 了 混 
沌 学 的 缺口 ,指出 决定 论 不 过 是 一 个 神话 . 
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34 第 二 次 数学 危机 


4.1 英雄 世纪 


微 积 分 诞生 之 后 ,数学 迎 来 一 次 空前 的 繁荣 时 期 . 18 世纪 被 称 为 数学 史上 的 英雄 世纪 . 
这 个 时 期 的 数学 家 们 在 几乎 没有 逻辑 支持 的 前 握 下 ,勇于 开拓 并 征服 了 众多 的 科学 领域 . 他 
们 把 微 积 分 应 用 于 天 文学 .力学 .光学 .热学 等 各 个 领域 ,并 获得 了 丰硕 的 成 果 . 在 数学 本 身 
他 们 又 发 展 了 微分 方程 .无穷 级 数 的 理论 ,大 大 地 扩展 了 数学 研究 的 范围 ， 

18 世纪 的 数学 家 们 知道 他 们 的 微 积分 概念 是 不 清楚 的 ,证 明 也 不 充分 ,但 他 们 却 自信 
他 们 的 结果 是 正确 的 . 为 什么 会 是 这 样 呢 ? 部 分 管 案 是 ,有 许多 结果 为 经 验 和 观测 所 证 实 ， 
其 中 最 罕 出 的 是 天 文学 的 预言 ,如 了 哈雷 彗星 的 再 度 出 现 . 另 一 个 原因 是 , 那 时 的 数学 家 确信 ， 
上 帝 数学 化 地 设计 了 世界 ,而 他 们 正在 发 现 和 揭示 这 种 设计 . 可 以 说 ,这 种 信仰 支撑 着 他 们 
的 精神 和 勇气 ,而 丰硕 的 科学 成 果 则 养育 着 他 们 的 心智 ,成 为 他 们 追求 的 精神 食粮 . 

科学 上 的 巨大 需要 战胜 了 逻辑 上 的 顾忌 . 他 们 需要 做 的 事情 太 多 了 ,他们 急于 去 提取 新 
的 成 果 . 基础 问题 只 好 先 放 一 放 . 正如 达 朗 贝尔 所 说 的 :“ 向 前 进 ,你 就 会 产生 信心 1 数学 史 
的 发 展 也 一 再 证 明 自 由 创造 总 是 领先 于 形式 化 和 逻辑 基础 . 


4.2 第 二 次 数学 危机 


大 家 知道 ,在 公元 前 5 世纪 出 现 了 数学 基础 的 第 一 次 灾难 性 危机 ,这 就 是 无 理 数 的 诞 
生 . 这 次 危机 的 产生 和 解决 大 大 地 推动 了 数学 的 发 展 . 

在 微 积 分 的 发 展 过 程 中 ,一 方面 是 成 果 丰 硕 , 另 一 方面 是 基础 的 不 稳固 ,在 微 积分 的 研 
究 和 应 用 中 出 现 了 越 来 越 多 的 雇 论 和 尾 论 . 数学 的 发 展 又 遇 到 了 深刻 的 令 人 不 安 的 危机 , 由 
微 积分 的 基础 所 引发 的 危机 在 数学 史上 称 为 第 二 次 数学 危机 . 

虽然 在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 创立 微 积分 之 后 的 大 约 一 百年 中 ,很 少 注意 到 从 逻辑 上 加 强 这 
门 学 科 的 基础 ,但 绝 不 是 对 薄弱 的 基础 没有 人 批评 .一 些 数学 家 进行 过 长 期 的 争论 ,并 且 ,两 
位 创立 者 本 人 对 此 学 科 的 基本 概念 也 不 满意 . 对 有 缺陷 的 基础 最 强 有 力 的 批评 来 自 一 位 非 
数学 家 ,这 就 是 著名 的 唯心 主义 哲学 家 贝克 芋 主 教 (Bishop George Berkeley,1685 一 1753)， 
他 坚持 : 微 积 分 的 发 展 包 含 了 偷 换 假 设 的 逻辑 错误 . 我 们 以 考查 牛顿 对 现在 称 作 微 商 概念 
所 采用 的 方法 ,来 弄 明白 这 个 特殊 的 批判 . 

牛顿 在 1704 年 发 表 了 《曲线 的 求 积 》, 其 中 他 确定 了 x? 的 导数 (他 当时 称 为 流 数 ). 我 们 
把 牛顿 的 方法 意译 如 下 ， 

当 工 增长 为 xz 十 0 时 ,和 宕 zx? 成 为 (x 十 0); ,或 z 十 3z20 十 3z02 十 03 

它们 的 增 量 分 别 为 0 和 3zx?0 十 3zx0 十 0; 

这 两 个 增 量 与 xz 的 增 量 0 的 比分 别 为 1 与 3zx? 十 3z0 十 0， 
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然后 让 增 量 消 失 , 则 它们 的 最 后 比 将 为 1 比 3z’. 从 而 xz* 对 zx 的 变化 率 为 3z7. 

从 引文 中 可 看 出 , 偷 换 假设 的 错误 是 明显 的 . 在 论证 的 前 一 部 分 ,假定 0 是 非 零 的 ,而 在 
论证 的 后 一 部 分 , 它 又 被 取 为 零 . 贝克 莱 说 :“ 在 我 们 假定 增 量 消失 时 ,理所当然 ,也 得 假设 
它 的 大 小 .表达 式 以 及 其 他 ,由 于 它 的 存在 而 随 之 而 来 的 一 切 也 随 之 消失 . "他 还 说 :“ 总 之 ， 
不 论 怎样 看 ,牛顿 的 流 数 算法 是 不 合 逻 辑 的 ” 这 就 是 历史 上 著名 的 “贝克 莱 悖 论 ”. 

这 里 指出 ,只 是 在 对 极限 论 作 了 严格 的 逻辑 处 理 之 后 ,这 一 困难 和 缺陷 才 得 以 克服 . 

为 了 使 读者 对 当时 分 析 中 出 现 的 廖 误 有 所 了 解 ,我 们 再 看 看 大 数学 家 欧 拉 在 他 使 用 分 
析 推 理 时 出 现 的 一 些 悖 论 ， 

把 二 RY Zz) ,我 们 得 到 


一 一 一 一 Zz) 1 一 1 十 z 十 x 十 避 十 …， 
工 一 工 


然后 令 z 一 2 ,我 们 有 
一 1 二 1 十 2 十 4 十 8 十 16 十 …， 
这 就 是 欧 拉 得 到 的 一 个 不 得 不 接受 的 东 雇 结论 . 还 有 ,把 前 式 两 边 乘 以 z, 得 


zz 十 如 十 = 一 一 . 


另 一 方面 ， 


两 式 相 加 后 , 欧 拉 得 到 
人 … 十 访 十 二 十 1 十 z 十 好 十 必 一 0 
这 也 是 一 个 十 分 荒 廖 的 结果 . 


17 世纪 和 18 世纪 的 数学 家 们 对 无 穷 级 数 不 大 理解 ,以 致 在 分 析 这 个 领域 中 出 现 了 许 
多 悖 论 . 再 如 ,考虑 级 数 


S 一 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 …， 
如 果 把 级 数 以 一 种 方法 分 组 ,我 们 有 
S 一 (一 1 十 (1 一) 十 (1 一 1) 十 … 一 
如 果 按 另 一 种 方法 分 组 ,我 们 有 
S=1 一 (一 1 十 1 一 1 十 1 一 1] 十 …) 二 1 一 0 二 1 
L. G. 格 兰 迪 (Grandi，1671 一 1742) 说 ,因为 0 和 1 是 等 可 能 的 ， 所 以 级 数 的 和 应 为 平均 数 
1/2. 这 个 值 也 能 用 纯 形式 的 方法 得 到 . 事实 上 ， 
S 一 1 一 (1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 …) 一 1 一 S. 

由 此 得 2S 王 1 ,或 S=1/2. 

这 样 的 悖 论 日 益 增多 . 数学 家 们 在 研究 无 穷 级 数 的 时 候 , 做 出 许多 错误 的 证 明 , 并 由 此 
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得 到 许多 错误 的 结论 . 他 们 在 有 限 与 无 限 之 间 任 意 通 行 , 他 们 的 工作 可 以 用 伏 尔 泰 的 一 句 话 
来 概括 : 微 积分 是 “计算 和 度量 一 个 其 存在 性 是 不 可 思议 的 事物 的 艺术 ”. 

因此 在 18 世纪 结束 之 际 , 微 积分 和 建立 在 微 积 分 基础 上 的 分 析 的 其 他 分 支 的 逻辑 处 于 
一 种 完全 混乱 的 状态 之 中 . 事实 上 ,可 以 说 微 积分 在 基础 方面 的 状况 比 17 世纪 更 差 , 数学 巨 
匠 ,尤其 是 欧 拉 和 拉 格 朗 日 给 出 了 不 正确 的 逻辑 基础 . 因为 他 们 是 权威 ,所 以 他 们 的 错误 就 
被 其 他 数学 家 不 加 批判 地 接受 了 ,甚至 作 了 进一步 的 发 展 . 

进入 19 世纪 ,数学 陷 人 更 加 矛盾 的 境地 . 虽然 它 在 描述 和 预测 物理 现象 方面 所 取得 的 
成 就 远 远 超 出 人 们 的 预料 ,但 是 大 量 的 数学 结构 没有 逻辑 基础 ,因此 不 能 保证 数学 是 正确 无 
误 的 . 

历史 要 求 给 微 积分 以 严格 的 基础 . 

4.3 柯 西 的 功绩 


第 一 个 为 补救 第 二 次 数学 危机 提出 真正 有 见地 的 意见 的 是 达 朗 贝尔 . 他 在 1754 年 指 
出 ,必须 用 可 靠 的 理论 去 代替 当时 使 用 的 粗糙 的 极限 理论 . 但 是 他 本 人 未 能 提供 这 样 的 理 
论 .最早 使 微 积分 严谨 化 的 是 拉 格 朗 日 .为 了 避免 使 用 无 穷 小 推理 和 当时 还 不 明确 的 极限 概 
念 , 拉 格 朗 日 曾 试图 把 整个 微 积分 建立 在 泰勒 展开 式 的 基础 上 . 但 是 ,这 样 一 来 ,考虑 的 函数 
范围 太 窗 了 ,而 且 不 用 极限 概念 也 无 法 讨论 无 穷 级 数 的 收敛 问题 . 所 以 , 拉 格 朗 日 的 以 震级 
数 为 工具 的 代数 方法 也 未 能 解决 微 积分 的 奠基 问题 . 

到 了 19 世纪 ,出 现 了 一 批 杰出 的 数学 家 ,他 们 积极 为 微 积分 学 的 奠基 工作 而 努力 . 首先 
要 提 到 的 是 捷克 的 哲学 家 和 数学 家 波 尔 查 诺 (B. Bolzano，1781 一 1848). 他 开始 将 严格 的 论 
证 引入 到 数学 分 析 中 . 1816 年 ,他 在 二 项 展开 公式 的 证 明 中 ,明确 地 提出 了 级 数 收敛 的 概 
念 ,同时 对 极限 .连续 和 变量 有 了 较 深 入 的 理解 . 特别 是 ,他 曾 写 出 4 无 穷 的 悖 论 》 一 书 , 书 中 
包含 许多 真知 灼 见 . 可惜, 在 他 去 世 两 年 后 (1850 年 ) 他 的 书 才 得 以 出 版 . 

” 分 析 学 的 奠基 人 ,公认 是 法 国 的 多 产 的 数学 家 柯 西 . 柯 西 在 数学 分 析 和 置换 群 理论 方面 
做 了 开拓 性 的 工作 ,是 最 伟大 的 近代 数学 家 之 一 . 他 在 1821 一 1823 年 间 出 版 的 《分 析 教 程 》 
和 《无 穷人 小 计算 讲义 ?是 数学 史上 划时代 的 著作 , 在 那里 他 给 出 了 数学 分 析 一 系列 基本 概念 
的 精确 定义 . 例如 ,他 给 出 了 精确 的 极限 定义 ,然后 用 极限 定义 连续 性 .导数 、 微 分 . 定 积分 和 
无 穷 级 数 的 收敛 性 . 这 些 定义 基本 上 就 是 今天 我 们 徽 积 分 课本 中 使 用 的 定义 ,不 过 现在 写 得 
更 加 严格 一 点 . 


4.4 外 尔 斯 特 拉 斯 的 规划 


对 分 析 基 础 做 更 深 一 步 的 理解 的 要 求 发 生 在 1874 年 . 那 时 德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 
(RK. T. W. Weierstrass, 1815 一 1897) 构 造 了 一 个 没有 导数 的 连续 函数 , 即 构 造 了 一 条 处 处 
没有 切线 的 连续 曲线 . 这 与 直观 概念 是 有 了 矛盾 的 . 它 对 在 分 析 学 中 运用 几何 直观 是 一 场 大 
风暴 . 
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连续 性 和 可 微 性 是 分 析 学 的 基本 概念. 从 微 积分 诞生 起 一 直 是 分 析 研 究 的 主要 对 象 .但 
是 数学 家 们 对 它们 的 认识 一 直 是 模糊 不 清 的 . 甚至 有 的 数学 家 还 证 明 过 ,任何 函数 在 所 有 的 
连续 点 上 都 有 导数 . 外 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 几乎 使 所 有 的 数学 家 都 感到 震惊 . 埃 尔 米 特 在 
1893 年 5 月 20 日 给 斯 蒂 杰 斯 的 信 中 写 道 : “我 简直 惊 刺 万 状 ,不 愿 面 对 这 一 不 幸 的 现实 , 没 
有 导数 的 连续 函数 1” 

极限 概念 .连续 性 .可 微 性 和 收敛 性 对 实数 系 的 依赖 比 当 时 人 们 想象 的 要 深奥 得 多 . 黎 
曼 发 现 , 柯 西 没有 必要 把 他 的 定 积分 限制 于 连续 函数 . 黎 曼 证 明了 ,被 积 函数 不 连续 ,其 定 积 
分 也 可 能 存在 . 黎 曼 还 造 出 一 个 函数 , 当 变 量 取 无 理 值 时 它 是 连续 的 ; 当 变 量 取 有 理 值 时 它 
是 不 连续 的 . 这 些 例子 使 我 们 越 来 越 明 白 ,在 为 分 析 建立 一 个 完善 的 基础 方面 ,还 需要 再 深 
挖 一 步 : 我 们 需要 理解 实数 系 的 更 深刻 的 性 质 . 

这 个 任务 落 在 了 外 尔 斯 特 拉 斯 身上 . 外 尔 斯 特 拉 斯 提出 一 个 规划 : 

(1) 逻辑 地 构造 实数 系 ; 

(2) 从 实数 系 出 发 去 定义 极限 概念 、 连 续 性 ,可 微 性 ,收敛 和 发 散 . 

这 个 规划 称 为 数学 分 析 的 算术 化 . 任务 是 繁重 而 困难 的 ,但 在 接近 19 世纪 末 的 时 候 , 这 
个 规划 终于 完成 了 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 的 努力 终于 使 数学 分 析 从 完全 依靠 运动 学 、 直 党 理解 和 几何 概念 中 解放 
了 出 来 . 外 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 成 功 产生 了 深远 的 影响 . 主要 表现 在 以 下 几 点 

(1) 既然 数学 分 析 能 从 实数 系 导 出 ,所 以 ,如 果实 数 系 是 相 容 的 ,那么 全 部 分 析 是 相 容 的 . 

(2) 欧 氏 几何 通过 笛 卡 儿 坐 标 系 也 能 英 基 于 实数 系 上 . 所 以 ,如 果实 数 系 是 相 容 的 , 那 
么 欧 氏 几何 是 相 容 的 ,几何 学 的 其 他 分 支 也 是 相 容 的 . 

(3) 实数 系 可 用 来 解释 代数 的 许多 分 支 ,所 以 许多 代数 的 相 容 性 也 依赖 于 实数 性 的 相 
容 性 ， 

由 此 得 到 ,如 果实 数 系 是 相 容 的 ,那么 大 部 分 数学 就 是 相 容 的 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 第 二 部 分 是 由 引进 精确 的 “e8” 语 言 而 完成 的 . 这 一 语言 给 出 极限 
的 准确 描述 ,消除 了 历史 上 各 种 模糊 的 用 语 ,诸如 “最 终 比 ”“ 无 限 地 趋 近 于 ”等 . 这 样 一 来 ， 
数学 分 析 中 的 所 有 基本 概念 都 可 以 通过 实数 和 它们 的 基本 运算 以 及 关系 精确 地 表述 出 来. 

总 之 ,第 二 次 数学 危机 的 核心 是 微 积 分 的 基础 不 稳固 . 柯 西 的 贡献 在 于 ,将 微 积分 建立 
在 极限 论 的 基础 上 . 遗留 的 问题 是 ,任何 实数 列 的 极限 存在 吗 ? 外 尔 斯 特 拉 斯 的 贡献 在 于 ， 
先 逻 辑 地 构造 实数 论 . 因而 ,建立 分 析 基础 的 逻辑 顺序 是 

实数 系 一 极限 论 一 微 积分 。 

关于 外 尔 斯 特 拉 斯 对 数学 分 析 的 卓越 贡献 , 希 尔 伯 特 这 样 评论 道 :“ 外 尔 斯 特 拉 斯 运用 
他 鞭 辟 入 里 的 批判 给 数学 分 析 英 定 了 牢固 的 基础 . 他 通过 阐明 许多 概念 ,特别 是 极 小 、 函 数 
和 微 商 的 概念 ,消除 了 那 时 依然 存在 于 微 积分 中 的 种 种 缺点 ,使 微 积分 摆脱 了 有 关 无 穷 小 的 
一 切 混乱 概念 ,从 而 解决 了 由 无 穷 小 概念 所 产生 的 各 种 困难 . 如 果 今天 在 分 析 中 对 于 运用 以 
无 理 数 和 极限 的 概念 为 基础 的 演绎 法 有 完全 一 致 的 意见 和 确信 无 疑 的 看 法 ,并 且 如 果 甚 至 
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在 有 关 微 分 方程 和 积分 方程 的 最 复杂 的 问题 中 ,尽管 用 了 不 同 种 类 极限 的 最 巧妙 和 多 样 的 
组 合 ,对 所 得 结果 还 是 能 够 一 致 同意 ,那么 这 种 令 人 愉快 的 事态 主要 是 由 于 外 尔 斯 特 拉 斯 的 
科学 工作 .” 

希 尔 伯 特 并 没有 忘记 ,仍然 有 问题 留 下 来 . 他 说 :“ 然 而 ,尽管 外 尔 斯 特 拉 斯 为 微 积分 奠 
定 了 基础 ,但 有 关 分 析 基 础 的 争论 依旧 在 进行 下 去 . ”这 些 争论 之 所 以 没有 结束 ,是 因为 用 
在 数学 中 的 无 限 这 一 概念 的 意义 一 直 没 有 完全 解释 清楚 .” 

论文 题目 

1. 解析 几何 的 精华 . 

2. 微 积 分 发 展 史 之 我 见 . 

3. 微 积 分 的 地 位 和 作用 . 

4， 微 积分 与 近代 科学 . 


ES HSIS HS ES SEIS RI NS RNS EI NS RS SR IS RISES IS ES I SRIIS EIS RSIS EIS IS SE IS KS SN, 


SASSIS EI I IS ES IS ES TS IS SSISIS SIS RI SEIS NSIS IIS I ISIS 


“我 不 知道 世人 如 何 看 我 ,可 我 自己 认为 ,我 好 像 只 是 一 个 在 海边 玩 夏 的 长 子 ,不 时 为 失 
到 比 通常 更 光滑 的 石子 或 更 美丽 的 贝壳 而 高 兴 , 而 展现 在 我 面前 的 是 完全 未 被 探 明 的 真理 
之 海 . ”这 是 牛顿 晚年 对 自己 的 评价 . 

牛顿 (Issac Newton, 1642 一 1727)( 彩 图 3) 是 英国 数学 家 和 物理 学 家 ,17 世纪 科学 革命 
的 顶 妖 人 物 , 他 提出 近代 物理 学 基础 的 力学 三 大 定律 和 万 有 引力 定律 , 他 关于 白光 由 色光 组 
成 的 发 现 为 物理 光学 英 定 了 基础 .他 是 微 积分 的 创始 人 之 一 . 他 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 是 
近代 科学 史上 最 重要 的 著作 . 

1642 年 12 月 25 日 他 生 于 英格兰 林肯 那 的 伍 尔 索 兽 村 的 一 个 农民 家 庭 .1661 年 进入 剑 

三 一 学 院 ,1665 年 4 月 获 学 士 学 位 , 当时 科学 革命 的 序幕 已 经 拉 开 ,从 哥 白 尼 到 开 普 勒 的 

天 文学 家 已 经 完成 了 日 心 体系 ,伽利略 为 新 力学 体系 的 创立 扫 清 了 道路 .1665 年 的 瘟疫 使 
学 校 关门 ,牛顿 在 回 家 居住 的 两 年 里 ,奠定 了 微 积分 的 基础 ,完成 了 论文 《 论 闫 色 》, 推 导出 太 
阳 和 行星 间 的 作用 力 随 向 径 距 离 增加 而 减 小 的 平方 反比 定律 . 

1667 年 当选 为 三 一 学 院 院 委 , 两 年 后 由 巴 罗 推 荐 ,牛顿 接替 他 担任 卢 卡 斯 教授 .1669 年 
任 皇家 造 币 厂 监督 ,1671 年 当选 为 皇家 协会 会 员 .1703 年 当选 为 英国 皇家 协会 会 长 ,他 担任 
这 个 职务 直到 1727 年 3 月 20 日 在 伦敦 病逝 .1705 年 安妮 女王 封 他 为 二 士 .他 终身 未 婚 . 

牛顿 有 这 样 一 句 赞美 前 韭 科 学 家 的 名 言 :“ 如 果 说 我 比 别 人 看 得 远 些 , 那 是 因为 我 站 在 
巨人 们 的 唐 上 .” 

对 人 世间 的 生活 ,牛顿 的 态度 相当 消极 . 斐 利 斯 评价 他 “对 音乐 充 耳 不 闻 , 视 雕塑 为 “ 金 
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石 玩偶 ”, 诗 歌 是 “优美 的 胡扯 ””. . 
但 牛顿 留 下 的 东西 彻底 改变 了 西方 文明 对 世界 的 观点 . 赫 胥 黎 对 牛顿 的 评价 是 “作为 几 
人 无 其 可 取 ; 作 为 巨人 无 与 伦比 ”. 


ISI OISI EI ISIE SII IS I IOS RI SII IS TS I IIIS RS SI SS I SIS ISII I SI SI SRI SS SINS ISI SI SS INN SII II, 


微 积分 的 创始 者 ， 数理 逻辑 的 葛 基 人 一 一 莱 布 尼 获 


SIS IS I SRI SI IS RS ISIS AIIS ES SSRI IS EIS S III IIS ES IIS SIS I SR SE IS EI SI IS EI SES IS RS IS ES ES EIS AI I SIRIIS EN 


莱 布 尼 茨 (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646 一 1716) ,德国 数学 家 、 哲 学 家 ,和 牛顿 同 为 
微 积分 学 的 创建 人 .1646 年 7 月 1 日 生 于 莱比锡 ,1716 年 11 月 4 日 卒 于 德国 西北 的 汉 诺 
威 .1661 年 入 莱比锡 大 学 学 习 法 律 ,又 曾 到 耶 拿 大 学 学 习 几 何 ， 
1666 年 在 纽伦堡 阿尔 特 多 夫 取 得 法 学 博士 学 位 . 

1667 年 他 投身 于 外 交界 ,在 美 因 效 的 大 主教 J.P. 舍 恩 博思 
的 手下 工作 .在 这 期 间 , 他 到 欧洲 各 国 游历 ,接触 到 数学 界 的 名 
流 , 并 同 他 们 保持 着 密切 的 联系 . 特别 是 在 巴黎 他 受到 C. 惠 更 
斯 的 和 启发 ,决心 钻研 数学 .在 这 之 后 数 年 ,他 还 入 数学 领域 ,开始 
了 创造 性 的 工作 .1676 年 ,来 到 汉诺威 , 任 腓 特 烈 公 必 顾 问 及 图 
书馆 馆 长 . 此 后 40 年 , 常 居 汉诺威 ,直到 去 世 . 

莱 布 尼 茨 终生 奋斗 的 主要 目标 是 寻求 一 种 可 以 获得 知识 和 
创造 发 明 的 普遍 方法 . 这 种 努力 导致 许多 数学 的 发 现 ,最 突出 的 
是 微 积分 学 . 牛顿 建立 微 积 分 主要 是 从 运动 学 的 观点 出 发 ,而 莱 布 尼 茨 则 从 几何 学 的 角度 去 
考 嘎 ,特别 和 工 巴 罗 的 微分 三 角形 有 密切 关系 . 他 的 第 一 篇 微分 学 文章 《一 种 求 极 大 极 小 和 
切线 的 新 方法 ，…… 》 是 1684 年 在 (学 艺 》 杂 志 上 发 表 的 ,这 是 世界 上 最 早 的 徽 积分 文献 , 比 
牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 早 3 年 , 这 篇 论文 仅 6 页 纸 , 内 容 并 不 丰富 ,说 理 也 颇 含 混 的 
文章 , 却 有 着 划时代 的 意义 , 它 已 含有 现代 微分 符号 和 基本 微分 法 则 ,还 给 出 了 极 值 的 条 件 
dy 一 0 和 的 点 的 条 件 dy 二 0. 但 运算 规则 只 含 简短 的 叙述 而 没有 证 明 , 使 人 很 难 理解 . 1686 
年 他 在 《学 艺 》 上 发 表 第 一 篇 积分 学 论文 . 他 所 创设 的 微 积分 符号 远 远 优 于 牛顿 的 符号 ,这 对 


微 积分 的 发 展 有 极 大 的 影响 . 可 是 在 这 篇 最 早 的 积分 学 论文 中 , 却 没有 今天 的 积分 号 人 不 


过 这 符号 确实 早已 创设 . 只 是 因为 制版 不 便 ,印刷 时 才 没 有 用 . 积分 号 | 出 现在 他 1675 年 


10 月 29 日 的 手稿 上 , 它 是 字母 S 的 拉 长 . 微分 符号 dz 出 现在 1675 年 11 月 11 日 的 男 一 手 
稿 上 . 他 考虑 微 积 分 的 问题 ,大 概 开 始 于 1673 年 . 
他 的 其 他 贡献 有 : 1673 年 ,他 制作 了 能 进行 四 则 运算 的 计算 机 ;系统 地 阐述 了 二 进 制 
记 数 法 ,并 与 中 国 的 八卦 联系 起 来 ;1674 年 得 到 
1 
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他 在 哲学 上 提出 单子 论 ,在 次 辑 学 上 提出 数理 钠 辑 的 许多 概念 和 命题 . 


ES RS RIS SIS RI IS RSI SES IIS I SI SI SI SRI SEI SRI NS ES SS HSIN SS, 


MA SIS RIS IIS SRI SEI SI SEI SESS SR SE SI SNR I SA I SA SLS 


柯 西 (Augustin Louis Cauchy，1789 一 1857) 是 法 国 数学 家 . 1789 年 8 月 21 日 生 于 书 
黎 ,1857 年 5 月 23 日 卒 于 附近 的 索 镇 . 他 出 身 于 高 级 官员 家 庭 , 其 父 曾 任 法 国 参议 院 秘书 
长 ,从 小 受过 良好 的 教育 . 在 孩提 时 期 ,他 就 接触 到 了 . S. 拉 
普 拉 斯 、 拉 格 庚 日 这 样 一 些 大 数学 家 . 1805 年 入 巴黎 综合 工 
科学 校 ,1807 年 就 恋 于 道路 桥梁 工程 学 校 ,1809 年 成 为 工 
程 师 ,随后 在 运河 桥梁、 海港 等 工程 部 门 工作 . 1813 年 回 到 
巴黎 ,任教 于 巴黎 综合 工科 学 校 . 由 于 他 在 数学 和 数学 物理 
方面 的 杰出 成 就 ,1816 年 取得 教授 职位 ,同年 ,被 任命 为 法 pp 
国 科 学 院 院 士 .此 外 ,他 还 拥有 巴黎 大 学 理学 院 和 法 兰 西学 “ 
院 的 教授 席位 ， pp. 

1830 年 , 波 旁 王朝 被 推翻 , 柯 西 拒绝 宣 暂 效忠 新 的 国民 
王 , 因 此 失去 了 所 有 的 职位 . 他 自行 出 走 , 先 到 瑞士 的 弗 里 
您, 后 被 前 国王 召 到 布拉格 ,协助 官 廷 教育 ,1838 年 回 到 巴 
黎 , 继 任 巴黎 综合 工科 学 校 教授 ,并 恢复 了 在 科学 院 的 活动 .1848 年 任 巴 黎 大 学 教授 . 

柯 西 对 数学 的 最 大 贡献 是 在 微 积 分 中 引进 了 清晰 和 严格 的 表述 与 证 明 方 法 . 使 微 积分 
摆脱 了 对 于 几何 与 运动 的 直观 理解 和 物理 解释 ,从 而 形成 了 微 积 分 的 现代 体系 . 

柯 西 首 先 把 无 穷 小 量 简单 地 定义 为 一 个 以 零 为 极限 的 变量 ,他 还 定义 了 上 、 下 极限 ,最 
早 证 明了 极限 


lim(1+ 去 ) 
的 存在 性 ,并 在 其 中 第 一 次 使 用 极限 符号 .他 对 微 积分 的 见解 被 普遍 接受 并 沿用 至 今 . 
柯 西 是 一 位 多 产 的 数学 家 ,一 生 共 发 表 论 文 800 余 篇 , 著 书 7 本 .《 柯 西 全 集 》 共 有 27 
卷 . 柯 西 的 著作 ,大 多 是 急 就 章 , 但 都 朴实 无 华 , 有 思想 ,有 创见 . 他 所 发 现 . 创 立 的 定理 和 公 
式 ,往往 是 一 些 最 简单 .最 基本 的 事实 . 因而 ,他 的 数学 成 就 影响 广泛 ,意义 深远 . 


EESTI II SIRS SIS OS IS SS IS I SEI SRS ISISIS SII SI SN SS SRS 


VS EI SI SES IS IS ISI SE SI SOS IS I SRN SE I SR I SR SI ST 


外 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass，1815 一 1897) 是 德国 数学 家 ,1815 
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年 10 月 31 日 生 于 奥 斯 滕 费 尔 德 ,1897 年 2 月 19 日 卒 于 柏林 . 

通常 认为 ,一 流 数 学 家 有 两 个 特点 : 一 是 从 事 数 学 的 年 
龄 很 小 ,一 是 不 为 繁杂 的 教学 任务 所 干扰 . 外 尔 斯 特 拉 斯 却 
是 一 个 杰出 的 例外 .1834 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 遵照 父亲 的 意愿 
入 波恩 大 学 学 习 法 律 和 经 济 , 到 1838 年 他 才 开 始 学 习 数 学 . 
从 1842 年 到 1856 年 他 一 直 教 中 学 .1854 年 , 当 他 39 岁 的 
时 候 获 得 了 哥 尼 斯 堡 大 学 的 名 誉 博士 学 位 . 1856 年 他 受聘 
于 柏林 大 学 , 任 助 教授 ,同年 成 为 柏林 科学 院 成 员 . 1864 年 
升任 正教 授 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 的 主要 贡献 在 函数 论 和 分 析 方 面 . 他 发 
现 了 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 ,借助 级 数 构 造 了 复 变 函数 
论 , 开 始 了 分 析 的 算术 化 过 程 . 他 给 出 的 处 处 连续 处 处 不 可 微 的 函数 震动 了 数学 界 , 使 数学 
家 对 函数 乃至 数学 的 理解 更 加 深刻 , 在 代数 方面 ,他 第 一 个 给 出 行列 式 的 严格 定义 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 是 一 个 伟大 的 教师 . 他 精心 准备 的 讲稿 影响 了 许多 未 来 的 数学 家 .“ 外 尔 
斯 特 拉 斯 的 严格 ”成 了 “精细 推理 ?的 同义词 , 他 被 誉 为 “现代 分 析 之 父 ” 他 培养 了 许多 卓 有 
成 效 的 数学 家 ,如 C.B. 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 、.H.A. 施 瓦 兹 .I.L， 富 克 斯 .G. 米 塔 - 列 夫 勤 等 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 是 一 个 大 器 晚 威 对 整个 数学 界 带 来 巨大 影响 的 伟大 数学 家 ， 
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目前 以 代数 取代 几何 的 趋势 对 教育 是 有 害 的 ,应 当 把 它 捏 转 过 来 . 
和 如果 以 为 无 须 送 省 的 启发 ,只 需 通 过 大 量 的 死记 硬 绚 代数 结构 来 取代 几何 的 
学 习 ,就 更 容易 学 到 数学 , 那 无 论 如 何 是 一 个 可 悲 的 错误 . 
R, Thom 


几何 学 是 研究 “ 形 ” 的 科学 ,以 视觉 思维 为 主导 ,培养 人 的 观察 力 、 空 间 想 象 力 与 空间 洞 
察 力 . 几何 学 中 最 先 发 展 起 来 的 是 欧 氏 几何 . 到 文艺 复兴 时 期 ,几何 学 上 第 一 个 重要 成 果 是 
笛 卡 儿 的 解析 几何 . 他 把 代数 方法 应 用 于 几何 学 ,实现 了 数 与 形 的 相互 沟通 . 随 着 透视 画 的 
出 现 ,又 诞生 一 门 全 新 的 几何 学 一 一 射影 几何 学 . 到 19 世纪 上 半 叶 , 非 欧 几 何 诞生 了 . 人们 
的 思想 得 到 很 大 的 解放 . 各 种 非 欧 几 何 、 微 分 几何 .拓扑 学 都 相继 诞生 ,几何 学 进入 一 个 空前 
繁荣 的 时 期 . 几何 学 的 发 展 是 丰富 多 彩 的 .激动 人 心 的 . 本 章 将 介绍 几何 学 的 一 些 主要 思想 . 


$1 欧 氏 几何 回顾 


1.1 欧 氏 几何 的 历史 地 位 


欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 诞 生 于 公元 前 300 年 , 它 被 称 为 数学 家 的 圣经 ,在 数学 史 , 力 至 
人 类 科学 史上 具有 无 与 伦比 的 崇高 地 位 . 它 的 主要 贡献 是 什么 呢 ? 

(1) 成 功 地 将 零散 的 数学 理论 编 为 一 个 从 基本 假定 到 最 复杂 结论 的 整体 结构 . 

(2) 对 命题 作 了 公理 化 演绎 . 从 定义 .公理 .公设 出 发 建立 了 几何 学 的 逻辑 体系 ,并 成 为 
其 后 所 有 数学 的 范本 . 

《3》 几 个 世纪 以 来 ,已 成 为 训练 逻辑 推理 的 最 有 力 的 教育 手段 . 

(4) 演绎 的 思考 首先 出 现在 几何 学 中 ,而 不 是 在 代数 学 中 ,使 几何 学 具有 更 加 重要 的 地 
位 。 这 种 状态 一 直 保 持 到 解析 几何 的 诞生 . 

欧 氏 几何 是 演绎 数学 的 开始 . 演绎 方法 是 组 织 数学 的 最 好 方法 . 它 可 以 极 大 程度 地 消除 
我 们 认识 上 的 不 清和 错误 . 如 果 有 怀疑 的 地 方 都 回归 到 基础 概念 和 公理 . 德国 学 者 赫 尔 姆 霍 
斯 说 :“ 人 类 各 种 知识 中 ,没有 哪 一 种 知识 发 展 到 了 几何 学 这 样 完 善 的 地 步 ,…… 没 有 哪 一 
种 知识 像 几 何 学 一 样 受到 这 样 少 的 批评 和 怀疑 .” 


1.2 几何 学 在 数学 教育 中 的 地 位 
无 论 是 中 学 还 是 大 学 的 数学 课程 都 发 生 过 , 且 正 在 发 生 着 种 种 变革 ,其 中 最 引 人 注 目的 
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是 几何 在 课程 中 的 核心 地 位 的 衰落 . 欧 氏 几何 已 从 宝座 上 跌落 了 下 来 . 

在 几 个 世纪 里 , 欧 几 里 得 控制 着 数学 舞台 . 但 是 代数 的 出 现 , 笛 卡 儿 将 其 应 用 于 几何 ,以 
及 随后 微 积分 的 发 展 ,改变 了 数学 的 整个 特征 . 数学 变 得 更 加 符号 化 ,更 抽象 了 . 

无 可 奈何 花 落 去 . 

但 是 ,也 不 要 这 样 悲观 ,而 应 向 事物 的 深层 看 去 . 英国 著名 数学 家 M. 阿 蒂 亚 说 了 这 样 
一 段 深刻 的 话 , 值 得 深思 :“ 几 何 是 数学 中 这 样 一 个 部 分 ,其 中 视觉 思维 占 主导 地 位 ,而 代数 
则 是 数学 中 有 序 思 维 占 主 导 地 位 的 部 分 . 这 种 区 分 也 许 用 另外 一 对 词 更 好 , 即 “洞察 与“ 严 
格 ”, 两 者 在 真正 的 数学 研究 中 起 着 本 质 的 作用 . ”这 就 明确 指出 ,几何 学 不 只 是 一 个 数学 分 
支 ,而 且 是 一 种 思维 方式 , 它 渗透 到 数学 的 所 有 分 支 . 对 这 种 思维 方式 应 当 给 予 足够 的 训练 . 


1.3 演绎 法 的 基本 特色 
欧 氏 几何 是 演绎 法 的 典范 ， 将 它 的 结 攀 分 析 消 郊 了 ,一 切 演 绎 结构 也 就 起. 演绎 体 


系 的 结构 归结 为 ; 
(1) 基本 概念 的 列举 ;”. (2) 定义 的 叙述 ; (3) 公理 的 叙述 ; 
(4) 定理 的 叙述 ， 《5) 定理 的 证 明 . 
1 对 定义 的 说 明 
我 们 先 看 角 的 定义 ， 


例 1 由 同一 点 出 发 的 两 条 半 线 所 构成 的 图 形 称 为 角 ( 图 
9-1). 
在 建立 定义 的 时 候 , 我 们 用 一 个 概念 去 定义 另 一 个 概念 . 
在 例 1 中 ,我 们 用 了 两 个 概念 : 点 和 半 线 的 概念 . 自然 发 生 的 
问题 是 ,点 和 半 线 是 否 也 能 下 个 定义 呢 ? 在 几何 学 中 半 线 是 这 
图 9-1 样 定义 的 : 自己 知 点 出 发 的 半 线 是 指 这 样 的 点 的 集合 ,它们 都 
在 通过 已 知 点 的 直线 上 ,并 且 位 于 该 点 的 一 侧 . 

在 这 个 定义 中 我 们 又 遇 到 了 新 的 概念 :“ 通 过 点 的 直线 ”,“ 位 于 一 侧 ” 对 此 ,我 们 又 需 
要 别 的 定义 .但 是 ,很 显然 ,这 种 建立 定义 的 办 法 不 能 无 止境 地 追究 下 去 , 我 们 总 得 从 某 些 东 
西 开始 ,每 个 演绎 体系 以 一 些 基本 概念 为 基础 ,这 些 概 念 本 身 不 给 任何 定义 ,而 通过 它们 去 
定义 所 有 其 余 的 概念 . 

在 几何 学 里 ,这 些 基 本 概念 是 “点 ”、“ 直 线 ”、“ 平 面 "“ 属 于 ”、“ 介 于 ”和 “运动 ”前 三 个 称 
基本 图 形 , 后 三 个 称 基 本 关系 . 这 样 一 来 ,所 有 其 余 的 图 形 和 它们 之 间 的 关系 便 归结 为 基本 
图 形 与 基本 关系 的 讨论 . 

2. 对 公理 和 定理 的 说 明 

公理 和 定理 与 定义 有 别 . 定义 仅仅 是 解释 概念 的 意义 ,而 公理 和 定理 则 是 一 些 断 言 . 

例 2 (1) 通过 两 个 不 同 的 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ; 

(2) 两 条 不 同 直线 仅 有 一 个 公共 点 . 
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公理 和 定理 在 演绎 体系 中 具有 不 同 的 地 位 . 它们 的 区 别 在 于 ,一 切 定理 都 是 从 公理 中 引 . 
申 出 来 的 ,而 公理 是 不 加 证 明 的 断言 . 断言 (1) 是 公理 ,所 以 没有 证 明 . 断言 (2) 是 定理 , 则 需 
要 证 明 . 

证 明 ”假定 (2) 不 正确 , 即 假定 两 条 不 同 的 直线 同时 通过 两 个 不 同 的 点 . 那么 ,通过 这 两 
个 不 同 的 点 可 以 引出 两 条 不 同 的 直线 . 但 这 与 公理 (1) 矛 盾 . 这 就 证 明了 (2)， 

每 个 演绎 体系 都 必须 从 公理 开始 , 即 从 不 加 证 明 的 假定 开始 . 事实 上 ,每 个 定理 都 是 用 
前 面 的 定理 证 明 的 ,前 面 定理 的 证 明 需 要 更 前 面 的 定理 . 这 种 倒 推 过 程 不 能 无 限 地 进行 下 
去 ,所 以 在 开始 必须 作 某 些 不 证 明 的 假设 ,这 些 假设 称 为 公设 或 公理 , 它们 是 不 是 "真实 的 ? 
或 在 什么 意义 下 是 “真实 的 ? ,系统 本 身 不 能 回答 . 公理 系统 的 规定 有 任意 性 ,只 要 它们 不 导 
致 两 个 互相 矛盾 的 定理 . 


1.4 欧 氏 几何 的 内 容 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 ;的 主要 内 容 如 下 表 所 示 . 


命题 , 作 图 题 主要 内 容 
48,11 直线 形 
14,2 面积 的 变换 
37,6 
16,16 圆 内 接 、 外 切 多 边 形 
25,0 比例 论 
33,10 相似 形 
39,0 数论 


27,0 数论 

36,0 数论 

115,0 不 可 通 约 量 理论 
39 ,4 空间 直线 与 平面 
18 ,2 面积 与 体积 
18,0 正 多 面体 
465,54 


《几何 原本 》 共 13 卷 , 除 其 中 第 5、 第 7、 第 8、 第 9 和 第 10 卷 是 讲授 比例 和 算术 理论 外 ， 
其 余 各 卷 都 是 讲授 几何 内 容 的 . 第 1 卷 包 含 平 行 线 、 三 角形 .平行 四 边 形 的 定理 ;第 2 卷 主要 
是 毕 达 哥 拉 斯 定理 及 其 应 用 ;第 3 卷 讲授 圆 的 定理 ;第 4 卷 讨 论 关 于 圆 的 内 接 与 外 切 多 边 形 
的 定理 ;第 6 卷 的 内 容 是 相似 形 的 理论 ;最 后 3 卷 是 立体 几何 . 

《几何 原本 》 是 由 定义 公设、 公理 组 成 的 演绎 推理 体系 .在 第 1 卷 开始 他 首先 提出 23 个 
定义 .前 6 个 定义 是 

(1) 点 没有 大 小 . 

(2) 线 有 长 度 而 没有 宽度 . 
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(3) 线 的 界 是 点 . 
(4) 直线 上 的 点 是 同样 放置 的 . 
(5) 面 只 有 长 度 和 宽度 . 
(6) 面 的 界 是 线 . 
我 们 列 出 欧 几 里 得 的 公设 和 公理 . 以 后 将 要 由 此 引出 一 些 重要 结论 . 
公设 
(1) 给 定 两 点 ,可 连接 一 线段 ， 
(2) 线段 可 无 限 延 长 . 
(3) 给 定 一 点 为 中 心 和 通过 任意 另 一 点 可 以 作 一 圆 . 
(4) 所 有 直角 彼此 相等 . 
《5) 如 一 条 直线 与 两 条 直线 相交 ,并 且 在 同 侧 所 交 出 的 两 内 角 之 和 小 于 两 个 直角 , 则 这 
两 条 直线 无 限 延 长 后 必 在 该 侧 相 交 ( 图 9-2). 
公理 
(1) 与 同一 个 东西 相等 的 东西 ,彼此 也 相等 . 
(2) 等 量 加 等 量 ,其 和 相等 . 
《3) 等 量 减 等 量 ,其 差 相 等 . 
(4) 彼此 重合 的 东西 相等 . 
B (5) 整体 大 于 部 分 . 
由 此 我 们 看 到 ,前 三 个 公设 限定 了 用 圆规 和 无 刻度 的 
直 尺 可 以 完成 哪些 作 图 . 因此 这 两 件 仪器 被 称 为 欧 几 里 得 
9-2 工具 ,使 用 它们 可 以 完成 的 作 图 称 为 欧 几 里 得 作 图 . 这 种 作 
图 增加 了 几何 学 趣味 . 人 们 花费 了 大 量 的 精力 去 解决 几何 三 大 难题 ,尽管 是 徒劳 的 ,但 从 各 
方面 推动 了 数学 的 发 展 . 
在 欧 几 里 得 几何 体系 中 ,第 五 公设 和 


“在 平面 内 过 已 知 直线 外 一 点 ,只 有 一 条 直线 与 已 知 直 线 平行 ” 


相等 价 . 现在 把 后 一 命题 叫做 欧 几 里 得 平行 公理 . 19 世纪 它 导致 了 数学 发 展 史 上 一 些 非常 
重要 的 结果 ,这 就 是 非 欧 几 何 的 诞生 . 


1.5 几何 学 的 进一步 发 展 


1， 几何 基础 的 研究 
《几何 原本 ?是 最 早 一 本 内 容 丰 富 的 数学 书 , 为 所 有 的 后 代 人 所 使 用 , 它 对 数学 发 展 的 影 
响 超 过 任何 一 本 别 的 书 . 读 了 这 本 书 之 后 ,对 数学 本 身 的 看 法 ,对 证 明 的 想法 ,对 定理 按 逻辑 
顺序 的 排 法 ,都 会 学 到 一 些 东西 . 它 的 内 容 也 决定 了 其 后 数学 思想 的 发 展 . 
直到 19 世纪 大 半 段 以 前 ,数学 家 一 般 都 把 欧 几 里 得 的 著作 看 成 是 严格 性 方面 的 典范 ， 


a+B<n 
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但 也 有 少数 数学 家 看 出 了 其 中 的 严重 缺点 ,并 设法 纠正 . 19 世纪 末 , 几 何 领域 中 最 敏锐 的 思 
想 家 日 益 关 心 4 几 何 原本 》 缺 乏 真 正 的 严密 性 问题 . 非 欧 几 何 的 创立 更 加 激发 人 们 去 探索 古 
典 几何 的 正确 而 又 完备 的 叙述 . 

《 史 何 原本 》 的 主要 缺陷 是 什么 呢 ? 首先 , 欧 几 里 得 的 定义 不 能 成 为 一 种 数学 定义 ,完全 
不 是 在 逻辑 意义 下 的 定义 . 有 的 不 过 是 几何 对 象 ,如 点 , 线 , 面 等 的 一 种 直观 描述 ,有 的 含混 
不 清 . 这 些 定义 在 后 面 的 论证 中 实际 上 是 无 用 的 . 其 次 , 欧 几 里 得 的 公设 和 公理 是 远 不 够 用 
的 . 因而 在 4 几何 原本 》 许 多 命题 的 论证 中 不 得 不 借助 直观 ,或 者 或 明 或 暗 地 引 用 了 用 其 他 的 
公设 或 公理 无 法 证 明 的 东西 . 例如 ,公设 (2) 断 定 直线 可 被 无 限 延 长 ,但 是 它 不 一 定 意味 着 直 
线 是 无 限 长 的 ,而 只 意味 着 , 它 是 无 端的 ,或 无 界 的 . 连接 球面 上 两 点 的 大 圆 的 弧 可 沿 着 大 圆 
无 限 延长 ,但 它 不 是 无 限 长 的 . 德国 数学 家 黎 曼 在 1854 年 所 作 的 著名 演讲 《关于 几何 学 基础 
的 假定 》 中 区 别 了 直线 的 无 界 和 无 限 长 ,而 成 为 黎 曼 几何 诞生 的 起 点 ， 

19 世纪 末期 ,德国 数学 家 D. 希 尔 伯 特 于 1889 年 发 表 了 《几何 基础 》 书 中 成 功 地 建立 
了 欧 几 里 得 几何 的 完整 的 公理 体系 ,这 就 是 希 尔 伯 特 公理 体系 . 他 从 叙述 21 条 公理 开始 ,其 
中 涉及 6 个 本 原 的 或 不 定义 的 术语 , 即 作为 元 素 的 点 ,直线 和 平面 ,以 及 它们 之 间 的 三 种 关 
系 :“ 属 于 ”、“ 介 于 ”和 “全 等 于 ”. 他 把 公理 分 为 五 类 ,分 别处 理 关联 、 顺 序 、 全 等 .平行 和 连 
续 性 . 

2. 错误 的 怀疑 ,正确 的 方向 

直到 19 世纪 上 半 叶 以 前 ,几何 基础 的 真正 发 展 没 有 走 上 正路 , 却 奇怪 地 在 欧 氏 几何 完 
全 正确 的 地 方 进行 修正 . 这 就 是 关于 第 五 公设 的 研究 . 欧 几 里 得 的 第 五 公设 在 几何 史上 占有 
极 重 要 的 地 位 . 正 是 在 它 前 面 横着 一 条 大 道 一 一 通 向 非 欧 几何 的 大 道 . 这 种 几何 根本 地 改变 
了 我 们 对 于 实际 物理 空间 的 几何 学 和 作为 抽象 的 数学 科学 的 几何 学 的 观点 . 

在 欧 几 里 得 以 后 的 两 千年 期 间 , 很 难 找到 一 个 没有 去 试图 证 明 第 五 公设 的 大 数学 家 . 是 
什么 原因 唤起 了 这 人 么 多 人 去 证 明 它 呢 ? 可 以 说 有 两 个 主要 原因 . 第 一 是 , 它 更 像 一 个 定理 ， 
而 不 像 公设 .古代 就 有 人 说 :“ 它 完全 应 该 从 公设 中 剔除 ,因为 它 是 一 条 定理 ……”. 的 确 ,这 
一 公设 看 起 来 确 像 一 条 命题 , 它 的 陈述 性 语言 就 占 了 一 大 半 . 第 二 是 , 它 在 4 几何 原本 》 中 出 
现 的 很 迟 ， 

在 各 种 各 样 证 明 的 尝试 的 积累 下 ,与 第 五 公设 等 价 的 命题 的 范围 越 来 越 大 , 问题 逐渐 变 
得 清楚 起 来 . 对 第 五 公设 的 否定 将 招致 对 所 有 这 些 命题 的 否定 , 即 招致 一 系列 不 可 思议 的 、 
荒诞 不 经 的 推论 ,但 是 在 其 中 找 不 到 任何 逻辑 矛盾 . 为 了 寻找 这 种 矛盾 ,在 18 世纪 里 已 经 有 
一 些 学 者 ,从 第 五 公设 不 成 立 的 前 提出 发 , 颇 为 深入 地 发 展 了 一 些 推论 ,其 中 有 萨 谢 利 , 兰 伯 
特等 . 实质 上 这 已 经 是 非 欧 几 里 得 几何 的 初步 ,但 这 些 工作 的 作者 没有 达到 这 种 认识 ， 

3， 否定 平行 公设 

到 了 19 世纪 上 半 叶 ,人 们 终于 认识 到 ,否定 平行 公设 将 引出 新 的 几何 ,这 就 是 非 欧 几 
何 学 . 

欧 氏 几 何 的 平行 公设 说 ， 


168 第 九 章 来 自 几何 学 的 思想 


在 平面 内 过 已 知 直 线 外 一 点 ,只 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 . 

否定 它 , 就 会 得 到 新 的 平行 公设 : 

《1) 在 平面 内 过 已 知 直 线 外 一 点 ,有 两 条 以 上 直线 与 已 知 直线 平行 . 

(2) 平面 上 任何 两 条 直线 都 相交 . 
欧 几 里 得 公设 中 的 前 四 条 与 (1) 结 合 , 得 到 双 曲 几何 . 这 是 高 斯 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 的 功 
绩 . 欧 几 里 得 公设 中 的 前 四 条 与 (2) 结 合 , 得 到 椭圆 几何 ,但 要 对 欧 几 里 得 的 公设 (1), (2) 重 
作 和 解释 , 这 是 黎 曼 的 功绩 . 

平行 公设 构成 三 种 几何 的 分 水 岭 . 


32 非 欧 几何 


2.1 非 欧 几 里 得 几何 的 诞生 


平行 公理 不 能 作为 定理 从 欧 几 里 得 的 其 他 假定 推出 , 它 独立 于 其 他 那些 假定 . 对 于 两 千 
年 来 受 传统 偏见 的 约束 ,坚信 欧 几 里 得 几何 无 疑 是 唯一 可 靠 的 几何 ,而 任何 与 之 矛盾 的 几何 
系统 绝对 是 不 可 能 相 容 的 人 来 说 ,承认 这 样 一 种 可 能 是 要 有 不 寻常 的 想象 力 的 . 

高 斯 是 真正 预见 到 非 欧 几何 的 第 一 人 .不 幸 的 是 , 毕 其 一 生 高 斯 没有 关于 此 命题 发 表 什 
么 意见 . 他 的 先进 思想 是 他 通过 与 好 友 的 通信 、 对 别人 著作 的 几 份 评论 ,以 及 在 他 死 后 从 稿 
纸 中 发 现 的 几 份 札 记 . 虽然 他 克制 住 自己 ,没有 发 表 自 己 的 发 现 ,但 是 他 却 竭 力 鼓励 别人 坚 
持 这 方面 的 研究 . 把 这 种 几何 称 为 非 欧 几何 的 正 是 他 . 

预见 到 非 欧 几何 的 第 二 人 是 本 波 尔 约 ,匈牙利 人 . 他 是 数学 家 F. 波 尔 约 的 儿子 .F. 波 
尔 约 与 高 斯 有 长 期 的 亲密 的 友谊 . 小 波 尔 约 的 这 项 研究 受到 他 父亲 的 很 大 启发 ,因为 老 波 尔 
约 早 就 对 平行 公设 问题 感 兴趣 . 早 在 1823 年 了 波 尔 约 就 开始 理解 摆 在 他 面前 的 问题 的 实 
质 . 那 年 他 给 父亲 写 了 一 封 信 , 说 明 他 热衷 于 这 项 工作 ,并 强调 说 :“ 我 要 白手 起 家 创造 一 个 
奇怪 的 新 世界 . J. 波 尔 约 称 他 的 非 欧 几何 为 绝对 几何 ,他 写 了 一 篇 26 页 的 论文 (绝对 空间 
的 几何 》, 出 版 时 作为 附录 附 于 他 父亲 的 《为 好 学 青年 的 数学 原理 论著 ) 一 书 中 ,该 书 出 版 于 
1823 一 1833 年 间 .J. 波 尔 约 似乎 在 1825 年 已 建立 起 非 欧 几何 的 思想 , 

虽然 人 们 和 承认 高 斯 和 J. 波 尔 约 是 最 先 料想 到 非 欧 几何 的 人 ,但 是 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 
斯 基 实 际 上 是 发 表 此 课题 的 有 系统 著作 的 第 一 人 . 罗 巴 切 夫 斯 基 一 生 中 的 大 部 分 时 间 是 在 
喀 山 度 过 的 ,先是 学 生 , 后 来 任 数学 教授 ,最 后 当 校 长 . 他 关于 非 欧 几 何 的 最 早 论文 就 是 于 
1829 一 1830 年 在 ( 喀 山 通讯 ?上 发 表 的 , 比 波 尔 约 著作 的 发 表 早 二 到 三 年 . 这 篇 论文 在 俄国 
没有 引起 多 大 注意 ,因为 是 用 俄 文 写 的 ,实际 上 在 别处 也 没有 引起 多 大 注意 . 

他 发 展 的 非 欧 几何 现今 被 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 . 他 赢得 了 “几何 学 上 的 哥 白 尼 ” 的 
称号 . 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 的 著作 发 表 若干 年 后 ,整个 数学 界 才 对 非 欧 几何 这 个 课题 给 


2 非 欧 几 何 169 


与 更 多 的 注意 . 几 十 年 后 这 项 发 现 的 真正 内 涵 才 被 理解 .下 一 个 重要 任务 是 证 明 新 几何 的 内 
在 相 容 性 . 


2.2 黎 曼 的 非 欧 几何 


第 二 种 非 欧 几 何 的 发 现 者 是 德国 数学 家 G.F. B. 黎 曼 (Riemann). 这 是 他 在 1854 年 讨 
论 无 界 和 无 限 概念 时 得 到 的 成 果 . 虽然 欧 几 里 得 的 公设 (2) 断 言 : 直线 可 被 无 限 延 长 ,但 是 ， 
并 不 必定 蕴涵 直线 就 长 短 而 言 是 无 限 的 ,只 不 过 是 说 : 它 是 无 端的 或 无 界 的 . 例如 ,连接 球 
面 上 两 点 的 大 圆 的 弧 可 被 沿 着 该 大 圆 无 限 延 长 ,使 得 延长 了 的 弧 无 端 ,但 确实 就 长 短 而 言 它 
不 是 无 限 的 . 现在 我 们 可 以 设想 : 一 条 直线 可 以 类 似 地 运转 ,并 且 , 在 有 限 的 延长 之 后 , 它 又 
回 到 它 本 身 . 由 于 黎 曼 把 无 界 和 无 限 的 概念 分 辨 清 了 ,他 实现 了 另 一 种 内 相 容 的 几何 学 ,如 
果 欧 几 里 得 的 公设 (1),(27 和 (5) 作 如 下 修正 的 话 : 

(1) 两 个 不 同 的 点 至 少 确定 一 条 直线 . 

(2) 直线 是 无 界 的 ， 

(3) 平面 上 任何 两 条 直线 都 相交 . 

这 第 二 种 非 欧 几何 通常 被 称 作 黎 曼 的 非 欧 几 何 . 

由 于 罗 巴 切 夫 斯 基 的 和 黎 曼 的 非 欧 几 何 的 发 现 , 几 何 学 从 其 传统 的 束缚 中 解放 出 来 了 ， 
从 而 为 大 批 新 的 .有 趣 的 几何 的 发 现 开辟 了 广阔 的 道路 . 这 些 新 几何 有 : 非 阿 基 米 德 几 何 、 
非 笛 沙 格 几 何 、 黎 曼 几 何 、 非 黎 曼 几何 ,有 限 几 何 ( 它 只 包含 有 限 多 的 点 、. 线 和 面 ) 等 . 这 些 新 
几何 并 不 是 训 无 用 处 的 . 例如 在 爱 因 斯 坦 发 现 的 广义 相对 论 的 研究 中 ,必须 用 一 种 非 欧 几何 
来 描述 这 样 的 物理 空间 ,这 种 非 欧 几何 是 黎 曼 几何 的 一 种 . 再 如 ,由 1947 年 对 视 空间 (从 正 
常 的 有 双 目 视觉 的 人 心理 上 观察 到 的 空间 ) 所 做 的 研究 得 出 结论 : 这 样 的 空间 最 好 用 罗马 
切 夫 斯 基 非 欧 几何 来 描述 ， 


2.3 从 宇宙 飞船 上 看 地 球 


古 希 腊 人 贡献 了 欧 几 里 得 几何 ,中 国 古 代数 学 家 也 发 现 了 欧 氏 几何 学 的 一 些 重要 定理 . 
这 与 他 们 对 环境 的 认识 密切 相关 . 如 果 古 代 就 有 人 造 卫 星 或 宇宙 飞船 ,并 从 飞船 上 看 到 了 地 
球 的 形状 ,他 们 会 发 现 什么 样 的 几何 学 呢 ? 

中 国 训 人 对 宇宙 的 看 法 是 ,天 圆 地 方 . 希腊 人 也 认为 大 地 是 平坦 的 . 于 是 ,很 自然 地 , 欧 
氏 几 何 的 二 维 图 形 都 是 画 在 平面 上 的 . 平面 上 的 两 点 间 的 最 短线 是 直线 . 球面 上 两 点 间 的 最 
短线 是 什么 ? 是 球面 上 连接 这 两 点 的 大 圆 的 圆 驱 .大圆 如 图 9-3 所 示 ,是 球面 上 与 球 有 同一 
个 中 心 的 圆 , 因而 在 球面 几何 中 ,应 当 把 大 圆 视 为 直线 . 

要 是 古人 早 就 知道 大 地 不 是 平面 而 是 球面 .肯定 地 , 非 欧 几 何 的 发 现 不 会 花费 这 样 长 的 
时 间 ,经 历 这 样 艰苦 的 历程 . 
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2.4 球面 几何 


直到 人 们 对 曲面 的 几何 有 了 更 多 的 了 解 以 后 ,这 两 种 几何 才 变 得 容易 理解 . 双 曲 几何 可 
以 在 伪 球 面 上 得 到 实现 . 椭圆 几何 可 以 在 球面 上 得 到 实现 . 

1868 年 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 发 表 一 篇 文章 《 非 欧 几何 的 实际 解释 》. 在 该 文中 ,他 
给 出 了 椭圆 几何 与 双 曲 几何 的 解释 . 如 果 将 球面 上 的 大 圆 视 为 直线 ,那么 球面 上 的 几何 就 展 
现 了 一 种 椭圆 几何 . 在 这 种 几何 中 任何 两 条 直线 都 相交 ,而 且 交 于 两 个 交点 . 三 角形 的 三 个 
内 角 和 大 于 x( 图 9-4). 另 一 个 定理 也 容易 推导 出 来 : 一 条 直线 的 所 有 垂 线 相交 于 一 点 . 事 
实 上 ,赤道 是 一 个 大 圆 ,所 有 的 纬 线 也 都 是 大 圆 ,它们 都 与 赤道 垂直 ,并 交 于 南北 极 . 

我 们 指出 , 黎 曼 几 何 的 每 一 条 定理 都 能 在 球面 上 得 到 令 人 满意 的 解释 和 意义 . 换言之 ， 
自然 界 的 几何 或 实用 的 风 何 ,在 一 般 经 验 意 义 上 来 说 ,就 是 黎 曼 几何 , 几 千 年 来 ,这 种 几何 一 
直 就 在 我 们 的 脚下 . 但 是 , 连 最 伟大 的 数学 家 也 没有 想 过 通过 检验 球 的 几何 性 质 来 攻击 平行 
公设 .我们 生活 在 非 欧 平面 上 , 却 把 它 当 成 一 个 怪物 ,真是 吊 吊 怪事 ! 


2.5 双 曲 几何 的 模型 


什么 是 伪 球 面 呢 ? 伪 球 面 是 由 一 条 曲线 绕 一 条 固定 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 . 这 条 曲线 
叫 归 物 线 . 直观 地 讲 , 设 河中 有 一 船 A, 今 用 长 度 为 ! 的 绳子 拉 船 ,而 人 在 岸 边 . 初始 状态 是 ， 
人 在 点 M 处 , 船 在 点 A 处 .然后 人 拉 着 船 从 M 点 向 NN 点 前 进 , 并 保持 绳子 始终 是 直 的 , 那 
么 船 运行 的 轨迹 就 是 点 物 线 ,如 图 9-5 所 示 . 忠 物 线 绕 轴 MN 旋转 一 周 得 到 伪 球 面 , 如 图 
9-6 所 示 . 贝尔 特 拉 米 指出 , 双 曲 几何 可 以 在 伪 球 面 上 得 到 实现 .但 是 ,严格 地 说 ,这 种 实现 
是 不 完全 的 , 伪 球 面 不 能 代表 整个 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 ,而 只 能 代表 它 的 一 部 分 . 

后 来 ,到 菜 因 和 庞 加 莱 在 欧 氏 平面 的 圆 内 给 出 了 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 .我 们 来 介绍 庞 加 葬 
的 模型 . 在 欧 氏 平面 上 取 一 个 圆 A, 圆 A 内 作为 非 欧 平面 . 圆 内 的 任意 点 P 称 为 非 欧 点 . 贺 
的 边界 用 34 表示 ,3A 上 的 点 是 非 欧 平面 上 的 无 穷 远 点 . 在 A 内 与 34 垂直 的 圆 弧 或 直线 段 
称 为 非 欧 直线 (图 9-7). 由 此 ,所 有 过 圆心 的 直线 都 是 非 欧 直线 . 两 非 欧 直 线 间 的 夹 角 , 由 交 
点 处 两 圆 弧 切线 间 的 夹 角 来 度量 . 这 样 ,我们 在 圆 内 建立 了 一 个 无 限 的 非 欧 平面 . 
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图 9-5 图 9-6 


现在 ,我 们 来 考查 非 欧 平 面 上 的 平行 公设 . 如 图 9-7 所 示 , 非 欧 直线 1 与 34 的 交点 是 
A,B. 过 i 外 的 一 点 z。 作 非 欧 直线 4,4 与 1 相 切 于 点 A. 过 点 zo 再 作 非 欧 直线 1 ,ls 与 1 相 
切 于 点 B. 4 ,ls 在 4 内 不 与 ! 相交 . ,ls 称 为 过 点 z 与 平行 的 非 欧 直线 . 并且, 在 4,ls 所 
夹 的 阴影 部 分 的 任 一 点 与 zx 所 决定 的 非 欧 直 线 都 不 与 ! 相交 ,这 些 非 欧 直线 叫做 超 平 行 非 
欧 直 线 . 

这 说 明 庞 加 莱 的 模型 满足 罗 巴 切 夫 斯 基 的 平行 公设 . 


图 9-8 


在 双 曲 几何 中 ,三 角形 内 角 和 总 是 小 于 x. 我 们 举 一 个 例子 . 图 9-8 中 非 欧 直 线 OA ,OB 
和 AB( 指 连接 A,B 的 圆 缴 ,该 圆 弧 垂 直 于 34) 构 成 一 个 非 欧 三 角形 . 这 个 三 角形 的 三 个 内 
角 分 别 是 a,8 和 7. 其 中 是 直线 OA 与 圆 弧 AB 在 A 点 的 切线 的 夹 角 ,8 是 直线 OB 与 圆 弧 
AB 在 B 点 的 切线 的 夹 角 , 若 用 AB 表示 连接 A,B 的 欧 氏 直线 ,从 图 9-8 上 可 看 出 ， 

ac /LAO0AB, 8< LOBA, 
所 以 
a 十 B 十 7 到 
顺便 提 及 , 非 欧 几何 的 诞生 也 激发 了 艺术 家 的 想象 力 . 画家 埃 舍 尔 在 1959 年 创作 了 一 
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幅 《 圆 的 极限 不 彩 图 17). 这 幅 画 将 庞 加 莱 的 双 曲 几何 的 模型 形象 化 了 . 
$ 3 几何 学 的 分 类 


3.1 三 种 几何 学 的 异同 


前 面 已 指出 ,三 种 几何 的 基本 差别 在 于 平行 公设 . 凡 与 平行 公设 无 关 的 欧 氏 几何 学 的 定 
理 在 三 种 几何 中 都 是 成 立 的 . 凡是 与 平行 公设 有 关 的 欧 氏 几何 学 的 定理 在 其 他 两 种 几何 中 
都 不 成 立 , 而 需要 各 自 依靠 自己 的 新 公设 建立 . 

1. 三 种 几何 中 相同 的 定理 

下 面 列 出 几 条 三 种 几何 都 成 立 的 定理 : 

(1) 车 两 个 三 角形 的 三 个 对 应 边 相 等 , 则 两 个 三 角形 合同 . 

(2) 车 两 个 三 角形 两 对 应 边 夹 一 角 对 应 相等 , 则 两 个 三 角形 合同 . 

(3) 若 两 个 三 角形 两 对 应 角 及 对 应 夹 边 相 等 , 则 两 个 三 角形 合同 . 

(4) 等 腰 三 角形 两 底 角 相等 . 

2. 三 种 几何 中 不 同 的 定理 

这 三 种 几何 最 显著 的 差异 在 角 和 面积 方面 . 下 面 列 出 几 个 例子 . 

(1) 关于 三 角形 内 角 和 . 

欧 氏 几何 : 三 角形 三 内 角 和 等 于 x. 

双 曲 几何 : 三 角形 三 内 角 和 小 于 x. 

椭圆 几何 : 三 角形 三 内 角 和 大 于 x. 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 中 ,x 减 去 一 个 三 角形 的 内 角 和 叫做 该 三 角形 的 角 欠 .在 黎 曼 的 
几何 中 ,一 个 三 角形 的 三 内 角 和 减 去 x 叫做 该 三 角形 的 角 余 . 

(2) 关于 三 角形 的 面积 . 

欧 氏 几何 : 一 个 三 角形 的 面积 与 它 的 三 个 内 角 和 无 关 . 

双 曲 几何 : 一 个 三 角形 的 面积 与 它 的 角 欠 成 正比 . 

椭圆 几何 : 一 个 三 角形 的 面积 与 它 的 角 余 成 正比 . 

(3) 勾 股 定理 . 

匆 股 定理 反映 了 面积 关系 . 面积 关系 不 同 必然 引起 勾 股 定理 的 不 同 . 在 一 直角 三 角形 
中 ,用 sa, 表示 垂 角 边 ,用 c 表示 斜 边 . 
欧 氏 几何 : a? 十 =e?. 

双 曲 几何 : az 十 刀 <<c2. 

椭圆 几何 ; a? 十 Bb 之 0. 

(4) 圆 的 周 长 与 半径 ， 

在 一 个 圆 中 ,用 > 表示 圆 的 半径 ,用 C 表示 圆 的 周 长 . 
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欧 氏 几何 : 2rr 一 C. 

双 曲 几何 : 2rr<<C. 

椭圆 几何 : 2xr 守 C. 

(5) 三 角形 的 相似 与 合同 . 

欧 氏 几何 : 若 两 个 三 角形 的 三 对 对 应 角 相 等 , 则 这 两 个 三 角形 的 三 对 对 应 边 成 比例 . 

双 曲 几何 与 椭圆 几何 : 车 两 个 三 角形 的 三 对 对 应 角 相 等 , 则 它们 的 三 对 对 应 边 相 等 ,这 
两 个 三 角形 合同 . 

从 上 面 的 例子 中 可 以 看 出 三 种 几何 学 不 同 的 大 要 了 ， 

需要 特别 指出 的 是 ,在 充分 小 的 区 域内 非 欧 几 何 与 欧 氏 几何 的 差异 是 非常 小 的 ;区 域 越 
小 ,这 种 差异 就 越 小 ,例如 在 充分 小 的 三 角形 里 ,普通 三 角 学 的 公式 是 相当 精确 地 描述 了 三 
角形 内 边 与 角 的 关系 . 在 我 们 现实 生活 的 领域 内 ,我 们 还 无 法 确定 , 究 竞 是 欧 氏 几何 ,还 是 非 
欧 几 何 更 符合 我 们 的 现实 空间 . 


3.2 非 欧 几何 诞生 的 意义 


非 欧 几何 诞生 的 影响 是 巨大 的 ,其 重要 性 与 哥 白 尼 的 日 心 说 ,牛顿 的 引力 定律 ,达尔 文 
的 进化 论 一 样 , 对 科学 ,哲学 .宗教 都 产生 了 革命 性 的 影响 ,在 数学 史上 这 可 以 看 成 从 变量 
数学 时 期 向 现代 数学 时 期 的 一 个 转折 点 . 但 其 更 重要 的 意义 却 是 哲学 上 的 . 对 此 , 克 莱 因 说 
“在 19 世纪 所 有 的 复杂 技术 创造 中 间 ,最 深刻 的 一 个 , 非 欧 几何 学 ,在 技术 上 是 最 简单 的 . 这 
个 创造 引起 数学 的 一 些 重要 新 分 支 的 产生 ,但 它 最 重要 的 影响 是 迫使 数学 家 们 从 根本 上 改 
变 了 对 数学 的 性 质 的 理解 ,以 及 对 它 和 物质 世界 的 关系 的 理解 ,并 引出 关于 数学 基础 的 许多 
问题 ,这 些 问题 在 20 世纪 仍然 进行 着 争论 . ”遗憾 的 是 ,这 种 影响 在 一 般 思 想 史 中 没有 受到 
应 有 的 重视 . 它 的 重要 影响 是 什么 呢 ? 

《1) 非 欧 几 何 的 创立 使 人 们 开始 认识 到 ,数学 空间 与 物理 空间 之 间 有 着 本 质 的 区 别 . 但 
最 初 人 们 认为 这 两 者 是 相同 的 . 这 种 区 别 对 理解 1880 年 以 来 的 数学 和 科学 的 发 展 至 关 重 要 . 

(2) 非 欧 几何 的 创立 扫 葛 了 整个 真理 王国 . 在 古代 社会 , 像 宗教 一 样 ,数学 在 西方 思想 
中 居于 神圣 不 可 侵犯 的 地 位 , 数学 左 堂 中 汇集 了 所 有 真理 , 欧 几 里 得 是 典 堂 中 最 高 的 神父 . 
但 是 通过 波 尔 约 、. 罗 巴 切 夫 斯 基 、 黎 曼 等 人 的 工作 ,这 种 信仰 彻底 被 挫 毁 了 . 非 欧 几何 诞生 之 
前 ,每 个 时 代 都 坚信 存在 着 绝对 真理 ,数学 就 是 一 个 典范 . 现在 希望 破灭 了 ! 欧 氏 几何 统治 
的 终结 就 是 所 有 绝对 真理 的 终结 . 

(3) 真理 性 的 立 失 ,解决 了 关于 数学 自身 本 质 这 一 古老 问题 .数学 是 像 高 山 、 大 海 一 样 
独立 于 人 而 存在 ,还 是 完全 人 的 创造 物 呢 ? 答案 是 ,数学 确实 是 人 的 思想 产物 ,而 不 是 独立 
于 人 的 永恒 世界 的 东西 . 

(4) 非 欧 几何 的 创立 使 数学 丧失 了 真理 性 ,但 却 使 数学 获得 了 自由 .数学 家 能 够 而 且 应 
该 探索 任何 可 能 的 问题 ,探索 任何 可 能 的 公理 体系 ,只 要 这 种 研究 具有 一 定 的 意义 . 

非 欧 几何 在 思想 史上 具有 无 可 比拟 的 重要 性 . 它 使 还 辑 思维 发 展 到 了 顶峰 . 为 数学 提供 
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了 一 个 不 受 实 用 性 左右 ,只 受 抽象 思想 和 逻辑 思维 支配 的 范例 ,提供 了 一 个 理性 的 智慧 据 弃 
感觉 经 验 的 范例 . 


3.3 ”爱尔兰 根 纲领 


正如 前 面 指出 的 ,由 于 非 欧 几何 的 诞生 ,几何 学 从 其 传统 的 束缚 中 解放 出 来 了 ,从 而 大 
批 新 的 几何 学 诞生 了 . 于 是 出 现 了 这 样 的 问题 ; 什么 是 几何 学 ? 几何 学 是 研究 什么 的 ? 

1872 年 ,在 爱尔兰 根 大 学 哲学 教授 评议 会 上 ,F. 克 莱 因 (1849 一 1925) 按 照 惯 例 作 其 专 
业 领 域 的 就 职 演讲 . 演讲 以 他 本 人 和 挪威 数学 家 S, 李 (1842 一 1899) 在 群 论 方面 的 工作 为 基 
础 ,给 “几何 学 ”下 了 一 个 著名 的 定义 . 就 其 本 质 而 言 ,是 对 当时 存在 的 几何 学 进行 了 整理 ,并 
为 几何 学 的 研究 开辟 了 新 的 .富有 成 果 的 途径 . 这 个 演讲 连同 他 提倡 的 几何 学 研究 的 规划 ， 
已 成 为 人 们 所 熟悉 的 爱尔兰 根 纲 领 . 

克 莱 因 的 基本 观点 是 ,每 一 种 几何 都 由 变换 群 所 刻画 ,并 且 每 种 几何 要 做 的 就 是 考虑 这 
个 变换 群 下 的 不 变量 . 此 外 ,一 种 几何 的 子 几何 是 原来 变换 群 下 的 子 群 下 的 一 族 不 变量 .在 
这 个 定义 下 ,相应 于 给 定 变换 群 的 几何 的 所 有 定理 仍然 是 子 群 中 的 定理 . 

克 菜 因 也 提出 对 一 一 对 应 的 连续 变换 下 具有 连续 道 变 换 的 不 变量 进行 研究 . 这 是 现在 
叫做 同 胚 的 一 类 变换 ,在 这 类 变换 下 不 变量 的 研究 是 拓扑 学 的 主题 . 把 拓扑 学 作为 一 门 重要 
的 几何 学 科 ,这 在 1872 年 是 一 个 大 胆 的 行动 . 

克 菜 因 的 综合 与 整理 指引 了 几何 思想 有 50 年 之 久 . 

按照 克 莱 因 的 说 法 ,存在 七 种 相关 的 平面 几何 ,其 中 包括 欧 几 里 得 几何 , 双 曲 几何 和 椭 
圆 几 何 . 1910 年 英国 数学 家 沙 默 维尔 (D. M. Y. Sammerville) 做 了 进一步 细 分 ,把 平面 几何 
的 数目 从 七 种 增加 到 九 种 . 

但 是 ,不 是 所 有 的 几何 都 能 纳入 到 克 莱 因 的 分 类 方案 中 的 .今日 的 代数 几何 和 微分 几何 
都 不 能 置 于 克 莱 因 的 方案 之 下 . 虽然 克 莱 因 的 观点 不 能 无 所 不 包 , 但 它 确 能 给 大 部 分 的 几何 
提供 一 个 系统 的 分 类 方法 ,并 提示 很 多 可 供 研究 的 问题 . 

他 所 强调 的 变换 下 不 变 的 观点 已 经 超出 数学 之 外 而 进入 到 力学 和 理论 物理 中 去 了 . 变 
换 下 不 变 的 物理 问题 ,或 者 物理 定律 的 表达 方式 不 依赖 于 坐标 系 的 问题 ,从 人 们 注意 到 麦克 
斯 韦 方 程 在 洛 伦 兹 变换 ( 仿 射 几何 的 四 维 子 群 ) 下 的 不 变性 后 ,不 变量 在 物理 思想 中 就 变 得 
很 重要 了 . 这 种 思想 路 线 引 向 了 相对 论 . 

回顾 几何 与 代数 的 差别 ,我 们 可 以 这 样 说 ,几何 学 基本 上 是 研究 不 变量 的 ,而 代数 学 基 
本 上 是 研究 结构 的 . 


3.4 老子 的 哲学 


老子 在 他 的 《道德 经 ) 的 一 开头 就 说 :“ 道 可 道 ,非常 道 ;名 可 名 ,非常 名 . ”老子 的 道 就 
是 自然 法 则 ;老子 的 名 就 是 概念 . 把 这 段 话 翻译 成 现代 话 就 是 , 道 是 可 以 表达 出 来 的 ,但 不 是 
绝对 的 和 不 可 改变 的 ;可 以 清楚 表达 的 概念 ,不 是 绝对 的 和 不 可 改变 的 . 
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用 老子 的 话 考察 几何 学 的 发 展 , 不 是 说 得 很 正确 吗 ? 几何 学 的 内 容 和 概念 在 演变 ,几何 
学 的 真理 性 也 在 改变 . 再 去 考察 决定 论 的 世界 观 ,不 是 也 发 生 了 根本 性 的 变化 吗 ? 老子 在 两 
千 多 年 以 前 ,就 对 此 作出 深刻 预见 . 

论文 题目 

1. 非 欧 几 何 学 诞生 的 意义 . 

2. 如 何 看 待 数 学 难题 . 


ES I SI SI SEI IS SE SI IS I SEI SES TS SR SIS EI SII S IIIS I SI SR SKS 0 
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罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevsky Nicolay Ivanovich,， 1792 一 1856) 是 俄国 数学 家 , 非 欧 几 何 
的 创始 人 之 一 .1792 年 12 月 1 日 生 于 俄国 的 下 诺 伏 哥 罗 德 
( 今 高 尔 基 城 ), 他 是 他 父亲 的 第 二 个 儿子 . 他 的 父亲 在 他 7 
岁 时 去 世 , 自 小 家 境 贫 寒 .他 14 岁入 喀 山 大 学 学 习 ,1811 年 
获 文学 硕士 学 位 ,1816 年 任 副 教授 ,1822 年 任教 授 . 由 于 他 
的 行政 才能 ,1820 年 任 数 学 物理 系 主任 . 1827 一 1846 年 任 
喀 山 大 学 校长 . 他 的 卓越 的 组 织 才 能 和 教育 才能 把 喀 山 大 
学 从 混乱 不 塘 的 状态 中 挽救 了 出 来 ,使 喀 山 大 学 能 与 欧洲 
任何 大 学 相 匹 敌 . 

1826 年 2 月 23 日 他 首先 宣布 了 关于 平行 线 问 题 的 报 万 
告 , 可 惜 这 篇 革命 性 的 论文 没有 被 理解 ,而 未 予 通过 , 1829 
年 他 将 这 一 卓越 发 现 写 进 了 《 论 几 何 基础 》, 并 在 4 喀 山 通报 》 上 发 表 . 由 于 他 的 文章 发 表 在 地 
区 性 的 刊物 上 ,未 能 得 到 广泛 的 注意 .但 他 并 不 温 吉 ,而 是 不 届 不 挠 ,用 俄 文法 文 、 德 文 继续 
发 表 他 的 思想 . 1837 年 他 用 德 文 发 表 《 虚 几何 ) 一 文 ,1840 年 出 版 4 平行 理论 的 几何 研究 》 一 
书 .1855 年 ,在 双 目 几乎 失明 的 情况 下 ,通过 口授 用 法 文 出 版 4 泛 儿 何 学 》 一 书 . 但 是 非 欧 几 
何 获 得 普遍 的 接受 有 待 于 德国 数学 家 歼 曼 在 1854 年 关于 构成 几何 基础 的 原则 思想 和 意 大 
利 数学 家 E. 贝尔 特 拉 米 在 1868 年 ,德国 数学 家 下. 克 莱 因 在 1871 年 证 明 非 欧 儿 何 的 相 容 性 . 

除了 几何 以 外 ,他 在 无 穷 级 数理 论 , 特 别 是 三 角 级 数 以 及 积分 学 和 概率 论 方面 也 做 出 了 
出 色 的 工作 . 

用 爱 因 斯 坦 的 话说 , 罗 巴 切 夫 斯 基 是 向 公理 挑战 ,任何 人 向 一 个 两 千 多 年 来 为 大 多 数 数 
学 家 认为 是 必要 的 和 合理 的 “公认 的 真理 ”挑战 ,是 在 拿 他 的 科学 声誉 冒险 . 他 的 大 胆 挑战 ， 
以 及 挑战 的 结果 ,鼓舞 着 其 他 数学 家 和 和 科学 家 向 其 他 的 “公理 ”挑战 . 爱 因 斯 坦 就 是 其 中 之 
一 ,他 挑战 的 对 象 是 牛顿 的 经 典 力学 . 
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B, 黎 曼 (Georg Friedrich Bernhard Riemann，1826 一 1866) ,19 世纪 富有 创造 性 的 德国 
数学 家 、 数 学 物理 学 家 . 1826 年 9 月 17 日生 于 汉 谱 威 的 布 列 斯 伦 茨 ,1866 年 7 月 20 日 卒 于 
意大利 的 塞 那 斯 加 ,终年 40 岁 . 早年 从 父亲 和 一 位 当地 教师 
接受 初等 教育 ,中 学 时 代 就 热 顽 于 课程 之 外 的 数学 . 1846 年 
入 哥 延 根 大 学 读 神学 与 哲学 ,后 来 转学 数学 ,在 大 学 期 间 有 
两 年 去 柏林 大 学 就 读 , 在 那里 受到 G.G.J, 雅 可 比 和 和 
P. G.L. 狄 利克 雷 的 影响 .1849 年 回 哥 廷 根 .1851 年 以 关于 
复 变 函数 和 黎 曼 曲面 的 论文 获 博 士 学 位 . 其 后 两 年 半 为 取 
得 在 哥 廷 根 任教 的 资格 做 准备 ,1853 年 底 提交 了 一 篇 关于 
储 里 叶 级 数 的 求职 论文 和 作 就 职 演说 的 三 个 可 能 的 讲 题 . 
他 希望 被 选中 前 两 个 题目 中 的 一 个 ,这 是 他 已 经 准备 好 了 
的 .但 是 他 轻率 地 提出 的 第 三 个 题目 正 是 高 斯 仔细 考虑 了 
和 ”60 余年 的 间 题 一 一 几何 基础 一 一 而 这 个 问题 他 没有 准备 . 

C. P. 高 斯 选 定 其 中 的 第 三 个 , 即 关于 几何 学 的 基本 假设 . 
这 使 艇 曼 大 吃 一 惊 .他 向 他 父亲 承认 :“ 我 又 处 于 绝境 中 了 .” 此 后 他 开始 认真 地 准备 . 而 在 
这 段 时 间 内 ,他 虽然 贫 病 交加 ,还 是 出 色 地 完成 了 任务 . 黎 曼 于 1854 年 6 月 10 日 宣讲 了 这 
一 论文 ,并 得 到 热情 地 接受 . 高 斯 大 为 惊异 ,论文 之 好 出 乎 他 的 意料 . 这 篇 演讲 是 整个 数学 史 
上 的 一 篇 杰作 ,为 几何 学 的 研究 打开 了 新 的 局 面 . 黎 曼 成 为 桔 廷 根 大 学 的 讲师 ,1857 年 升 为 
副教授 ,1859 年 接替 狄 利 克 雷 成 为 教授 ,1862 年 7 月 患 肋 膜 炎 及 结核 病 , 其 后 4 年 的 大 部 分 
时 间 到 意大利 疗养 . 

黎 曼 的 著作 不 多 ,但 却 异 常 深刻 , 极 富 于 概念 的 创造 与 想象 . 但 是 , 黎 曼 的 创造 当时 未 能 
得 到 数学 界 的 一 致 公认 ,一 方面 由 于 他 的 思想 过 于 深 半 ,人 们 难以 理解 ,如 无 自由 移动 概念 
的 非常 曲率 的 黎 曙 空间 就 很 难为 人 接受 ,直到 广义 相对 论 出 现 , 才 平息 了 这 一 指责 , 另 一 方 
面 也 由 于 他 的 部 分 工作 不 够 严谨 ,如 在 论证 黎 曼 映射 定理 和 黎 曼 - 罗 替 定理 时 ,小 用 了 狄 利 
克 雷 原理 ,曾经 引起 了 很 大 的 争议 . 

黎 曼 的 工作 直接 影响 了 19 世纪 后 半期 的 数学 发 展 ,许多 杰出 的 数学 家 重新 论证 歼 曼 断 
言 过 的 定理 ,在 黎 曼 思想 的 影响 下 数学 许多 分 支取 得 了 辉煌 成 就 . 

定 积分 作为 积分 和 的 极限 的 定义 是 柯 西 给 出 的 ,但 他 假定 被 积 函数 是 连续 的 . 黎 曼 指 
出 ,假定 函数 连续 是 不 必要 的 .他 给 出 的 定义 不 再 要 求 被 积 函 数 的 连续 性 . 


站 一 
: 数学 方法 论 
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方法 论 构成 本 书 的 另 一 个 重要 内 容 . 近代 方法 论 起 源 于 培根 和 笛 卡 儿 . 培 
根 提倡 归纳 法 , 笛 卡 儿 提倡 演绎 法 . 他 们 的 方法 论 对 近代 科学 的 发 展 起 了 重大 
的 推动 作用 ,数学 方法 论 是 一 个 数学 与 哲学 的 交叉 领域 ,其 目的 在 于 研究 数学 
发 现 和 发 明 的 原则 ,并 由 此 领悟 其 他 学 科 的 发 明 原 则 . 它 既 涉及 数学 内 容 本 身 
的 辨证 性 质 ,也 涉及 人 类 思维 过 程 的 辩证 性 质 . 
数学 的 研究 方法 有 三 种 : 类 比 、 归 纳 和 演绎 .三 种 方法 各 有 所 长 . 在 观察 与 
实验 的 基础 上 ,三 种 方法 的 配合 应 用 推动 了 科学 和 艺术 的 发 展 , 各 种 方法 各 有 
所 长 ,不 存在 一 法 独得 ,他 法 附 从 的 局 面 .这 里 有 两 个 问题 要 注意 : 一 是 方法 的 
适用 范围 ,每 一 种 方法 都 有 自己 的 适用 范围 ,在 这 个 范围 之 中 , 它 是 有 效 的 , 超 
出 这 个 范围 它 就 无 能 为 力 了 ,因此 ,对 各 种 方法 的 内 在 特性 和 适用 范围 ,应 有 
一 个 清醒 的 认识 ;其 次 是 各 种 方法 的 互补 性 问题 ,从 思维 过 程 来 讲 , 任 何 数学 
问题 的 解决 都 不 是 单一 方法 可 以 奏效 的 ,常常 是 类 比 、 归 纳 、 演 绎 与 直觉 一 起 
起 作用 ,它们 之 间 的 关系 是 “前 不断, 理 还 乱 ”, 因 此 ,要 学 会 灵活 运用 各 种 方法 . 
数学 方法 论 主要 是 研究 和 讨论 数学 的 发 展 规律 、 数 学 的 思想 方法 以 及 数 
学 中 的 发 现 、 发 明 与 创新 等 法 则 的 学 间 . 这 些 学 问 是 从 数学 发 展 史 中 和 数学 家 
的 个 人 评论 与 文章 中 总 结 、 归 纳 出 来 的 ,所 以 读 一 点 数学 史 , 研 读 著名 数学 家 
的 文章 会 使 我 们 受益 菲 浅 . 


第 十 章 ”几何 三 大 难题 


如 果 不 知 道 远 滴 古 和 希 腾 各 代 前 芋 所 建立 和 发 展 的 概念 、 方 法 和 结果 ,我 们 就 不 
可 能 理解 近 50 年 来 数学 的 目标 ,也 不 可 能 理解 它 的 成 就 . 
Hermann Weyl 


§1 问题 的 提出 和 解决 


1.1 数学 的 心脏 


数学 是 由 什么 组 成 的 ? 公理 吗 ? 定义 吗 ? 定理 吗 ? 证 明 吗 ? 公式 吗 ? 诚然 ,没有 这 些 
组 成 部 分 数学 就 不 存在 ,它们 都 是 数学 的 必要 组 成 部 分 . 但 是 ,它们 中 间 的 任何 一 个 都 不 是 
数学 的 心脏 .数学 家 存在 的 主要 理由 就 是 提出 问题 和 解决 问题 . 因此 ,数学 的 真正 组 成 部 分 
是 问题 和 解 . 两 千 多 年 以 来 ,数学 就 是 在 解决 各 种 问题 中 前 进 的 . 

那么 ,什么 样 的 问题 是 好 问题 呢 ? 对 此 希 尔 伯 特 有 一 段 精彩 的 论述 :“ 要 想 预 先 正 确 判 
断 一 个 问题 的 价值 是 困难 的 ,并 且 常 常 是 不 可 能 的 ;因为 最 终 的 判断 取决 于 科学 从 该 问题 获 
得 的 收益 . 虽说 如 此 ,我 们 仍然 要 问 : 是 否 存在 一 个 一 般 准则 ,可 以 借以 鉴别 好 的 数学 问题 . 
一 个 老 的 法 国 数学 家 曾经 说 过 : 一 种 数学 理论 应 该 这 样 清晰 ,使 你 能 向 大 街 上 遇 到 的 第 一 
个 人 解释 它 . 在 此 以 前 ,这 一 理论 不 能 认为 是 完善 的 . 这 里 对 数学 理论 所 坚持 的 清晰 性 和 易 
懂 性 ,我 想 更 应 该 把 它 作为 一 个 数学 问题 堪 称 完善 的 要 求 . 因为 清楚 的 ,易于 理解 的 问题 吸 
引 着 人 们 的 兴趣 ,而 复杂 的 问题 却 使 我 们 望而却步 . ” 

“其 次 ,为 了 具有 吸引 力 ,一 个 数学 问题 应 该 是 困难 的 ,但 却 不 能 是 完全 不 可 解决 的 ,使 
我 们 白费 力气 . 在 通 向 那 隐藏 的 真理 的 曲折 道路 上 , 它 应 该 是 指引 我 们 前 进 的 一 孝明 灯 , 最 
终 以 成 功 的 喜悦 作为 我 们 的 报 偿 .” 

在 数学 史上 这 样 的 例子 是 不 胜 枚 举 的 ,本 章 介绍 的 几何 作 图 三 大 问题 就 是 最 著名 的 问 
题 之 一 . 


1.2 希腊 古典 时 期 数学 发 展 的 路 线 
希腊 前 300 年 的 数学 沿 着 三 条 不 同 的 路 线 发 展 着 . 第 一 条 是 总 结 在 欧 几 里 得 的 《几何 愿 
本 》 中 的 材料 .第 二 条 路 线 是 有 关 无 穷 小 .极限 以 及 求 和 过 程 的 各 种 概念 的 发 展 ,这 些 概念 一 


直到 近代 , 微 积 分 诞生 后 才 得 以 澄清 . 第 三 条 路 线 是 高 等 几何 的 发 展 , 即 圆 和 直线 以 外 的 曲 
线 以 及 球 和 平面 以 外 的 由 面 的 发 展 . 令 人 惊奇 的 是 ,这 种 高 等 几何 的 大 部 分 起 源 于 解 几 何 作 


$1 问题 的 提出 和 解决 179 
图 三 大 问题 ， 
1.3 几何 作 图 三 大 问题 


古 希腊 人 在 几何 学 上 提出 著名 的 三 大 作 图 问题 ,它们 是 ， 

(1) 三 等 分 任意 角 . 

(2) 化 圆 为 方 : 求 作 一 正方 形 , 使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 的 面积 . 

(3) 立方 倍 积 : 求 作 一 立方 体 , 使 其 体积 是 已 知 立方 体 体积 的 两 倍 . 

解决 这 三 个 问题 的 限制 是 ,只 许 使 用 没有 刻度 的 直 尺 和 圆规 ,并 在 有 限 次 内 完成 . 


1.4 问题 的 来 源 


这 三 个 问题 是 如 何 提 出 来 的 呢 ? 由 于 年 代 久 远 , 已 无 文献 可 查 . 据说 ,立方 倍 积 问题 起 

` 源 于 两 个 神话 . 厄 拉 多 塞 (Eratosthenes of Cyrene, 约 公元 前 276 一 约 前 194) 是 古 希 腊 著 名 

的 科学 家 天 文学 家 ,数学 家 和 诗人 . 他 是 测量 过 地 球 周 长 的 第 一 个 人 , 在 他 的 《柏拉图 》 一 书 

里 ,记述 了 一 个 神话 故事 . 说 是 鼠疫 袭击 了 爱 琴 海南 部 的 一 个 小 岛 , 叫 提 洛 岛 .一 个 预言 者 

说 ,他 得 到 了 神 的 论 示 : 需 将 立方 形 的 阿波 罗 和 祭坛 体积 加 倍 , 瘟 疫 方 能 停息 . 建筑 师 很 为 难 ， 

不 知道 怎样 才能 使 体积 加 倍 . 于 是 去 请 教 哲 学 家 柏拉图 . 柏拉图 说 , 神 的 真正 意图 不 在 于 神 
坛 的 加 倍 , 而 是 想 使 希腊 人 因 忽 视 几 何 学 而 羞愧 . 

另 一 个 故事 也 是 厄 拉 多 塞 记 述 的 . 说 古代 一 位 悲剧 诗人 描述 克 里 特 国王 弥 诺 斯 为 他 的 
儿子 格 劳 科斯 修 坟 的 事 . 他 嫌 坟 修造 得 太 小 ,命令 有 关 人 必须 把 坟 的 体积 加 倍 ,但 要 保持 立 
方 的 形状 . 接着 又 说 “赶快 将 每 边 的 长 都 加 倍 .” 厄 拉 多 塞 指出 ,这 是 错误 的 ,因为 边 长 加 
倍 , 体 积 就 变 成 原来 的 8 倍 . 

这 两 个 传说 都 表明 ,立方 倍 积 问题 起 源 于 建筑 的 需要 、. 

三 等 分 任意 角 的 问题 来 自 正 多 边 形 作 图 . 用 直 尺 和 圆规 二 等 分 一 个 角 是 轻而易举 的 . 由 
此 可 以 容易 地 作出 正 4 边 形 、 正 8 边 形 , 以 及 正 2* 边 形 , 其 中 nn 之 2 是 自然 数 . 很 自然 地 ,人 
们 会 提出 三 等 分 一 个 角 的 问题 .但 这 却 是 一 个 不 可 能 用 尺 规 解 决 的 问题 . 

圆 和 正方 形 都 是 最 基本 的 几何 图 形 ,怎样 做 一 个 正方 形 和 一 个 已 知 圆 有 相同 的 面积 呢 ? 
这 就 是 化 圆 为 方 的 问题 , 在 历史 上 屎 怕 没 有 一 个 几何 问题 像 这 个 问题 那样 强烈 地 引起 人 们 
的 兴趣 . 早 在 公元 前 5 世纪 ,就 有 很 多 人 研究 这 个 问题 了 ,都 想 在 这 个 问题 上 大 显 身 手 . 

化 圆 为 方 的 问题 相当 于 用 直 尺 和 圆规 作出 Vx 的 值 . 这 个 问题 的 最 早 研究 者 是 安 那 克 萨 
哥 拉 ,可 惜 他 的 关于 化 圆 为 方 的 问题 的 研究 没有 流传 下 来 . 以 后 的 研究 者 有 希 波 克 拉 英 
(Hippocrates of Chios, 公 元 前 约 460 年 ). 他 在 化 圆 为 方 的 研究 中 求 出 了 某 些 月 牙 形 的 面 
积 . 此 外 ,还 有 安 提 丰 ,他 提出 了 一 种 穷竭 法 ,具有 划时代 的 意义 ,是 近代 极限 论 的 先 声 . 


1. S “ 规 "” 和 “和 矩 " 的 规 和气 
在 欧 几 里 得 几何 学 中 ,几何 作 图 的 特定 工具 是 直 尺 和 圆规 ,而 且 直 尺 上 没有 刻度 . 直 尺 、 
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圆规 的 用 场 是 

直 尺 ，(1) 已 知 两 点 作 一 直线 ;(2) 无 限 延长 一 已 知 直线 . 

圆规 已 知 点 0,A, 以 O 为 心 , 以 OA 为 半径 作 圆 . 

希腊 人 强调 ,几何 作 图 只 能 用 直 尽 和 圆规 ,其 理由 是 ; 

(1) 希腊 几何 的 基本 精神 是 ,从 极 少数 的 基本 假定 一 一 定义 .公理 .公设 一 出 发 ,推导 
出 尽 可 能 多 的 命题 . 对 作 图 工具 也 相应 地 限制 到 不 能 再 少 的 程度 . 

(2) 受 柏拉图 哲学 思想 的 深刻 影响 . 柏拉图 特别 重视 数学 在 智力 训练 方面 的 作用 ,他 主 
张 通过 几何 学 习 达 到 训练 逻辑 思维 的 目的 ,因此 对 工具 必须 进行 限制 , 正 像 体育 竞赛 对 运动 
器 械 有 限制 一 样 . 

(3) 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认为 圆 是 最 完美 的 平面 图 形 , 圆 和 直线 是 几何 学 最 基本 的 研究 对 
象 ,因此 规定 只 使 用 这 两 种 工具 . 


1.6 问题 的 解决 


用 直 尺 和 圆规 能 不 能 解决 三 大 问题 呢 ? 答案 是 否定 的 ,三 大 问题 都 是 几何 作 图 不 能 问 
题 . 证 明 三 大 问题 不 可 解 的 工具 本 质 上 不 是 几何 的 而 是 代数 的 . 在 代数 还 没有 发 展 到 一 定 
水 平时 是 不 可 能 解决 这 些 问题 的 . 1637 年 笛 卡 儿 创 立 了 解析 几何 ,沟通 了 几何 学 与 代数 学 
这 两 大 数学 分 支 ,从 而 为 解决 尺 规 作 图 问题 奠定 了 基础 . 1837 年 ,法国 数学 家 旺 策 尔 (Pierre 
L. Wantzel) 证 明了 ,三 等 分 任意 角 和 立方 倍 积 问题 都 是 几何 作 图 不 能 问题 , 化 圆 为 方 问题 
相当 于 用 尺 规 作出 Vx 的 值 . 1882 年 法 国 数学 家 林 得 曼 证 明了 x 是 超越 数 ,不 是 任何 整 系数 
代数 方程 的 根 , 从 而 证 明了 化 加 为 方 的 不 可 能 性 . 

但 是 , 正 是 在 研究 这 些 问 题 的 过 程 中 促进 了 数学 的 发 展 . 两 千 多 年 来 ,三 大 几何 难题 引 
起 了 许多 数学 家 的 兴趣 ,对 它们 的 深入 研究 不 但 给 予 希 腊 几 何 学 以 巨大 影响 ,而 且 引 出 了 大 
量 的 新 发 现 . 例如 ,许多 二 次 曲线 、 三 次 曲线 以 及 几 种 超越 曲线 的 发 现 ,后 来 又 有 关于 有 理 数 
域 . 代 数 数 与 超越 数 、 群 论 等 的 发 展 . 在 化 圆 为 方 的 研究 中 几乎 从 一 开始 就 促进 了 穷竭 法 的 
发 展 ,而 穷竭 法 正 是 微 积 分 的 先导 . 


3 2 ”放弃 “规矩 ”之 后 
问题 的 难处 在 于 限制 用 直 尺 和 圆规 . 两 千 多 年 来 ,数学 家 为 解决 三 大 问题 投入 了 大 量 精 
力 . 如 果 解 除 这 一 限制 ,问题 很 容易 解决 . 
2.1 帕 普 斯 的 方法 


帕 普 斯 (Pappus, 约 300 一 350 前 后 ) 是 希腊 亚历山大 学 派 晚 期 的 数学 家 . 他 把 希腊 自古 
以 来 各 名 家 的 著作 编 为 《数学 汇编 ), 共 8 卷 . 其 中 也 包括 了 他 自己 的 创作 . 在 第 4 卷 中 ,他 讨 
论 了 三 等 分 任意 角 的 问题 . 下 面 的 方法 就 是 帕 普 斯 的 . 
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设 要 等 分 的 角 是 a, 在 图 10-1 上 就 是 人 AOB. 在 角 a 的 一 边 上 任 取 一 点 A ,并 设 04 一 
a. 过 点 A 做 角 w 的 另 一 边 的 垂 线 4B ,即使 AB| OB. 过 点 A 作 OB 的 平行 线 . 考虑 过 点 O 


的 一 条 直线 , 它 交 AB 于 点 C, 交 平行 线 于 ,并 使 CD 一 24. 这 时 人 COB 一 a. 


证 如 图 10-1 所 示 , 只 要 证 明了 AOG 一 2 人 COB, 那 么 人 COB 就 是 村 


设 G 是 CD 的 中 点 ,并 作 GE | AD, 从 而 直线 GE 与 AB 平行 .由 
CG=GD=a —~ AE= ED, 

可 知 , 八 AGE 必 入 DGE, 从 而 GDA 一 人 GAD,AG 二 GD 二 4. 又, GDA 与 COB 是 内 错 
角 , 所 以 人 GDA= 二 人 COB. 

注意 到 ,人 AOG 是 等 腰 三 角形 ,于 是 ， 

/AO0G = /LAGO = /GDA + /GAD = 2/GDA = 2 一 CDB， 

这 就 是 说 ,OD 三 等 分 了 角 au. | 

这 种 作法 的 关键 一 步 是 ,使 CD 一 2OA. 这 只 能 使 用 有 刻度 的 直 尺 才能 实现 , 它 违反 了 
欧 几 里 得 几何 学 作 图 的 规定 ， 

具体 做 法 是 这 样 的 : 在 直 尺 上 标 出 一 段 线段 PQ, 其 长 为 204 ,然后 调整 直 尺 的 位 置 ， 
使 它 过 点 O, 并 且 忆 在 4AB 上 ,QQ 在 过 A 的 平行 线 上 .这 种 办 法 叫 “ 插 入 原则 ”. 


图 10-1 


2.2 阿 基 米 德 的 方法 


在 图 10-2 上 ,人 AOB 一 a 是 任意 给 定 的 一 个 角 , 其 顶点 在 点 O. 我 们 的 目的 是 三 等 分 这 
个 角 . 在 该 角 的 一 边 上 取 一 点 A, 然 后 以 点 为 心 ,以 OA 二 r 为 半径 做 一 圆 , 圆 与 OA 的 延 
长 线 交 于 点 C, 与 角 a 的 男 一 边 交 于 点 B. 

作 图 的 关键 步骤 是 ,使 用 “插入 原则 ”. 在 直 尺 上 标 出 两 点 L 和 尺 ,并 且 使 LR=z, 现在 让 
直 尺 过 点 B, 且 使 直 尺 上 的 点 尺 在 圆 弧 CB 上 ,然后 移动 直 尺 ,使 R 沿 圆 周 运 动 ,直到 点 工 
落 在 OC 的 延长 线 上 . 直线 EDB 表示 这 时 直 尺 的 位 置 , 即 直 尺 过 点 B, 且 DE=r. 


现在 我 们 来 证 明 , DEC 一 也 a. 
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， 设 人 DEC=y, 人 OBD 一 B. 因为 人 DEO 是 等 腰 三 角形 ,所 以 p 一 27. 同时 ,a 是 AOEB 的 
外 角 , 从 而 
a 二 8 十 7 二 27 十 7 = 37， 
这 就 证 明了 yy 是 a 的 三 分 之 一 . 


2.3 ”时钟 也 会 三 等 分 任意 角 


大 家 知道 ,时 钟 面 上 有 时 针 、 分 针 和 秒针 ,秒针 用 不 到 ,只 看 时 针 和 分 针 . 分 针 走 一 图 ,时 
针 就 走 一 个 字 . 也 就 是 ,分 针 转 过 360" 角 ,时针 转 过 360" 角 的 12 分 之 1, 即 转 过 30" 角 , 注意 
到 12 是 3 的 倍数 ,我 们 就 可 以 利用 时 钟 三 等 分 一 个 任意 角 了 . 具体 做 法 如 下 . 

把 要 三 等 分 的 任意 角 画 在 一 张 透 明 纸 上 . 开始 时 ， 
把 时 针 和 分 针 并 在 一 起 , 设 它们 正好 在 12 的 位 置 上 (图 
10-3), 把 透明 纸 铺 到 钟 面 上 ,使 角 的 顶点 落 在 针 的 轴 心 
上 , 角 的 一 边 通过 12 的 位 置 . 然后 把 分 针 拨 到 和 角 的 另 
一 边 重合 的 位 置 . 这 时 时 针 转 动 了 一 个 角 , 在 透明 纸 上 
把 时 针 的 现在 位 置 记 下 来 . 我 们 知道 ,时 针 所 走 过 的 
~AOC 一 定 是 AOB 的 12 分 之 1. 把 了 AOC 放大 4 
倍 就 是 AOB 的 3 分 之 1 

这 种 解法 出 现在 前 苏联 别 莱 利 曼 的 著作 《趣味 几何 
学 》 中 ,这 是 一 本 很 好 的 科普 读物 , 它 告诉 我 们 如 何 把 几 


图 10-3 


何 知识 用 到 实际 中 去 . 
2.4 达 ， 芬 奇 的 化 圆 为 方 


如 何 化 圆 为 方 的 问题 曾 被 欧洲 文艺 复兴 时 期 的 大 师 达 。 芬 奇 用 一 种 巧妙 的 方法 给 出 解 
答 : 取 一 圆柱 ,使 其 底 和 已 知 圆 相等 ,高 是 底面 半径 ~ 的 一 半 . 将 圆柱 滚动 一 周 ,产生 一 个 矩 
形 , 其 面积 为 2rrXr/2 一 xm. 这 正好 是 圆 的 面积 . 再 将 矩形 化 为 正方 形 ,问题 就 解决 了 . 


§ 3 ”从 几何 到 代数 


3.1 用 直 尺 圆规 可 以 作 什么 图 


用 欧 几 里 得 的 直 尺 圆规 可 以 完成 哪些 作 图 呢 ? 下 面 的 5 种 基本 作 图 是 可 以 胜任 的 (图 
10-4)， 

(1) 用 一 条 直线 连接 两 点 . 

(2) 求 两 条 直线 的 交点 . 

《3) 以 一 点 为 心 , 定 长 为 半径 作 一 圆 ， 
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xXOO 
OQDOO 


10-4 


(4) 求 一 个 圆 与 一 条 直线 的 交点 ,或 切 点 ， 

(5) 求 两 个 圆 的 交点 ,或 切 点 ， 

还 有 ,用 直 尺 圆规 作 图 必须 在 有 限 次 内 完成 ,不 允许 无 限 次 地 作 下 去 . 换言之 ,不 允许 采 
取 极 限 手段 完成 作 图 . 

根据 尺 规 的 基本 功能 ,我 们 有 下 面 的 重要 结论 : 

一 个 作 图 题 可 否 用 直 尺 圆规 完成 ,决定 于 是 否 能 反复 使 用 上 面 5 种 基本 作 图 经 有 限 次 
而 完成 . 

这 就 是 用 直 尺 圆规 作 图 可 能 与 不 可 能 的 基本 依据 . 

具体 说 来 ,用 尺 规 可 作 什 么 图 呢 ? 

(1) 二 等 分 已 知 线段 ， 

(2) 二 等 分 已 知 角 . 

(3) 已 知 直 线 工 和 工 外 一 点 了 ,过 了 作 直 线 垂 直 工 . 

(4) 任意 给 定 自然 数 n, 作 已 知 线段 的 售 ,n 等 分 已 知 线段 ， 

(5) 已 知 线段 a,5, 可 做 a 十 5,a 一 6,a6,a/5, 其 做 法 如 图 10-5 所 示 , 接着 ra 也 可 做 ,这 
里 > 是 正 有 理 数 . ra 这 样 做 : 设 r=p/g,p 和 9 都 是 自然 数 ,因此 ra= pa/g. 先 做 4 的 p 售 
pa ,再 做 pa/9, 这 样 ra 就 做 出 来 了 . 

上 面 各 条 告诉 我 们 ,已 知 线段 的 加 \ 减 . 乘 、 除 能 用 几何 作 图 来 实现 . 

另 一 方面 ,代数 学 告诉 我 们 ,从 0,1 出 发 利用 四 则 运算 可 以 构造 出 全 部 有 理 数 . 

事实 上 ,1 十 1 一 2,1 十 2 二 3,…. 由 此 ,我 们 通过 加 法 可 以 得 到 全 体 自然 数 .0 减 去 任何 一 
个 自然 数 都 得 到 负 整 数 ,因此 ,借助 减法 可 以 得 到 全 体 负 整数 . 从 整数 出 发 ,借助 除法 ,我们 
可 以 得 到 全 体 有 理 数 . 

现在 我 们 知道 了 ,只 要 给 定单 位 1, 我 们 可 以 用 尺 规 作出 数 轴 上 的 全 部 有 埋 点 . 几何 与 
代数 在 这 里 达到 了 完全 的 统一 . 
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Fe FC 
Fo FQ 


图 10-5 


C (6) 已 知 线段 a 可 作 w. 这 一 条 超出 了 有 理 作 图 的 
范围 . 

如 图 10-6,OA 二 a,AB=1. 以 OB 为 直径 作 圆 . 过 A 作 
OB 的 垂直 线 交 圆周 于 C. 直角 三 角形 OAC 与 直角 三 角形 
6 5 有 8 OBC 有 一 个 公共 角 人 COB, 由 此 可 得 ,OCA 一 人 ABC. 这 


图 10-6 样 一 来 ,人 和 八 OAC~ 八 ABC. 设 AC=z. 我们 有 ， 
二 一 于， xz 一 上 并 一 Ma， 
3.2 域 的 定义 


近世 代数 是 研究 运算 性 质 的 , 它 把 普通 实数 满足 的 运算 法 则 推广 到 更 大 的 范围 中 去 . 本 
段 给 出 域 的 定义 ,为 后 面 研究 可 构造 数 域 做 些 准备 . 

设 尺 是 一 个 集合 ,下 面 的 公理 对 尽 中 的 任何 元 素 e ,b,c 都 成 立 . 

公理 1 (1) ua 十 (8 十 c) 一 (ze 十 站 十 ci 

(2) < 十 5 一 5 十 ci 

(3) 存在 唯一 的 元 素 0E 尺 ,使 得 a 十 0 二 a; . 

(4) 对 任意 的 aER, 都 存在 唯一 的 zER, 使 得 4 十 z=0. 

公理 2 (1) aac) 一 (ab)ci 

(2) ab=ba; 

(3) 存在 唯一 的 元 素 1 ER(1 承 0) ,使 得 a，1=a; 

(4) 对 任意 的 a€ R( 除 a 二 0 外 ) ,都 存在 唯一 的 yER, 使 得 ay=1. 

公理 3 ab 十 c) 一 ap 十 ac。 
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我 们 把 满足 这 些 公理 的 集合 尺 叫做 一 个 域 . 全 体 有 理 数 对 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 , 叫 
做 有 理 数 域 . 全 体 实数 对 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 ,叫做 实数 域 , 全 体 复 数 也 是 一 个 域 , 叫 复 
数 域 . 


3.3 可 构造 数 域 
在 下 面 的 讨论 中 ,我们 假定 最 初 只 给 了 一 个 元 素 , 即 单位 长 1. 由 1 出 发 ,我 们 用 直 尺 和 
圆规 通过 有 理 运算 一 一 加 ` 减 , 乘 、 除 一 一 能 做 出 所 有 的 有 理 数 -二 ,这 里 > 和 s 是 整数 , 即 做 


出 整个 有 理 数 域 . 进而 我 们 能 做 出 平面 上 的 所 有 有 理 点 , 即 两 个 坐标 皆 为 有 理 数 的 点 .我 们 
还 能 做 出 新 的 无 理 数 ,如 V2 , 它 不 属于 有 理 数 域 . 从 V2 出 发 ,通过 “有 理 ” 作 图 ,可 以 做 出 所 有 
形 如 
a 二 bvV2 C10-1) 
2 十 by2， 或 (a 6D (etdvVD) 
c 十 CNV2 
的 数 ,这 里 a,5,c,d 是 有 理 数 . 但 这 些 数 总 可 以 写成 (10-1) 的 形式 . 例如 
4 十 By2 _a 十 byV2c 一 4V2 a—-2Md ， 下 一 吧 万 ， 
ccd c++dvE 一 dv 和 一 2 二 50 29V2， 


这 里 
_a— 2bd pc 一 ad 
是 有 理 数 ,上 且 分 母 c* 一 2q? 不 可 能 是 零 (为 什么 ?). 同样 ， 
(a 十 5V2)(c 十 dvV2) 一 (xc 十 222) 十 (& 十 ad)wW2 一 > 十 sV2， 


这 里 ~ 一 ac 十 22d,s 一 pc 十 ad 是 有 理 数 . 因此 ,由 V2 的 作 图 ,我 们 产生 了 全 部 形 如 (10-1) 的 数 
集 , 其 中 asb 是 任意 有 理 数 . 由 此 得 

命题 1 形 如 (10-1) 的 数 形 成 一 个 域 . 

这 个 域 比 有 理 数 域 大 . 事实 上 在 (10-1) 中 取 8 一 0 就 可 得 到 有 理 数 域 . 有 理 数 域 是 它 的 
一 部 分 , 称 为 它 的 子 域 .但 是 , 它 显然 小 于 全 体 实数 域 . 

将 有 理 数 域 记 为 ,这 个 构造 的 数 域 记 为 Fi , 称 它 为 F 的 扩 域 . Fl 中 的 数 都 可 用 直 尺 
和 圆规 做 出 来 . 现在 我 们 继续 扩充 可 作 数 的 范围 .在 所 中 取 一 个 数 ,如 k= 二 1 十 V2. 求 它 的 平 
方 根 而 得 到 可 作 图 的 数 


VE 一 V1 十 V2， 
用 它 可 以 得 到 由 所 有 形 如 
p+avke 
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的 数 ,它们 也 形成 一 个 域 . 称 为 户 的 扩 域 , 记 为 F; ,现在 p,q 可 以 是 Fi 中 的 任意 数 , 即 p,g 
形 如 a 十 bYV2,a,5b 为 有 理 数 . 

从 Fs 出 发 ,我 们 还 可 以 进一步 扩充 作 图 的 范围 . 这 种 办 法 可 以 一 直 继 续 下 去 . 用 这 种 
办 法 得 到 的 数 都 是 可 用 直 尺 贺 规 作出 来 的 . 


3.4 进一步 的 讨论 


代数 研究 的 对 象 是 数 、 数 偶 ( 即 坐标 ) ,一 次 方程 式 、 二 次 方程 式 等 . 几何 研究 的 对 象 是 
点 .直线 . 圆 .曲线 等 . 通过 坐标 法 ,几何 的 对 象 与 代数 的 对 象 紧密 地 联系 在 一 起 了 . 
现在 面临 一 个 这 样 的 问题 : 用 直 尺 圆规 作出 来 的 数 是 不 是 都 在 有 理 数 域 的 诸 扩 域 中 
呢 ? 会 不 会 超出 这 个 范围 呢 ? 下 面 来 回答 这 一 问题 . 假定 我 们 可 用 直 尺 圆规 作出 某 个 数 域 
FF 中 的 所 有 数 . 
命题 2 从 数 域 下 出 发 ,只 用 直 尺 作 不 出 数 域 下 以 外 的 数 . 
证 设 ai,5,4z56z: EF. 过 点 (ai,61),Cas ,bs) 的 直线 方程 是 
b2 一 及 
3 一 及 = 2 Tat) 
或 《一 刀 )Z 十 (aa 一 al)y 十 (ap 一 ar) 一 0. 
它 的 系数 是 由 下 中 的 数 作成 的 有 理 式 . 
今 有 两 条 以 下 中 的 数 为 系数 的 直线 : 
oz 十 By 十 7Y 二 0， 
ar 十 py 十 c 一 0， 
解 此 联 立 方程 ,可 得 交点 坐标 ， 


它们 都 是 下 中 的 数 . 这 样 一 来 ,只 用 直 尺 的 作 图 不 能 使 我 们 超出 下 的 范围 . 

易 见 ,用 圆规 可 作出 下 以 外 的 数 , 只 需 在 下 中 取 一 数 , 使 Vz 不 在 下 中 ,我 们 能 作出 VE， 

因而 可 作出 所 有 形 如 
a+bVE (10-2) 
的 数 ,其 中 a,5 在 下 中 .所 有 形 如 (10-2) 的 数 形成 一 个 域 Fl, 它 是 下 的 扩 域 . 

命题 3 给 定数 域 下 ,用 圆规 和 直 尺 只 能 作出 下 扩 域 中 的 数 . 

证 首先 指出 ,圆规 在 作 图 中 所 起 的 作用 只 是 确定 一 个 圆 与 一 条 直线 的 交点 或 切 点 ,或 
一 个 圆 与 另 一 个 圆 的 交点 或 切 点 . 通过 解 联 立方 程 可 以 把 交点 或 切 点 求 出 来 . 以 (&,) 为 中 
心 , 以 > 为 半径 的 圆 的 方程 是 

Cz 一 纺 十 (7 一 力 一 于 
设 £&,y,rEF. 将 上 式 展 开 得 
工 十 多 十 2az 十 2 多 十 7 一 0，a 一 一 旬 8 一 一 谅 7 一 部 十 及 一 刀 ， 
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其 中 a,B,7Y 在 下 内 . 求 圆 与 直线 的 交点 或 切 点 就 是 解 联 立 方程 组 
Tz 十 yy 十 2az 十 2By 十 7Y 二 0， 
ar 十 py 十 c 一 0， 
其 中 asb,cEF. 从 第 二 个 方程 解 出 
y 一 一 于 (oz 十 9， (10-3) 
代入 第 一 个 方程 ,得 到 一 个 二 次 方程 
Az’: 十 Br 十 C= 0， 
其 中 A 二 a 十 ,B= 二 2(ac 一 b*a 一 a68B) ,C 二 0c 一 2bcB 十 bY. 其 解 为 
B+ VE ac 
2A “ 


人 


它们 可 以 化 为 形式 p 十 gy&, 且 p,q;kEF. 易 见 ,ZE ,Fi 是 下 的 扩 域 .交点 的 y 坐标 由 
(10-3) 给 出 ,明显 地 ,也 在 扩 域 FF, 中 . 这 就 是 说 , 圆 和 直线 的 交点 的 坐标 都 在 扩 域 Fi 中 . 
接着 我 们 研究 两 个 圆 的 交点 或 切 点 . 在 代数 上 就 是 解 二 元 二 次 联 立 方程 : 
22 十 妈 十 2az 十 28 十 7 一 0， 
12 十 光 十 2az 十 28y 十 YY = 二 0， 
从 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ,得 
2(a 一 ca)z 十 2(8 一 B)y 十 (7 一 YY 一 0. 
和 前 面 一 样 ,把 它 与 第 一 个 圆 的 方程 联 立 起 来 求 出 zx,y. 它们 都 不 超出 下 的 扩 域 ). 
无 论 是 哪 一 种 情形 , 作 图 所 产生 的 一 个 或 两 个 新 点 的 zx 坐标 和 y 坐标 ,其 量 的 形式 都 
是 p 十 gE ,p,q,kEF. 在 特殊 情况 下 ,Vk 本 身 也 可 以 属于 FC 例如 ,在 有 理 数 域 中 取 ==4, 那 
么 Yk 二 2 仍 在 有 理 数 域 中 ). 
这 样 ,我 们 证 明了 : 
(1) 如 果 开 始 给 定 域 中 的 下 一 些 量 , 那 么 从 这 些 量 出 发 ,只 用 直 尺 经 有 限 次 有 理 运算 可 
生成 域 下 的 任何 量 , 但 不 能 超出 域 F. 
(2) 用 圆规 和 直 尺 能 把 可 作 图 的 量 扩充 到 下 的 扩 域 FK, 上 . 这 种 构造 扩 域 的 过 程 可 以 不 
断 进行 ,而 得 出 扩 域 F, ,Fs "°° ,FF, 9 
最 后 ,我 们 得 到 结论 : 可 作 图 的 量 是 而 且 仅 仅 是 这 一 系列 扩 域 中 的 数 . 
例 1 说 明 数 


NN 
解 设 下 表示 有 理 数 域 . 取 ko 二 2 得 到 域 FE , (1+HV2) ER,. 
取 ki 二 1 十 V2 ,得 到 w 1+V2€F, ;又 知 ,3EF,. 
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取 包 二 3, 得 到 VY3EF,. 因 为 V1 十 VY2EF;, 自 然 也 有 V1 二 V2€F,. 
取 玉 一 V1 二 VEHV3, 得 到 (VWI 二 VEHVST5)EF 


了 到 忆 一 V V V1 二 V5 十 VM3 十 5 ,得 到 ks € Fs ,进而 /3 V1+Y2+Y3+5 EF;. 


这 样 , 域 Fs 包含 我 们 所 要 求 的 数 ， 
3.5 可 作 图 的 数 都 是 代数 数 


如 果 起 始 数 域 是 有 理 数 域 下 ,那么 所 有 可 作 图 的 数 就 都 是 代数 数 (图 10-7). 扩 域 F 中 
的 数 是 以 有 理 数 为 系数 的 2 次 方程 的 根 , 扩 域 F: 中 的 数 是 以 有 理 数 为 系数 的 4 次 方程 的 


根 ,…… 一 般 地 , 扩 域 F 中 的 数 是 以 有 理 数 为 系数 的 2: 次 方程 的 根 . 


例 2 证 明 z=YV3 十 V2 十 V3 是 4 次 方程 的 根 . 
证 我 们 有 


(一 V3) 一 2 十 V3， 
展开 ,得 到 
x —2V3zx+3 一 2 十 V3 
或 
图 10-7 x? 十 1 二 V3(1 十 2z). 


最 后 ,我 们 有 
(x 二 1)? 一 3(1 十 2z)?， 
这 是 一 个 整 系数 的 4 次 方程 , 


4 几 个 代数 定理 


4.1 根 与 系数 的 关系 


只 要 知道 了 二 次 方程 的 两 个 根 就 可 将 它 分 解 因 式 ， 
Zi 二 pr 二 aq= (zr— xr)(r— zr) = 0. 


由 此 不 难得 出 著名 的 韦 达 公式 : 
Xi 十 ZX: 一 一 户 ， X11* Xs = g. 
利用 代数 基本 定理 我 们 可 以 得 到 更 一 般 的 公式 . 
代数 基本 定理 设 


fxr) = 一刀 十 az 十 … 十 a， 
是 一 个 一 元 n 次 多 项 式 , 它 的 系数 al ,as ，……a, 是 实数 或 复数 ,那么 方程 
f(z)=0 


(10-4) 
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至 少 有 一 个 实数 或 复数 根 ， | 
有 了 代数 基本 定理 ,我 们 就 可 以 断言 ,一 元 n 次 多 项 式 A(z) 在 复数 域 中 及 个 根 ,从 而 
它 可 分 解 成 一 次 因 式 的 连 乘积 , 即 
flX) = (Z 一 21)(Z 一 dz) Xo Xr) (10-5) 
这 里 zi ,To，… ,zx 为 实数 或 复数 ,它们 都 是 多 项 式 (10-4) 的 根 .事实 上 , 设 zi 是 方程 的 一 个 
根 , 用 (zx 一 xi) 去 除 f(z) ,由 于 除 式 是 一 次 的 ,所 以 余数 就 是 一 个 常数 尺 ,我 们 有 恒等式 
fx) = (zx— zi) CCz) 十 民 ， 
式 中 广 (z) 是 一 个 2 一 1 次 多 项 式 . 因为 x, 是 f(z) 的 一 个 根 , 所 以 把 zi 代入 上 式 , 就 得 到 
0= f(z) = (zr) fi(z) +R=R, 
于 是 fz)= zz) f(x). | 
这 就 是 说 , (zx 一 zi) 能 整除 此 多 项 式 . 同样 的 道理 ,我 们 有 
f(x) = (ro zx) fir), 
n 次 分 解 之 后 ,我 们 得 到 (10-5) 式 . 
把 (10-5) 式 乘 开 ,并 比较 系数 就 得 到 韦 达 公式 
ai 一 一 (zl 十 Ze 十 … 十 To)， 


aa 一 ZiT2 十 TI1Z3s 十 十 TITn tt Tara 十 … 十 TelTZn9 


(10-6) 
an = (— 1) "zx Tn. 

当代 数 方程 的 次 数 xn 二 2 时 ,就 是 我 们 熟知 的 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 . 
当 ?一 3 时 ,对 三 次 方程 

23 十 az 十 az 十 as 二 0 (10-7) 

我 们 有 
al 一 一 (zl 十 za 十 Za)， 
aa = Z17Z2 十 TaZa 十 ZaZ1， (10-8) 


Qs3 一 一 了 ITZ2Z3。 
这 就 是 三 次 方程 的 韦 达 公式 ,下 面 要 用 到 此 结果 . 
定理 1 若 整 系数 的 一 元 n 次 方程 
aozx 十 dz 十 … 十 az 十 as 一 0 (10-9) 


有 有 理 根 芳 ( 既 约 分 数 ), 则 a 是 a, 的 因数 ,5 是 a。 的 因数 . 
证 ”将 有 理 根 志 代入 方 程 (10-9) ,得 
2 十 ai 2 到 十 … 十 ar 到 十 一 0. 


两 边 乘 以 多 ,得 
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aoa" 十 Qala™1b 十 十 Qariab"! 十 Qsb" 一 0. 
移 项 ,并 提出 公 因 数 : 

aaoar 1 十 aa :6 十 十 ar16"!) 二 一 anb". 
记 着 a 与 5 是 互 素 的 ,所 以 a 是 a; 的 因数 . 同样 ,用 提出 公 因数 5 的 方法 可 证 明 , 是 ao。 的 
因数 . 

系 ” 设 整 系数 的 一 元 nx 次 方程 的 首 项 系数 为 1, 即 
TXT" 十 qz”! 十 "十 an i 十 as 一 0. 

若 它 有 有 理 根 , 则 此 根 一 定 是 整数 , 且 为 常数 项 a 的 因数 . 


4.2 3 次 方程 的 根 


考虑 有 理 系 数 的 一 元 3 次 方程 
y’ 二 by 十 bsy 十 bs 二 0, 
只 需 作 变换 y 一 z 一 地 b1 ,就 可 以 把 上 面 的 方程 化 为 缺 项 的 3 次 方程 (参考 第 八 章 § 2) 
TX’ 十 qz 十 as = 二 0， (10-10) 
这 个 方程 的 系数 还 是 有 理 数 . 为 简单 计 , 我 们 考虑 缺 项 的 方程 (10-10). 

设 方程 (10-10) 没 有 有 理 根 ,但 有 一 个 可 作 图 的 数 z 为 根 ,那么 z 将 属于 某 一 串 扩 域 
Fo,yF ,°F 中 最 后 的 一 个 域 下 ;. 因为 方程 (10-10) 没 有 有 理 根 ,所 以 k 守 0. 于 是 zz 可 以 写 
成 下 面 的 形式 : 

工 一 旋 十 4 Mw, 
其 中 wE€E Fi. 今 指出 ， 

y= p—gvVw 
也 是 方程 (10-10) 的 根 ,为 了 证 明 这 一 点 ,只 需 做 些 计算 . 事实 上 把 z 一 如 十 9 Vw 代入 方程 
《10-10) 得 

(piaqvVw) 十 aa 人 十 avw) 十 as 一 0. 

展开 、 合 并 同类 项 ,得 到 

P+QVw=0, 
其 中 P=p 十 3pg ww 十 qip 十 qs ,Q 二 3p?g 十 gw 十 a19; 日 P,QE Ei. 这 时 ,车 Q 关 0, 必 有 


Vw = EP 


与 假设 矛盾 . 所 以 一 定 有 Q 一 0, 从 而 也 有 P 一 0. 
另 一 方面 ,把 y 一 p 一 g Vw 代入 (10-10) ,并 做 同样 的 计算 , 在 计算 中 ,只 需 把 V 三 换 成 
(一 Vw) ,从 而 得 到 
(p—gVw) 十 ab 一 gagvw) 十 oa 一己 一 Qvw 一 0. 
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由 此 我 们 知道 ,y= 二 p 一 g V 如 是 方程 (10-10) 的 根 . 这 个 结论 对 方程 (10-7) 也 是 成 立 的 . 总 之 ， 
我 们 证 明了 以 下 命题 ， 
命题 4 若 x=p 十 gq Vw 是 (10-7) 的 根 , 则 y=p 一 g Vw 也 是 (10-7) 的 根 . 
将 上 面 结果 应 用 到 两 个 特殊 方程 上 面 去 . 
例 1 证 明 方 程 
23 一 2 一 0 (10-11) 
没有 有 理 根 . 
证 ”由 定理 1 的 系 知 , 如 果 (10-11) 有 有 理 根 , 则 此 根 必 是 整数 ,而 且 是 2 的 因数 . 直接 
验证 就 知道 都 士 1, 士 2 不 是 方程 (10-11) 的 根 . 这 样 一 来 ,方程 (10-11) 没 有 有 理 根 . 
例 2 证 明 方 程 
8zs 一 6z 一 1 一 0 (10-12) 
没有 有 理 根 . 


证 ”如果 方程 (10-12) 有 有 理 根 丘 , 则 a 是 1 的 因子 ,6 是 8 的 因子 . 这 样 一 来 ,方程 


(10-12) 的 有 理 根 不 外 乎 是 士 1, 士 斑 , 士 亏 , 士 于 ,直接 验证 知道 它们 都 不 是 , 因此 ,方程 


(10-12) 没 有 有 理 根 . 

定理 2 如 果 一 个 有 理 系 数 的 3 次 方程 没有 有 理 根 , 则 它 没有 一 个 根 是 由 有 理 数 域 下 
出 发 的 可 作 图 的 数 ， 

证 ”我们 用 反 证 法 来 证 明 这 个 定理 . 假设 x 是 方程 (10-7) 的 一 个 可 作 图 的 根 , 则 z 将 
属于 某 一 串 扩 域 ,Fi ,…,F; 中 的 最 后 一 个 域 .我 们 可 以 假定 ,k 是 使 得 扩 域 下 包含 3 
次 方程 (10-7) 的 根 的 最 小 正 整数 . 易 见 ,二 0. 因此 ,z 可 以 写成 下 面 的 形式 : 

z= p+gVw, 
其 中 wE Fl, 前 面 已 指出 9 
y=p—gVw 
也 是 方程 (10-7) 的 根 . 由 韦 达 定理 ,方程 的 第 3 个 根 是 U: 
UW=a—r— yy. 
但 z 十 y= 二 2p, 这 指出 ， 
& 一 al — 2p. 
这 里 Vw 消失 了 ,所 以 w 是 -1 中 的 数 , 这 和 是 使 得 扩 域 Fi 包含 3 次 方程 (10-9) 的 根 的 
最 小 正 整数 的 假设 相 矛 盾 . 因此 假设 是 错误 的 ,在 这 种 域 FF 中 不 可 能 有 3 次 方程 (10-7) 
的 根 . 
推论 方程 (10-11),(10-12) 都 没有 可 作 图 的 数 作 为 它们 的 根 . 
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§5 几何 作 图 三 大 问题 的 解 


有 了 上 面 的 准备 ,我 们 来 解 三 大 几何 难题 ， 
5.1 售 积 问题 


设 给 定 的 立方 体 的 边 长 是 a. 车 体积 为 这 立方 体 体 积 的 两 倍 的 立方 体 的 边 长 是 z( 图 
10-8) , 则 


所 以 本 题 就 是 求 满足 下 面 方程 的 xz: 

: 23 一 2a3 一 0. 
取 za 王 1, 则 此 方程 化 为 更 简单 的 形式 : 
Z3 一 2 一 0. 

如 果 立 方 倍 积 问题 可 解 , 则 我 们 一 定 能 用 直 尺 和 圆规 构造 出 长 度 为 VZ 的 线段 . 但 是 前 面 已 

证 这 是 不 可 能 的 . 这 样 一 来 ,立方 倍 积 问题 是 不 可 解 的 . 


$5.2 三 等 分 任意 角 


我 们 现在 要 证 明 只 用 直 尺 和 圆规 三 等 分 任意 角 一 般 说 来 是 不 可 能 的 . 当然 , 像 90" 和 
180 那样 的 角 是 可 以 三 等 分 的 . 我 们 要 说 明 的 是 ,对 每 一 个 角 的 三 等 分 都 有 效 的 办 法 是 不 存 
在 的 . 为 了 证 明 这 一 点 ,只 要 证 明 有 一 个 角 不 能 三 等 分 就 足够 了 ,因为 一 个 合理 的 一 般 方 法 
必须 适用 于 每 一 种 倩 况 . 因此 如 果 我 们 能 够 证 明 60" 角 只 用 直 尺 和 圆规 不 能 三 等 分 , 那 就 证 
明了 一 般 方法 是 不 存在 的 . 

如 图 10-9 所 示 ,我们 从 60" 角 着 手 . 设 人 QOP= 二 60°, 并 设 线 段 OP 的 长 度 为 1. 假定 三 等 
分 任意 角 是 可 能 的 . 如 图 设 ROP=b%=20" ,那么 ,点 及 的 纵 坐 标 一 定 是 有 理 数 或 可 作 图 的 
数 , 这 相当 于 说 cos0 二 1/OR 是 有 理 数 或 可 作 图 的 数 . 

我 们 需要 公式 
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cos30 = 4cos30 一 3cosb. 
现在 cos36 一 cos60" 一 1/2, 所 以 
4cos30 一 3cos0 = 1/2. 
令 二 cos9 并 代 人 上 式 ,得 到 
8 王 一 6z 一 1 一 10. 
这 正 是 前 面 讨论 过 的 方程 (10-12). 这 个 方程 没有 有 理 根 ,也 没有 可 作 图 的 根 . 这 说 明 我 们 
的 假定 是 不 对 的 . 这 就 证 明了 三 等 分 任意 角 是 不 可 能 的 . 
我 们 知道 ,60 角 可 作 , 因 而 正六 边 形 可 作 . 若 60 角 可 三 等 分 , 则 正 18 边 形 可 作 , 从 而 正 
9 边 形 也 可 作 , 刚 才 已 经 证 明 ,60" 角 不 可 三 等 分 ,因而 正 9 边 形 不 能 只 用 直 尺 和 圆规 作出 来 . 
当然 ,这 个 结论 是 指 一 般 情 形 而 言 , 若 9 等 于 某 些 特殊 的 值 , 则 作 图 还 是 可 能 的 . 例如 ， 
当 0 一 30" 时 ,30 一 90" 而 cos30 二 0 ,我 们 得 到 方程 
4z3 一 3z 一 0. 
它 的 解 是 < 一 0，z 一 士 V3/2, 其 中 < 一 V3/2 就 是 我 们 所 要 的 解 . 这 就 是 说 90" 角 可 三 等 分 . 关 
于 它 的 作 图 法 ,读者 是 熟悉 的 . 


5.3 化 圆 为 方 


考虑 半径 为 1 的 单位 圆 , 它 的 面积 为 x, 现在 构造 一 个 边 长 为 z 的 正方 形 , 它 的 面积 为 x 
(图 10-10), 于 是 x 一 x,z 二 Vx. 由 于 Vx 是 一 个 超越 
数 ,所 以 它 不 是 可 作 图 的 数 ,因此 “化 圆 为 方 ” 的 问题 
是 不 可 解 的 . 

自然 对 数 的 底 。 与 x 都 是 超越 数 . 证 明 它们 是 超 
越 数 是 困难 的 ,吸引 着 许多 数学 家 付出 巨大 的 劳动 去 
进行 研究 . 直到 1873 年 埃 尔 米 特 才 给 出 了 e 是 超越 
数 的 证 明 . 他 认为 证 明 rx 的 超越 性 更 困难 ,而 不 敢 去 图 1019 
尝试 . 他 给 友人 的 信 中 写 道 : “我 不 敢 去 试 着 证 明 x 的 超越 性 . 如 果 其 他 人 承担 这 项 工作 ,对 
于 他 们 的 成 功 没 有 比 我 更 高 兴 的 人 了 ,但 是 请 相信 我 ,我 亲爱 的 朋友 ,这 决 不 会 不 使 他 们 花 去 
一 些 力气 ” 九 年 之 后 , 林 德 曼 在 1882 年 用 实质 上 与 埃 尔 米 特 相同 的 方法 证 明了 r 的 超越 性 . 


练 习 题 


1. 对 z= 二 V2 十 V3, 求 出 它 满足 的 有 理 系数 的 方程 . 


2. 对 z 二 M2 十 V2 十 V2 , 求 出 它 满足 的 有 理 系 数 的 方程 . 
3. 证 明 30° 角 不 能 三 等 分 . 

论文 题目 

选 一 个 数学 名 题 , 阐 述 它 的 历史 及 影响 . 
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“ 科 掌 是 以 依赖 于 方法 的 进步 程度 为 前 提 的 ”, 这 和 句 话 并 不 假 . 方法 每 首 进 一 
步 ,和 条 上 一 个 台阶 一 样 , 它 会 为 我 们 展开 更 为 广 丫 的 视野 ,因而 看 到 前 所 未 有 的 
现象 . 

巴 前 洛 夫 

类 比 的 基础 是 联想 的 发 生 , 而 联想 的 发 生 是 以 与 问题 相关 的 丰富 的 知识 为 基 
础 的 . 

体 是 否 遇 到 过 问题 ,或 难题 ,在 问题 前 面体 做 了 什么 ? 体 对 自己 的 学 习 方 法 是 
否 做 过 总 结 ? 体 最 信赖 的 方法 是 什么 ? 


一 个 真 想 把 科学 和 艺术 作为 终身 事业 的 学 生 ,必须 学 习 方法 论 , 这 是 他 能 做 出 创造 性 工 
作 的 根据 .古人 说 ,大 匠 诲 人 必 以 规矩 ,学 者 亦 必 以 规矩 . 掌握 好 方法 ,会 使 你 在 做 事 时 收 到 
事半功倍 之 效 , 使 你 由 恩 变 明 , 由 弱 变 强 , 在 智力 上 上 一 个 台阶 ,缩短 你 和 天 才 的 距离 . 掌握 
好 方法 ,不 但 可 以 使 你 解决 数学 问题 ,而 且 可 以 解决 数学 以 外 的 问题 . 本 章 的 目的 是 ,开发 灵 
性 ,使 你 掌握 好 方法 ,深入 到 数学 的 精 散 . 

本 章 的 名 字 叫 “数学 方法 漫谈 ”, 意 思 是 不 想 从 理论 上 谈 方 法 ,不 追求 完备 性 ,而 是 希望 
对 读者 的 心灵 有 所 启发 . : 


31 演绎 法 


演绎 推理 最 早出 现在 2000 年 以 前 ,是 由 希腊 的 哲学 家 提出 来 的 ,后 来 经 过 几 个 世纪 数 
学 家 们 的 研究 才 得 以 完善 . 演绎 法 是 由 一 般 到 特殊 的 推理 . 它 在 逻辑 上 的 依据 是 三 段 论 法 . 
三 段 论 法 由 三 部 分 组 成 : 

(1) 一 般 的 判断 (大 前 提 ); 

(2) 特殊 的 判断 (小 前 提 )， 

《3) 结论 . 
如 果 大 前 提 正 确 , 小 前 提 正 确 ,那么 结论 一 定 是 正确 的 . 

例 大 前 提 : 马 有 四 条 腿 ; 小 前 提 : 白马 是 马 ; 结论 : 白马 有 四 条 腿 . 

演绎 法 的 重要 性 在 于 以 下 两 个 方面 . 首先 ,数学 理论 都 是 用 演绎 推理 组 织 起 来 的 , 每 一 
个 数学 理论 都 是 一 个 演绎 体系 . 演绎 方法 是 组 织 数 学 知识 的 最 好 方法 ,因为 它 可 以 极 大 程度 
地 消去 我 们 认识 上 的 不 清和 错误 . 如 果 有 怀疑 的 地 方 ,也 都 回归 到 对 基础 概念 及 公理 的 怀 
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疑 . 演绎 方法 就 是 公理 化 方法 . 希 尔 伯 特 对 它 很 推崇 ,他 在 1918 年 说 : 
“通过 探寻 公理 的 每 一 更 深 的 层次 …… 我 们 可 以 洞悉 科学 思想 的 精 苯 ,获得 知 
识 的 统一 ,特别 是 借助 公理 化 方法 ,数学 应 该 在 所 有 认识 中 起 到 主导 作用 .? 


其 次 ,演绎 法 的 作用 是 , 它 能 超越 技术 与 仪器 的 限制 . 例如 ,要 测量 一 棵 树 的 高 度 ,我 们 
不 必 疏 到 树 梢 . 演绎 法 能 使 我 们 测量 那些 身 不 能 及 的 地 方 . 

公理 化 方法 有 两 个 基本 构件 : 定义 (概念 ) .公理 和 定理 . 定义 所 描述 的 是 该 理论 的 研究 
对 象 .定理 所 刻画 的 是 这 些 研 究 对 象 间 的 关系 . 学 习 、 研 究 数学 的 目的 就 是 弄 清 数学 的 研究 
对 象 , 以 及 各 对 象 间 的 相互 关系 . 即 弄 明白 定义 与 定理 . 

我 们 给 出 几 个 公理 , 设 为 Ai ,A,,A,,A,,…,A,. 我 们 承认 这 些 公理 为 真 . 以 此 为 基础 扒 
导出 新 命题 . 其 框图 如 下 : 


演绎 推理 
公理 Ai, Ay, As, A ,Ay 前 提 假 设 
命题 Pi Pp, 结果 


尽管 数学 被 视 为 “最 高 真理 ”, 但 是 ,作为 数学 基础 的 演绎 逻辑 ,并 不 是 没有 缺陷 . 从 公理 
出 发 推出 的 命题 Pi 与 命题 P: 会 矛盾 吗 ? 这 就 是 公理 的 相 容 性 问题 . 公理 的 相 容 性 问题 还 
没有 得 到 很 好 的 解决 . 

值得 注意 的 另 一 个 问题 是 ,在 演绎 推理 下 ,不 会 产生 超过 前 提 的 新 知识 , 即 所 有 推断 出 
的 命题 都 蕴涵 在 公理 之 中 . 但 这 决 不 要 误会 为 得 不 到 新 定理 . 欧 氏 几何 还 一 直 在 产生 新 定 
理 , 就 是 一 个 明证 . 当然 这 些 定理 仍然 蕴涵 在 欧 几 里 得 的 公理 之 中 . 数学 像 一 个 大 矿藏 ,需要 
不 断 地 去 发 气 : 精华 搜 未 尽 , 宝 玉 直 须 挖 . 


$2 类 比 法 


类 比 的 重要 性 在 于 , 它 是 发 明 的 源泉 . 开 普 勤 说 :“ 我 珍视 类 比 胜 于 任何 别 的 东西 , 它 是 
我 最 可 信赖 的 老师 , 它 能 揭示 自然 界 的 奥秘 ,……” 

类 比 是 一 种 相似 , 即 类 比 的 对 象 在 某 些 部 分 或 关系 上 的 相似 . 在 文学 艺术 与 科学 研究 中 
都 充满 了 类 比 . 类 比 用 得 好 ,在 文学 作品 中 可 使 文章 大 为 生 色 , 在 科学 研究 中 可 引出 新 的 发 
明 . 通常 类 比 在 三 个 层次 上 使 用 . 
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2.1 描述 


如 


“ 问 君 能 有 几 多 悉 ,恰似 一 江 春 水 向 东 流 1”( 李 煜 ) 
“ 闲 静 似 娇 花 照 水 ,行动 若 弱 柳 扶 风 . ”(《 红 楼 梦 》, 形 容 林 贷 玉 之 美 ) 


2.2 说 理 
它 比 描述 深入 一 层 . 如 王国 维 的 三 境界 : 


“昨夜 西风 凋 鞠 树 , 独 上 高 楼 , 望 断 天 涯 路 ”, 此 第 一 境界 也 .“ 衣 带 渐 宽 终 不 悔 ， 
为 伊 消 得 人 由 蛋 ” ,此 第 二 境界 也 .“ 众 里 寻 她 千百度 , 暮 然 回首 , 那 人 却 在 灯火 阑珊 
处 ”此 第 三 境界 也 . 


王国 维 用 诗 来 讲述 如 何 做 学 问 的 三 个 阶段 : 选择 方向 ,刻苦 探索 和 获得 成 果 . 再 看 两 首 诗 : 
洞房 昨夜 停 红 烛 , 待 晓 堂 前 拜 血 姑 . 
妆 罢 低 声 问 夫 婿 , 画 导 深浅 入 时 无 ? 

第 一 首 诗 非 是 洞房 记 乐 ,而 是 婉转 询问 : 我 的 文章 合格 吗 ? 


醉 朱 庆 余 张 籍 
越 女 新 妆 出 镜 心 , 自 知 明艳 更 沉吟 . 


第 二 首 诗 不 是 美女 赞歌 ,而 是 巧妙 答 问 : 你 的 文章 写 得 很 好 ， 

但 是 ,文学 上 使 用 的 类 比 无 法 用 于 科学 ,原因 是 它 有 两 个 缺陷 . 首先 ,类 比 的 东西 不 能 概 
念 化 .其 次 ,类 比 的 东西 不 能 数量 化 ， 

现在 转向 数学 中 的 类 比 .考虑 两 个 系统 . 如 果 它 们 各 自 的 部 分 之 间 , 可 以 清楚 地 定义 一 
些 关系 ,在 这 些 关 系 上 ,它们 具有 共性 ,那么 ,这 两 个 系统 就 可 以 类 比 . 

例 1 线段 ,三 角形 与 四 面体 (图 11-1). 


图 11-1 
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线段 是 直线 (一 维 空间 ) 上 最 简单 的 封闭 图 形 , 它 由 两 点 围 成 ; 

三 角形 是 平面 (二 维 空间 ) 上 最 简单 的 封闭 图 形 , 它 由 三 条 直线 围 成 ;在 平面 上 两 条 直线 
围 不 成 封闭 图 形 . 

四 面体 是 空间 (三 维 空间 ?上 最 简单 的 封闭 图 形 , 它 由 四 张 平面 围 成 ;在 空间 三 张 平面 围 
不 成 封闭 图 形 . 

这 三 种 图 形 之 间 可 以 做 类 比 , 这 种 类 比 是 在 不 同 维 数 的 空间 之 间 进 行 的 . 如 果 我 们 把 线 
段 叫 1 维 单 形 ,三 角形 叫 2 维 单 形 ,四 面体 叫 3 维 单 形 ,那么 单 形 的 概念 就 可 以 推广 到 高 维 
空间 中 去 了 . 例如 我 们 可 以 考虑 4 维 单 形 ,5 维 单 形 ,等 等 . 


下 面 的 例子 也 属于 这 种 情况 . 
例 2 长 方形 与 长 方 体 (图 11-2). 
长 方形 的 每 一 边 恰 与 另 一 边 平行 ,而 与 其 余 的 边 垂 直 . 
长 方 体 的 每 一 面 恰 与 另 一 面 平行 ,而 与 其 余 的 面 垂直 . 
这 两 种 几何 图 形 间 可 以 建立 类 比 关系 . 我 们 还 可 以 将 这 种 类 比 一 般 化 . 把 边 称 为 长 方形 的 边 
界 元 素 , 把 面 称 为 长 方 体 的 边界 元 素 . 据 此 ,我 们 可 以 把 前 面 的 两 个 描述 合 而 为 一 ， 
每 一 边界 元 素 恰 与 另 一 个 边界 元 素平 行 ,而 与 其 余 的 边界 元 素 垂直 . 
这 样 ,我 们 将 所 比较 的 两 个 系统 的 对 象 ( 即 长 方形 的 边 与 长 方 体 的 面 ) 的 某 些 共同 关系 表达 
了 出 来 . 这 两 个 系统 的 类 比 存在 于 关系 的 共性 之 中 . 并 且 , 这 种 类 比 还 可 以 推广 到 高 维 空间 .- 
最 后 指出 ,最 精确 的 类 比 是 数学 中 定义 的 同 态 和 同 构 . 


2.3 发 现 新 定理 


尽管 文学 ,诗歌 中 有 奇 思 妙 想 , 但 发 现 不 了 新 猜想 、 新 结论 .新 定理 ,而 在 科学 研究 中 这 
种 例子 是 非常 之 多 的 . 

例 3 数 的 概念 的 扩充 . 从 自然 数 扩充 到 整数 分数、 实数 .复数 等 是 通过 类 比 实现 的 ， 
通过 类 比 ,整数 的 运算 法 则 逐渐 推广 到 更 大 的 数 域 中 去 了 . 

例 4 多 项 式 理论 是 在 与 整数 理论 类 比 的 基础 上 建立 的 . 


整数 多 项 式 
加 、 减 、. 乘 加 \ 减 . 乘 


算术 基本 定理 代数 基本 定理 
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当然 ,类 比 不 是 等 同 ,不 能 期 望 两 个 不 同 领域 的 对 象 具 有 相同 的 运算 规则 和 相同 的 定 
理 . 在 把 数 的 运算 推广 到 多 项 式 时 ,必然 会 遇 到 新 的 困难 ,也 会 出 现 新 的 定理 . 

例 5 伯 努 利 问题 : 求 级 数 

1 十 于 十 言 十 天 十 … 

的 和 . 

史 注 这 里 顺便 提 到 的 是 ,瑞士 伯 努 利家 族 是 数学 史 和 科学 史上 最 著名 的 家 族 之 一 .从 
17 世纪 末 以 来 ,这 个 家 族 出 过 十 多 位 数学 家 和 物理 学 家 . 这 个 家 族 的 记录 开始 于 雅 可 布 。 
伯 努 利 (Jacob Bernoulli ，1654 一 1705) 和 约 和 其 ， 们 努 利 (Johann Bernoulli，1667 一 1748) 兄 
第 . 雅 可 布 ， 伯 努 利 是 哥哥 . 他 对 概率 论 的 形成 做 出 了 重要 的 贡献 ,这 或 许 是 他 最 重要 的 工 
作 . 他 还 对 微 积 分 .无穷 级 数 求 和 、 极 坐标 的 使 用 等 做 出 贡献 . 弟弟 约翰 伯 努 利 是 一 位 数学 
上 更 为 多 产 的 数学 家 . 他 大 大 地 丰富 了 微 积分 ,并 且 是 使 这 门 学 科 的 作用 在 欧洲 大 陆 得 到 正 
确 评价 的 最 有 影响 的 人 . 求 不 定式 0/0 的 极限 实际 上 是 他 的 成 果 , 但 在 后 来 的 微 积 分 课本 
中 ,不 正确 地 被 人 们 称 做 洛 必 达 法 则 . 他 最 值得 注意 的 工作 之 一 是 最 速 降 线 的 解决 , 约翰 有 
三 个 儿子 ,都 是 18 世纪 著名 的 数学 家 或 物理 学 家 . 约翰 。 伯 努 利 重 又 证 明了 调和 级 数 的 发 
散 性 . 伯 努 利 兄 弟 求 出 过 几 个 无 穷 级 数 的 和 ,但 是 他 们 不 会 求 一 切 自 然 数 平方 的 倒数 之 
和 , 即 


1 1 1 
1 二 子 十 字 十 币 十 … 
的 和 .他 们 知道 这 个 级 数 是 收敛 的 ,并 知道 它 的 和 小 于 2. 雅 可 布 说 :“ 假 如 有 人 能 够 求 出 这 
个 我 们 直到 现在 还 没有 求 出 的 和 ,并 能 把 它 通知 我 们 ,我 们 将 会 很 感激 他 .” 


欧 拉 的 解法 ”这 个 问题 引起 大 数学 家 欧 拉 的 注意 . 他 借助 类 比 求 出 了 这 个 和 , 他 利用 什 
么 工具 求 出 了 呢 ? 他 利用 了 两 个 工具 ,一 个 是 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 ,一 个 是 正弦 函数 的 
泰勒 展开 式 . 我 们 来 介绍 欧 拉 的 方法 ， 
(1) 先 考虑 头 一 个 工具 一 一 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 .我 们 从 一 次 方程 开始 .方程 
do 十 qiz 一 oa (1+ 和 ez)= 0 


的 根 是 a 一 一 ao/al ,于 是 上 式 可 表示 为 ao 十 ax 一 ao(1 一 z/a), 根 与 系数 的 关系 是 
Ql1 一 一 ao/a. 


类 似 地 ; 设 二 次 方程 Uo 十 ai 十 az 和 二 0 有 两 个 根 Q1 9?0Q2 ;那么 这 个 二 次 方程 可 以 表示 为 
a artar: = a (1 = (1 =0， 


根 与 系数 的 关系 是 41 二 一 ao (1/ai 十 1/as). 
现在 看 ”次 方程 


ao 十 az 十 cz2 十 十 az 一 0. 
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假定 它 有 也 个 不 同 的 根 ua: ?CQ2 9 ”9Cn。 设 co 天 0, 通 过 类 比 , 我 们 有 
ao 十 az 十 az 十 …… 十 anzn 一 am 人 (1 一 三)( 一 至 )( 一 三 】 


1 a2 


和 
a a (Lt) ai-D 
Ql CQ2 Qn 


这 个 类 比 是 人 人 都 可 以 作出 的 . 顺便 指出 ,代数 学 的 许多 结果 常常 是 借助 归纳 得 到 的 ,所 以 
要 用 数学 归纳 法 证 明 . 这 一 结果 不 例外 ,也 可 用 数学 归纳 法 证 明 ( 请 理科 学 生 证 明 ). (11-1) 
式 就 是 欧 拉 使 用 的 主要 工具 ,但 要 稍 作 变形 . 
设 方 程 是 2n 次 的 ,其 形式 为 

bo—bx 二 br 十 (一 1)"brx" 一 0， (11-2) 

它 有 2n 个 根 
PB»,—B ,B,C—pBas" sbB,, — bs 

那么 ,这 个 方程 将 有 分 解 式 


bo—bix: + or Cm 二 (— 1)"b,, Zz 
人 于 ) 人 二 计 ) 亿 一半) 人 二 高 )( 一 记 ) 人 (于 ) 
(到 (到 (一 至 ) (11-3) 
和 
一 如 ( 茧 十 齐 二 十 吝 ) (11-4) 


欧 拉 使 用 的 是 (11-3) 和 (11-4) 式 . 
(2) 第 二 个 工具 是 正弦 函数 的 根 : 


i 二 7 一 
sinz 二 工 31 +31 0. 


sinz 的 展开 式 中 有 无 穷 多 项 , 它 是 “无 穷 次 的 ?多 项 式 , 有 无 穷 多 个 根 : 


Or， — X27n, 一 2r,3r， 一 3r，…， 


欧 拉 用 z 除 方程 两 边 ,去 掉 0 这 个 根 , 欧 拉 得 到 
1 一 末 十 页 一 … = 0， 
它 的 根 是 


TT» XT,27, — 2x,3N, — 3 


与 (11-3) 的 结果 作 类 比 , 我 们 得 到 


一 


利用 (11-4) ,得 到 
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即 
(11-6) 


欧 拉 求 出 了 级 数 的 和 . 
在 这 个 公式 的 基础 上 , 欧 拉 又 求 出 了 偶数 平方 的 倒数 和 与 奇数 平方 的 倒数 和 . 并 进一步 
求 出 了 一 切 形 如 
-一 1 1 DE 
562) 一 1 十 辫 十 站 十 
的 级 数 的 和 ,其 中 是 自然 数 .那么 ,如 何 求 形 如 
cntl) 一 1+art rt 


的 和 呢 ? 这 仍然 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 

欧 拉 的 解法 是 大 胆 的 ,他 竟 敢 把 有 限 和 的 结论 应 用 到 无 穷 和 上 . 欧 拉 的 做 法 是 成 功 的 ， 
在 数学 史上 他 第 一 个 求 出 了 这 个 和 . 这 个 和 的 求 出 在 很 大 程度 上 巩固 了 他 在 数学 界 的 地 位 . 
这 件 事 发 生 在 1734 年 ,是 他 到 彼得 堡 的 第 一 年 . 他 很 兴奋 ,也 很 惊奇 ,因为 这 个 与 正方 形 有 
关 的 数 居然 与 圆周 率 挂 上 了 钩 . 他 说 :“ 完 全 意 想 不 到 ,我 发 现 了 一 个 基于 r 的 一 一 绝妙 公 
式 . ” 欧 拉 也 担心 他 的 方法 有 问题 ,他 做 了 数值 计算 去 验证 这 一 结果 ,他 还 用 别 的 例子 来 验证 
他 的 结果 . 欧 拉 深 知 这 个 方法 是 大 胆 的 . 十 年 之 后 他 写 道 这 种 方法 是 新 的 ,还 从 来 没有 人 这 
样 用 过 . ”后 来 ,他 用 这 个 方法 求 出 了 莱 布 尼 鞠 交错 级 数 的 和 . 这 使 他 更 加 肯定 了 他 的 方法 . 
他 说 :“ 这 对 我 们 那个 被 认为 还 有 某 些 不 够 可 靠 之 处 的 方法 ,现在 可 以 充分 予以 肯定 了 , 因 
此 ,我 们 对 于 用 同样 的 方法 得 出 的 其 他 一 切 结果 也 不 应 怀疑 . ” 

顺便 指出 , 欧 拉 是 约 得 。 伯 努 利 的 学 生 . 

从 欧 拉 的 解法 中 我 们 学 到 了 什么 呢 ? 

《1) 欧 拉 成 功 的 决定 因素 是 大 胆 . 从 严格 的 逻辑 角度 看 ,他 的 做 法 是 没有 根据 的 . 他 把 
代数 方程 的 法 则 应 用 到 非 代数 方程 上 去 了 ,这 在 逻辑 上 是 不 允许 的 . 但 类 比 告诉 他 可 以 这 样 
做 .他 的 工作 已 经 深入 到 一 个 新 的 领域 ,这 个 领域 就 是 几 年 后 他 命名 的 “无 穷 小 分 析 ”, 类 比 
帮助 他 从 有 限 次 的 代数 方程 过 渡 到 无 限 次 的 函数 方程 . 从 有 限 到 无 限 是 质 的 飞跃 ,其 中 有 许 
多 陷阱 . 欧 拉 明白 这 一 点 ,从 他 反复 验证 就 可 看 出 来 . 

(2) 欧 拉 的 理由 是 归纳 性 的 . 考察 一 个 猜想 的 结论 ,并 根据 考察 的 结果 来 判断 猜想 是 否 
可 靠 ,是 一 种 典型 的 归纳 方法 . 

《3) 当 两 个 事物 间 的 不 同性 与 相似 性 都 被 认识 得 很 清楚 时 ,类 比 思维 就 变 得 更 加 富有 
成 果 . 
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2.4 芯 菇 是 丛生 的 


古今 中 外 的 谚语 中 也 包含 许多 智慧 .看 下 面 的 谚语 : 当 你 找到 第 一 个 蓄 菇 后 ,要 环顾 四 
周 ,因为 它们 总 是 丛生 的 . 它 告诉 我 们 在 做 出 第 一 个 发 现 后 ,不 要 草草 收兵 ,要 认真 打扫 战 
场 , 必 有 一 些 你 意 想不到 的 收获 . 

欧 拉 从 他 的 公式 得 到 了 什么 呢 ? 求偶 数 平方 的 倒数 和 与 奇数 平方 的 倒数 和 是 容易 的 ， 
他 做 得 更 多 . 回 到 《11-5) 式 


敬 -(- 汐 (0- 总 )- 癌 ) 


去- 内 -加 


令 zx 二 x/2, 他 得 到 


(人 )() 僵 ) 
取 倒 数 ,并 分 解 因 式 , 欧 拉 偶然 地 发 现 了 下 面 的 公式 ， 
7 2X2X4X4X6X6… 


2 IxX3X3X5X5X7X7 
这 是 英国 数学 家 沃 利 斯 (1616 一 1703) 在 1650 年 用 完全 不 同 的 方法 早已 得 到 的 公式 . 


2.5 类 比 推理 与 人 工 智 能 


类 比 推理 在 人 工 智 能 的 研究 中 已 经 有 很 长 一 段 历史 了 . 类 比 推理 可 以 帮助 我 们 更 好 地 
利用 旧 知 识 , 并 有 利于 获取 新 知识 . 其 作用 是 ,寻求 一 个 从 已 知 的 “ 源 ” 领 域 到 一 个 未 知 的 “ 目 
标 ” 领 域 的 映射 目前 在 概念 学 习 自动 推理 和 问题 求解 方面 都 取得 一 些 可 喜 的 进展 .类 比 计 
算 方 法 的 研究 也 正 处 于 黄金 时 代 . 人 们 也 希望 通过 对 类 比 推理 的 研究 更 深入 .更 全 面 地 理解 
人 类 的 基本 推理 过 程 . 


3 归纳 与 数学 归纳 法 


3.1 归纳 与 数学 归纳 法 


就 人 类 认识 的 程序 而 言 ,总 是 先 认识 某 些 特殊 的 现象 ,然后 过 渡 到 一 般 的 现象 . 归纳 就 
是 从 特殊 的 .具体 的 认识 推进 到 一 般 的 认识 的 一 种 思维 方式 . 归纳 是 实验 科学 中 最 基本 的 方 
法 . 近代 科学 中 使 用 归纳 法 的 始祖 是 培根 . 
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归纳 法 的 特点 是 : | 

(1) 归纳 的 前 提 是 单个 的 事实 ,或 特殊 的 情况 ,所 以 ,归纳 立足 于 观察 和 实验 . 其 结论 未 
必 可 靠 . 

《2) 归纳 是 依据 若干 已 知 的 .不 完备 的 现象 推断 未 知 的 现象 ,因而 结论 具有 猜测 的 
性 质 . 

(3) 归纳 是 从 特殊 现象 去 推断 一 般 现 象 ,因此 ,由 归纳 所 得 的 结论 超越 了 前 提 所 包含 的 
内 容 . 
数学 归纳 法 仅 在 数学 中 使 用 ,用 以 证 明 某 一 类 定理 . 所 以 ,归纳 法 与 数学 归纳 法 不 是 一 
回 事 ,在 逻辑 上 的 联系 甚 少 ,不 要 因为 名 字 相 近 而 产生 误解 . 归纳 法 用 于 猜测 和 推断 ,而 数学 
归纳 法 用 于 证 明 . 不 过 两 者 之 间 还 有 某 种 实际 联系 ,所 以 ,我 们 常 把 两 种 方法 一 起 使 用 . 

归纳 法 常常 从 观察 开始 . 一 个 生物 学 家 会 观察 鸟 的 生活 ,一 个 晶体 学 家 会 观察 晶体 的 形 
状 .一 个 数论 专家 会 观察 自然 数 . 

例 1 考虑 下 列 自然 数列 : 

2, 9, 16, 23, 30., 


问 : 下 一 个 数 是 什么 ? 
答 : 7. 从 2003 年 的 6 月 到 ?7 月 的 日 历 中 ,很 容易 得 到 答案 ( 见 下 表 ). 你 猜 的 是 什么 数 ? 


2003 年 6 月 


例 2 从 下 面 的 等 式 中 ,你 能 得 到 什么 模式 ? 
37X3= 111， 
37 xX 6 = 222， 
37 X 9 = 333, 
37 X 12 = 444. 
这 个 表 能 延长 吗 ? 
例 3 看 下 面 的 等 式 : 
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3。4 
2 ， 


1 十 2 十 3 一 


1 十 2 十 3] 4= >， 


这 些 等 式 提供 了 一 个 一 般 模式 : 


1+2 二 3 十 … 十 n 一 全 二. 


这 个 等 式 是 读者 熟悉 的 ,但 是 我 们 从 另外 的 角度 一 一 类 比 和 猜测 ,找到 了 它 . 
例 4 费 马 数 . 一 种 有 趣 且 有 很 长 历史 的 数 叫 费 马 数 . 这 些 数 是 由 法 国 数学 家 费 马 引进 
的 . 最 初 的 五 个 费 马 数 是 
FF 一 2 十 1 一 3， 忆 一 2 十 1 一 5， 忆 一 2 十 1 一 17， 
FF 一 2 十 1 一 257， 下 一 2 十 1 一 65537. 
这 些 数 全 是 素数 . 由 这 些 数 可 以 看 出 , 费 马 数 的 一 般 公式 是 
忆 , 一 2 十 1. (11-7) 
尽管 除了 上 面 的 五 个 数 外 , 费 马 没有 做 进一步 的 计算 ,但 他 坚信 所 有 的 这 种 数 都 是 素数 . 然 
而 当 欧 拉 再 往 前 走 了 一 步 ,这 个 猜想 就 被 推翻 了 . 他 证 明了 下 一 个 费 马 数 不 是 素数 ， 
Fs = 4294967297 一 641 。6700417. 
到 1988 年 时 ,数学 家 已 经 知道 ,FF。 Fy, ;Fz 都 是 合 数 . 


例 5 可 德 巴 款 猜 想 . 

比方 说 ,你 遇 到 几 个 这 样 的 关系 式 ， 
3 十 7 = 10， 
3 十 17 = 20， 
13 十 17 = 30， 


并 注意 到 它们 之 间 的 类 似 性 . 3,7,13,17 都 是 奇 素数 ,两 个 奇 素数 的 和 一 定 是 偶数 . 反 过 来 
如 何 呢 ? 一 个 偶数 是 两 个 奇 素数 之 和 吗 ? 即 下 面 的 猜想 成 立 吧 ? 
猜想 ”一 个 大 于 4 的 数 是 偶数 , 当 且 仅 当 它 是 两 个 奇 素数 的 和 . 我 们 来 验证 一 下 较 小 的 
偶数 ， 
6 一 3 十 3， 
一 3 十 5， 
10 一 3 十 7 一 5 十 5， 
12 一 5 十 7， 
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14 王 3 十 11 一 7 十 7， 
16 一 3 十 13 一 5 十 11， 
这 样 下 去 总 是 对 的 吗 ? 无 论 如 何 ,这 些 个 别 情况 可 以 启发 我 们 提出 一 个 一 般 的 命题 ; 任何 
大 于 4 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 的 和 . 这 就 是 当年 哥 德 巴赫 提出 的 猜想 . 这 个 猜想 还 没有 得 到 证 
明 . 猜想 的 诞生 是 归纳 的 结果 . 舒 尔 说 :“ 在 数学 的 研究 中 , 非 数学 的 归纳 法 起 着 重要 的 作用 .” 
例 6 等 周 癌 题 . 
笛 卡 儿 有 一 部 未 完成 的 著作 《思想 的 法 则 》, 这 是 一 本 讲 如 何 发 现 的 经 典 著 作 . 书 中 有 这 
样 一 段 重要 的 话 ;“ 为 了 用 列举 法 证 明 圆 的 周 长 比 任何 具有 相同 面积 的 其 他 图 形 的 周 长 都 
小 ,我 们 不 必 全 部 考察 所 有 可 能 的 图 形 ,只 需 对 几 个 特殊 的 图 形 进 行 证 明 ,结合 运用 归纳 法 ， 
就 可 以 得 到 与 对 所 有 其 他 图 形 都 进行 证 明 得 出 同样 的 结论 .” 
为 了 理解 笛 卡 儿 的 这 段 话 ,我 们 来 考查 一 部 分 图 形 , 并 假定 它们 有 相同 的 面积 ,例如 一 
平方 寸 . 下 表 给 出 相同 面积 的 图 形 的 周 长 表 : 


矩形 | 等 腰 直 角 
圆 | 正方 形 | 四 分 之 一 圆 3 :9 半圆 | 六 分 之 一 圆 a 3 :1 二 角形 
4.08 4. 56 4.64 4. 84 


所 列 10 个 图 形 都 具有 相同 的 面积 , 圆 具有 最 短 的 周 长 . 这 个 简短 的 表 强 有 为 地 暗示 出 一 
一 般 的 定理 : 在 所 有 图 形 中 , 圆 具 有 最 短 周 长 . 说 它 强 有 力 , 是 因为 再 在 表 中 增加 一 个 或 两 
个 以 上 的 图 形 ,也 增加 不 了 多 少 启发 性 . 这 正 是 笛 卡 儿 话 的 精华 所 在 . 

定理 1( 等 局 定理 ) 具有 相等 面积 的 所 有 图 形 中 , 圆 具 有 最 小 的 周 长 . 

古人 认为 , 圆 是 最 完美 的 图 形 . 这 名 话 还 含有 深刻 的 数学 意义 . 

通过 类 比 ,我 们 还 能 得 到 空间 等 周 定理 . 

定理 2{( 空 间 等 周 定理 ) 具有 相等 体积 的 所 有 立体 图 形 中 , 球 具 有 最 小 的 表面 积 . 


3.2 等 周 定理 的 证 明 


等 周 定理 还 可 以 换 一 种 说 法 : 在 周 长 固 定 的 情况 下 , 圆 具 有 最 大 的 面积 , 下 面 的 证 明 就 
采用 这 种 表达 方式 ， 
为 了 证 明 等 周 定理 ,我 们 首先 需要 一 个 关于 三 角形 面积 的 定理 . 
定理 3 给 定 两 条 线段 a 和 65, 以 a 和 28 为 边 的 所 有 三 
角形 中 ,以 a 和 5 为 直角 边 的 直角 三 角形 具有 最 大 面积 . 
证 明 如 图 11-3 所 示 , 考 虑 一 个 以 a 和 2 为 边 的 任意 


人 ”三 角形 . 如 果 记 是 底 边 a 上 的 高 ,那么 这 个 三 角形 的 面积 是 
1 
A 一 二 必 ， 


2 


图 11-3 
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显然 ,h 取 最 大 值 时 , 方 ah 也 最 大 ,这 只 有 当 疡 和 2 重合 时 才能 发 生 , 而 这 时 就 是 一 个 直角 三 


角形 . 最 大 面积 是 到 ob， 


在 证 明 等 周 定理 之 前 ,我 们 先 讲 一 讲 什么 叫 凸 曲线 . 在 曲线 上 任 取 两 点 A,B, 如 果 连 接 
A,B 的 线段 AB 全 部 落 在 曲线 上 ,或 在 曲线 围 成 的 区 域 的 内 部 , 则 称 这 条 曲线 是 凸 的 (图 
11-4), 圆 和 椭圆 都 是 凸 曲线 . 图 11-5 所 示 的 曲线 就 不 是 凸 曲 线 . 

g 


-~ 
~、 


x 
图 11-4 图 11-5 图 11-6 


平面 等 周 定理 的 证 明 设 C 是 周 长 L 一 定 的 所 有 闭 曲线 中 国 成 最 大 面积 的 那 条 闭 
曲线 . 

首先 证 明 ,C 一定 是 凸 曲线 . 否则 ,在 C 上 一 定 可 以 找到 一 对 点 D 和 PP, 使 线段 OP 在 C 
外 .这 时 以 OP 为 轴 , 把 曲线 OQP 反射 到 另 一 侧 成 为 曲线 OQ'P (图 11-5). 弧 OQ'P 与 弧 
ORP 一 起 形成 长 度 为 工 的 一 条 曲线 ,而 它 包 含 的 面积 比 原 曲 线 C 包含 的 面积 大 . 但 这 与 长 
度 为 的 闭 曲 线 C 含有 最 大 面积 的 假设 相 了 矛盾. 所 以 C 一 定 是 凸 曲线 . 

现在 选取 两 点 A 和 B, 把 曲线 C 分 割 为 长 度 相 等 的 两 段 线 . 这 时 直线 AB 也 必 将 C 所 
图 成 的 面积 分 割 为 两 个 相等 的 部 分 ;因为 不 然 的 话 ,可 以 把 较 大 面积 的 那 部 分 对 AB 作 反 
射 , 就 得 到 另 一 条 长 度 为 工 . 比 C 国有 更 大 面积 的 曲线 了 (图 11-6). 

这 样 一 来 ,问题 转化 为 : 求 长 度 为 上 L/2 的 驱 ,其 端点 4,B 在 一 条 直线 上 , 它 与 这 条 直线 
围 成 的 面积 为 最 大 . 我 们 来 证 明 ,这 个 问题 的 解 是 半圆 ,从 而 等 周 问题 的 解 C 是 一 个 圆 . 

设 弧 AOB( 图 11-7) 是 新 问题 的 解 . 这 只 要 证 明 每 一 个 内 接 角 ,例如 图 11-7 中 的 
二 AOB 是 直角 就 行 了 ,因为 这 就 证 明了 弧 AOB 是 半圆 . 我 们 用 反 证 法 来 证 明 . 假定 AOB 
不 是 直角 . 那么 我 们 用 图 11-8 的 图 形 代替 图 形 11-7. 在 这 个 新 图 形 中 ,阴影 部 分 的 面积 和 
弧 AOB 的 长 度 都 没有 改变 ,而 由 于 使 AOB 一 90" ,三 角形 的 面积 增 大 了 . 这 样 , 图 11-8 比 
原 图 有 更 大 的 面积 . 这 与 假设 相 矛 盾 . 这 个 矛盾 证 明了 对 任意 点 O, AOB 必 是 直角 . 

等 周 性 质 还 可 以 用 一 个 不 等 式 来 表示 . 设 工 是 圆 的 周 长 , 则 它 的 面积 为 工 :/4r. 根据 等 
周 定 理 ,长 度 为 工 的 任意 闭 曲线 和 它 所 围 成 的 面积 A 必然 满足 不 等 式 

1 


A 
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11-7 图 11-8 


这 个 不 等 式 叫做 等 周 不 等 式 . 
等 周 定理 在 数学 史上 占有 重要 的 地 位 . 它 对 数学 的 一 个 重要 分 支 一 一 变 分 法 的 诞生 和 
发 展 起 了 重要 作用 . 很 多 数学 家 都 研究 过 这 个 问题 ,并 给 出 了 各 种 不 同 的 解法 . 


3.3 归纳 思维 的 新 进展 


20 世纪 统计 学 的 发 展 给 归纳 法 带 来 新 的 内 容 . 其 主要 特点 是 加 入 不 确定 性 . 下 面 是 几 
个 例子 . 

在 特殊 环境 中 ,在 不 确定 的 信息 下 ,作出 决策 : 

(1) 某 案 件 的 被 告 人 有 罪 吗 ? 

(2) 明日 的 道琼斯 指数 将 下 降 多 少 ? 

(3) 吃 麦 片 粥 会 降低 胆固醇 吗 ? 

(4) 抽烟 对 健康 有 害 吗 ? 

以 上 都 是 在 现实 生活 中 ,需要 在 不 定性 的 基础 上 作出 判断 的 情形 . 我 们 观察 到 的 这 些 信 
息 资 料 , 可 能 是 从 几 个 不 同 的 原因 产生 的 结果 . 因而 我 们 需要 对 产生 结果 的 原因 作出 假设 . 
但 假设 与 结果 之 间 不 是 一 一 对 应 的 . 这 里 所 说 的 归纳 推理 ,就 是 选取 适当 的 假设 ,由 特殊 推 
问 一 般 的 逻辑 推理 过 程 ,由 此 产生 新 的 知识 . 但 是 由 于 在 结果 与 假设 之 间 缺 乏 一 一 对 应 的 关 
系 ,这 是 一 种 带 有 不 确定 性 的 推理 ,因而 推断 缺乏 精确 性 ,不 容易 为 人 们 所 接受 . 20 世纪 打 
开 了 处 理 这 一 类 问题 的 突破 口 , 这 就 是 尽管 由 特殊 而 归纳 出 的 规律 所 建立 的 知识 是 不 确定 
的 ,一旦 能 够 度量 每 一 过 程 的 不 确定 性 , 则 获得 的 知识 可 以 变 成 确定 性 的 ,当然 ,这 种 确定 性 
有 新 的 理解 . 这 种 推理 方式 可 总 结 为 下 面 的 方程 

不 确定 知识 十 不 定性 度量 的 知识 = 可 用 的 知识 . 
这 不 是 哲学 ,而 是 一 种 新 的 思维 方式 . 
记 住 ,在 不 定性 前 提 下 作出 的 抉择 ,犯错 误 是 不 可 避免 的 . 


练 习 题 


1. 求偶 数 平方 的 倒数 和 . 
2. 求 奇数 平方 的 倒数 和 . 
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3， 豆 分 圆 问 题 . 假定 分 点 落 在 圆周 上 . 当 圆 周 上 只 有 1 个 点 时 , 圆 内 是 1 个 区 域 . 当 贺 
周 上 有 2 个 点 时 , 圆 内 是 2 个 区 域 . 当 圆周 上 有 3 个 点 时 , 圆 内 是 4 个 区 域 . 


(第 3 题 图 ) 
问 ; 当 圆 周 上 有 4,5,6 个 点 时 , 圆 内 是 几 个 区 域 ? 
4. 试 证 明 : 以 任意 长 度 的 直线 段 和 另 一 长 为 / 的 曲线 所 转 成 的 一 切 图 形 中 ,半径 为 二 


的 半圆 具有 最 大 的 面积 . 
注 ”这 个 问题 也 叫 泰 都 问题 ,来 自 一 个 神话 . 泰 都 (Dido) 是 地 中 海 沿岸 一 个 国王 的 女 
儿 , 经 过 许多 冒险 之 后 到 达 非 洲 海岸 ,并 成 为 迦 太 基 创 立 者 的 继承 人 ,是 迦 太 基 传 说 中 的 第 
一 个 女王 . 她 被 允许 从 当地 取得 “不 许 比 一 张 牛 皮包 起 来 再 大 ”的 一 块 海岸 . 她 想 出 了 一 个 巧 
妙 的 办 法 : 把 牛皮 出 成 细 罕 的 长 条 ,做 成 一 个 很 长 的 绳子 . 然而 她 却 面临 一 个 几何 问题 ; 为 
了 得 到 最 大 的 面积 ,她 应 该 把 陆地 围 成 什么 样子 (海岸 线 近 似 地 看 成 直线 ). 
论文 题目 
论 归 纳 和 类 比 在 科学 发 现 中 的 作用 . 


EAS IIIS NS ISS EI SEIIS II SII IS ES SOS SESS EI SKIIS I SS 


SIS TSIS I SAS I RI TS IIIS I SI SI SLI SES SVS IS SS IS ES SS 


“ 欧 拉 计算 起 来 ,轻松 自如 ,就 像 人 们 呼 级 , 座 在 空中 飞翔 一 样 ”, 这 是 物理 学 家 、 天 文学 
家 阿拉 哥 (F, Arago,，1786 一 1853) 对 欧 拉 的 评价 . 

欧 拉 (Léonhard Euler, 1707 一 1783) ,瑞士 数学 家 、 物 理学 家 . 欧 拉 是 数学 史上 最 多 产 的 
数学 家 ,他 的 著作 有 800 种 之 多 , 欧 拉 的 著作 不 仅 数量 多 ,而 且 涉猎 广 , 他 是 数学 通才 中 的 第 
一 个 ,或 许 是 最 伟大 的 一 个 . 他 是 复 变 函数 论 的 先驱 , 变 分 法 的 葛 基 人 ,理论 流体 力学 的 创始 
人 .著名 的 美国 数学 史 专 家 克 莱 因 (Klein) 说 :“ 没 有 一 个 人 像 他 那样 多 产 , 像 他 那样 巧妙 地 
把 握 数 学 ;也 没有 一 个 人 能 收集 和 利用 人 代数、 几何. 分 析 的 手段 去 产生 那么 多 令 人 和 钦佩 的 

在 微 积 分 方面 ,他 把 前 人 的 发 现 加 以 总 结 定型 ,并 且 注 入 了 自己 的 见解 .他 导出 了 三 角 
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函数 与 指数 函数 之 间 的 联系 , 即 著名 的 欧 拉 公式 , 他 首先 将 
导数 作为 微分 学 的 基本 概念 . 他 提出 了 二 阶 偏 导数 的 演算 ， 
并 建立 了 混合 偏 导 数 与 求 导 顺序 无 关 的 理论 . 他 确定 了 不 
定式 的 极限 运算 规则 . 

积分 作为 原 函 数 的 概念 也 是 欧 拉 创建 的 .今天 在 微 积 
分 教材 中 所 叙述 的 不 定 积 分 的 方法 与 技巧 ,几乎 都 可 以 在 
欧 拉 的 著作 中 找到 .他 给 出 了 用 累 次 积分 计算 二 重 积分 的 
方法 ,并 讨论 了 二 重 积 分 的 变量 代 换 问题 . 他 还 提出 了 求解 
微分 方程 的 积分 因子 方法 . 

欧 拉 在 科学 事业 上 的 卓越 贡献 以 及 他 的 高 尚 品质 ,为 
世人 所 元 伸 .在 他 晚年 的 时 候 ,欧洲 几 乎 所 有 的 数学 家 都 把 他 尊称 为 老师 . 人 们 还 把 他 称 为 
“数学 界 的 莎士比亚 ”失明 对 于 一 个 数学 家 来 说 似乎 是 灭顶 之 灾 , 但 是 欧 拉 像 失聪 的 贝多 芬 
一 样 , 共 有 惊人 的 角力 ,在 双 目 失明 以 及 唱 受 各 种 巨大 不 幸 的 逆境 中 ,他 仍然 坚忍 不 技 地 奋 
斗 拼搏 ,直到 生命 最 后 一 刻 . 在 双 目 失明 的 17 年间, 他 竟然 口述 了 400 篇 论文 ,并 完成 了 曾 
经 使 牛顿 头痛 的 《月 球 运动 理论 》. 

德国 的 数学 大 师 高 斯 (Gauss) 说 :“ 对 欧 拉 工作 的 研究 ,是 科学 中 不 同 领域 的 最 好 学 校 ， 
没有 任何 别 的 可 以 代替 .” 
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我 认为 ,只 有 当 所 有 这 些 研究 提高 到 被 此 互相 结合 、 互 相关 联 的 程度 ,并 且 能 
金 对 它们 的 相互 关系 得 到 一 个 总 括 的 、 成 熟 的 看 法 时 ,我 们 的 研究 才 算 是 有 态 义 
的 ,否则 便 是 白费 力气 , 圳 无 价值 . 


板 拉 图 
世上 哪 有 什么 孤零零 ? 
万 移 由 于 自然 规律 
都 融 于 一 种 精神 . 


雪 羔 《 爱 的 者 学》 
31 向 卡 儿 的 研究 方法 


1.1 笠 卡 儿 的 方法 论 


第 卡 儿 是 近代 思想 的 开山 祖师 ,他 还 发 明了 解析 几何 . 他 的 著名 的 《方法 谈 》 的 开头 两 章 
说 明 他 的 思想 历程 和 他 在 23 岁 时 所 达到 和 开始 应 用 的 方法 . 他 所 处 的 时 代 正 是 近代 科学 革 
命 的 开始 ,是 一 个 涉及 方法 的 伟大 时 期 . 在 这 个 时 代 , 人 们 认为 ,发 展 知识 的 原理 和 程序 比 智 
慧 和 洞察 力 更 重要 ,方法 容易 使 人 掌握 ,而 且 一 旦 掌握 了 方法 ,任何 人 都 可 以 做 出 发 现 或 找 
到 新 的 真理 . 这 样 ,真理 的 发 现 不 再 属于 具有 特殊 才能 或 超常 智慧 的 人 们 . 笛 卡 儿 在 介绍 他 
的 方法 时 说 :“ 我 从 来 不 相信 我 的 脑子 在 任何 方面 比 普通 人 更 完善 .” 

笛 卡 儿 一 直 在 思考 ,一 个 人 如 何 才能 获得 真理 . 慢 慢 地 ,获得 真理 的 一 种 方案 在 他 的 脑 
海中 浮现 了 . 他 从 抛弃 那些 到 当时 为 止 所 获得 的 所 有 观点 .偏见 和 所 谓 的 知识 开始 人 手 , 除 
此 之 外 ,他 握 弃 所 有 建立 在 权威 基础 上 的 知识 . 这 样 , 他 放弃 了 所 有 的 先 人 之 见 . 错误 观念 的 
按 除 ,并 不 能 自动 地 出 现 真 理 .接着 他 给 自己 提出 的 任务 是 , 找 出 确定 真理 的 方法 . 他 说 ,在 
一 次 梦 中 他 得 到 了 答案 :“ 几 何 学 家 惯 于 在 最 困难 的 证 明 中 ,利用 一 长 串 简 单 而 容易 的 推理 
来 得 出 最 后 的 结论 . ”这 使 他 坚信 “所 有 人 们 能 够 了 解 和 知道 的 东西 ,也 同样 是 互相 联系 着 的 
ee ”然后 ,他 断定 ,一 个 坚实 的 哲学 体系 只 有 利用 几何 学 家 的 方法 才能 推导 出 来 ,因为 只 
有 他 们 使 用 的 清晰 的 、 无 可 怀疑 的 推理 ,才能 得 出 无 可 怀疑 的 真理 . 他 认为 ,“ 数 学 是 一 种 知 
识 工具 , 比 任何 其 他 的 工具 更 有 威力 ”, 他 希望 从 中 发 展 出 一 些 基 本 原理 ,使 之 能 为 所 有 领域 
得 到 精确 知识 提供 方法 ,或 者 ,如 笛 卡 儿 说 的 ,成 为 一 种 “万 能 数学 ”. 也 就 是 ,他 打算 普及 和 
推广 数学 家 们 使 用 的 方法 ,以 便 使 这 些 方法 应 用 于 所 有 的 研究 领域 之 中 . 这 种 方法 将 对 所 有 
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的 思想 建立 一 个 合理 的 、 演 绎 的 结构 . 经 过 精心 的 构思 ,他 列 出 四 条 原则 . 这 四 条 是 最 先 完整 
表达 的 近代 科学 的 思想 方法 . 其 大 意 是 : 

(1) 只 承认 完全 明晰 清楚 ,不 容 怀 疑 的 事物 为 真实 ， 

《2) 分 析 困 难 对 象 到 足够 求解 的 小 单位 ; 

《3) 从 最 简单 .最 易 懂 的 对 象 开始 ,依照 先后 次 序 , 一 步 一 步 地 达到 更 为 复杂 的 对 象 ; 

(4) 列举 一 切 可 能 ,一 个 不 能 漏 过 . 
这 四 大 原则 对 研究 任何 一 门 学 科 都 有 不 容 忽视 的 指导 作用 . 我 们 所 面临 的 研究 对 象 都 是 层 
层 包 于 的 复杂 事物 ,而 一 般 人 碰 到 极其 复杂 的 事物 往往 表现 出 手足 无 措 ,不 知 如 何 从 这 团 乱 
麻 中 理 出 个 头绪 来 . 笛 卡 儿 一 针 见 血 地 指出 :“ 不 可 以 从 庞大 上 暧昧 的 事物 中 ,只 可 以 从 最 容 
易 碰见 的 容易 事物 中 演绎 出 最 隐秘 的 真知 本 身 ”. 他 指责 世人 的 通病 是 “看 起 来 越 困 难 的 事 
物 就 越 觉得 美妙 ;而 某 事物 的 原因 一 目 了 然 , 人 们 就 会 认为 自己 没有 获知 什么 ,反而 哲学 家 
探索 的 某 些 高 深 道 理 , 即 使 是 论据 不 足 , 他 们 也 赞 不 绝口 ,当然 他 们 也 就 跟 疯 子 似 的 , 硬 说 黑 
暗 比 光明 还 要 明亮 , ”他 还 说 :“ 当 我 们 运用 心灵 的 目光 的 时 候 , 正 是 把 它 同 眼睛 加 以 比较 
的 ,因为 想 一 眼 收 尽 多 个 对 象 的 人 是 什么 也 看 不 清楚 的 ,同样 , 谁 要 是 习惯 用 一 次 思维 行动 
同时 注意 多 个 事物 ,其 心灵 也 是 混乱 的 . "所 以 当 我 们 进行 一 项 科学 研究 时 , 必须 首先 明确 我 
们 的 目标 ,然后 把 研究 对 象 分 成 若干 环 环 相 扣 的 简单 事物 ,并 找到 这 些 细 分 小 单位 的 由 简 至 
繁 的 顺序 ,最 后 从 最 直观 、 最 简单 的 对 象 人 手 ,依照 一 条 条 理 清晰 的 道路 直 捣 真理 之 本 蒂 . 总 
之 , 笛 卡 儿 给 出 一 条 由 简 入 繁 的 路 ,告诉 我 们 如 何以 简 驭 繁 . 用 老子 的 话 总 结 , 就 是 “天 下 之 
难 作 于 易 , 天 下 之 大 作 于 细 ”. 


1.2 如 何 化 繁 为 简 


把 复杂 问题 化 繁 为 简 通 常用 两 种 方法 : 
(1) 将 复杂 问题 分 解 为 简单 问题 ; 
(2) 将 一 般 问题 特殊 化 . 


1.3 特殊 化 与 一 般 化 


在 数学 研究 中 ,一 般 化 与 特殊 化 是 两 种 非常 重要 的 思维 方法 . 当 我 们 得 到 一 个 定理 后 ， 
希望 把 它 推广 ,得 出 可 以 在 更 大 范围 应 用 的 定理 ,这 就 是 一 般 化 . 另 一 个 途径 是 将 定理 特殊 
化 ,寻求 它 的 推论 . 关于 一 般 化 与 特殊 化 , 希 尔 伯 特 有 两 段 精彩 的 论述 ， 

在 解决 一 个 数学 问题 时 ,如 果 我 们 没有 获得 成 功 , 原 因 常 常 在 于 我 们 没有 认识 到 更 一 般 
的 观点 , 即 腿 下 要 解决 的 问题 不 过 是 一 连 串 有 关 问 题 中 的 一 个 环节 . 采取 这 样 的 观点 以 后 ， 
不 仅 我 们 研究 的 问题 会 容易 地 得 到 解决 ,同时 还 会 获得 一 种 能 应 用 于 有 关 问 题 的 普遍 方法 . 

在 讨论 数学 问题 时 ,我 们 相信 特殊 化 比 一 般 化 起 着 更 为 重要 的 作用 . 可 能 在 大 多 数 场 
合 ,我 们 寻求 一 个 问题 的 答案 而 未 能 成 功 的 原因 是 ,有 一 些 比 手头 的 问题 更 简单 .更 容易 的 
问题 还 没有 完全 解决 或 完全 没有 解决 . 这 时 ,一 切 都 有 赖 于 找 出 这 些 比较 容易 的 问题 ,并 使 
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用 尽 可 能 完善 的 方法 和 能 够 推广 的 概念 来 解决 它们 . 

例 求 均匀 四 面体 的 质心 (图 12-1). 

这 个 问题 阿 基 米 德 已 经 解决 , 它 有 一 定 的 难度 ,特别 在 阿 基 米 德 时 代 ， 

如 何 解 ? 我 们 采用 类 比 与 特殊 化 的 方法 . 首先 借助 类 比 将 其 简化 ,或 特殊 化 . 比 四 面体 
更 简单 的 几何 图 形 是 组 成 它 的 面 一 一 三 角形 ,问题 简化 为 求 均匀 三 角形 的 质心 . 如 果 均 匀 三 
角形 的 质心 还 不 会 求 , 我 们 就 再 简化 ,简化 为 三 角形 的 一 边 ,这 是 一 个 均匀 线段 . 我 们 简化 的 
过 程 是 : 

四 面体 一 三 角形 一 直线 段 . 

先 解 决 均匀 直线 段 的 质心 问题 . 我 们 要 用 到 下 面 的 力学 原理 : 

车 一 力学 系统 由 几 部 分 组 成 ,每 部 分 的 质心 都 在 同一 平面 上 , 则 该 平面 也 包含 整个 系统 
的 质心 . 


图 12-1 图 12-2 


均匀 直线 段 的 质心 容易 求 ,大 家 都 知道 ,质心 在 线段 的 中 点 (图 12-2). 

现在 转身 求 均匀 三 角形 的 质心 .在 求 之 前 , 先 提 一 个 一 般 的 方法 . 当 你 圆满 地 解决 了 一 
个 问题 之 后 ,你 要 问 自 己 : 我 能 不 能 利用 它 ? 我 能 用 它 的 结果 吗 ? 我 能 用 它 的 方法 吗 ? 

对 于 三 角形 的 情况 ,上 面 的 原理 给 出 了 我 们 所 需要 的 一 切 . 首先 注意 到 ,三 角形 的 质心 
在 三 角形 所 在 的 平面 上 . 我 们 可 以 把 三 角形 看 做 由 平行 于 三 角形 某 一 边 的 许多 小 条 条 所 组 
成 . 每 一 个 小 条 条 的 质心 是 它 的 中 心 ( 图 12-3) ,而 所 有 这 些 中 心 都 在 连 线 CM 上 ,M 是 底 边 
AB 的 中 点 . 由 此 得 出 结论 : 三 角形 的 质心 就 在 这 条 中 线 上 . 同样 的 理由 ,质心 也 必须 在 其 他 
两 条 中 线 上 ,所 以 质心 一 定 落 在 三 条 中 线 的 公共 交点 上 . 

顺便 地 ,利用 物体 质心 的 唯一 性 ,我 们 证 明了 ,三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 

在 弄 懂 了 三 角形 的 例子 之 后 ,四 面体 的 情况 就 相当 容易 了 . 因为 我 们 已 经 解决 了 一 个 和 
我 们 所 提问 题 有 类 比 关 系 的 问题 ,我 们 有 了 一 个 可 以 照 着 办 的 模型 . 

现在 设想 四 面体 ABCD 由 平行 于 底面 三 角形 ABC 的 薄 三 角形 组 成 . 这 些 三 角形 的 中 
线 都 子 行 于 MC( 图 12-4) ,它们 都 位 于 M 与 对 棱 CD 构成 的 平面 上 .我们 称 平面 MCD 为 四 
面体 的 中 面 . 四 面体 的 质心 就 在 这 个 中 面 上 . 由 同样 的 推理 可 得 ,质心 在 每 一 个 中 面 上 . 
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M 8B 4 
图 12-3 图 12-4 


四 面体 有 几 个 中 面 呢 ? 注意 到 每 个 中 面 过 一 个 楼 的 中 点 ,四 面体 共有 6 个 棱 . 由 此 知道 
共有 6 个 中 面 . 每 两 个 中 面 交 于 一 条 直线 ,三 条 直线 交 于 一 点 ,这 就 是 四 面体 的 质心 . 

分 析 . 

(1) 我 们 解答 了 所 提问 题 . 这 个 解答 是 借助 类 比 得 到 的 .类 比 可 以 是 方法 上 的 类 比 ,也 
可 以 是 对 结果 的 类 比 , 又 可 以 两 者 兼用 .上面 的 类 比 既 用 了 结果 也 用 了 方法 .我 们 用 了 什么 
结果 ? 三 角形 的 质心 在 它 的 中 线 上 . 

(2) 我 们 可 以 只 用 方法 而 不 用 中 间 结 果 . 假定 ,四 面体 还 是 由 一 维 小 条 条 组 成 的 ,它们 
都 平行 于 棱 AB. 易 见 ,这 些小 条 条 的 中 点 构成 中 面 MCD. 接着 的 推理 就 一 样 了 ， 

问题 已 圆满 解决 . 还 有 什么 要 做 的 吗 ? 


1.4 更 上 一 层 楼 


做 诗 需 要 浮想 联翩 夜 不 能 疗 ,做 数学 也 一 样 . 没有 浮想 联翩 就 没有 创造 ,就 没有 数学 的 
奇异 美 . 

解 题 的 整个 过 程 由 两 部 分 组 成 : 特殊 化 的 过 程 与 归纳 、 综 合 的 过 程 ， 

特殊 化 的 过 程 : 四 面体 一 三 角形 一 线段 . 

类 比 的 过 程 : 线段 一 三 角形 一 四 面体 , 
在 整个 解 题 的 过 程 ,有 几何 图 形 可 供 参 考 , 看 得 见 . 我 们 可 以 核实 ,也 可 以 给 以 几何 证 明 . 

现在 我 们 做 进一步 的 考察 ,看 看 我 们 究竟 做 了 什么 . 我 们 在 走 着 由 简单 到 复杂 的 类 比 之 
路 ,并 达到 了 现实 世界 所 能 容纳 的 边缘 . 还 能 进一步 吗 ? 我 们 知道 ,线段 是 1 维 几何 图 形 , 它 
有 两 个 0 维 的 端点 ;三 角形 是 2 维 图 形 , 它 有 3 个 0 维 的 端点 ,3 个 1 维 的 线段 ,1 个 2 维 的 
三 角形 区 域 ;四 面体 是 3 维 图 形 , 它 有 4 个 0 维 的 顶点 ,6 个 1 维 的 楼 ,4 个 2 维 的 面 ,1 个 3 
维 的 体 . 请 看 下 表 : 
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研究 一 下 上 表 ,我 们 看 到 了 什么 ? 看 到 了 贾 宪 三 角 . 数学 真是 一 个 神奇 的 网 , 它 将 表面 上 看 
来 毫 不 相干 的 课题 奇妙 地 编织 在 一 起 ! 页 宪 三 角 的 下 一 行 是 什么 ? 是 

5 | 10 10 5 1 
这 意味 着 什么 ? 这 是 4 维 单 体 的 顶点 .楼 、 面 和 体 的 有 关 分 布 : 它 有 5 个 顶点 ,10 个 棱 ,10 
个 面 , 并 以 5 个 四 面体 为 边 和 内. 妙 截 ! 贾 宪 三 角 给 了 我 们 一 个 登 天 梯 ,使 我 们 从 现实 空间 进 
入 了 虚拟 空间 . 我 们 不 但 可 以 研究 4 维 空间 ,而 且 可 以 研究 5 维 ,6 维 ,… ,乃至 维 空间 . 这 
叫做 


思 飘 云 物 外 , 律 中 鬼神 惊 . 
由 此 不 难看 到 ,n 维 单 体 的 顶点 . 枝 、 面 ……… 的 分 布 如 下 ， 


Cs Cs CT 

还 有 ,均匀 棒 的 质心 按 比例 1: 1 划分 其 端点 间 的 距离 . 均匀 三 角形 的 质心 按 比例 2:1 
来 划分 任何 顶点 与 对 边 中 点 间 的 距离 . 现在 问 一 问 ,均匀 四 面体 的 质心 按 比例 3 : 1 来 划分 
任何 顶点 与 对 面 的 质心 间 的 距离 ,这 一 论断 对 不 对 ? 进一步 猜想 ,n 维 单 体 的 质心 按 比 例 
n: 1 来 划分 任何 顶点 与 对 面 边界 的 质心 间 的 距离 ,这 一 论断 对 不 对 ? 

简单 与 美 是 真理 的 标志 ,上 面 的 美妙 规律 遭 到 破坏 , 极 不 可 能 ! 

注 

甲 ， 做 完 一 道 题 要 仔细 总 结 一 下 ,把 该 拿 到 手 的 都 拿 到 手 . 

乙 . 出 现 一 个 简单 的 类 比 是 进展 的 标志 . 记 住 ,类 比 是 发 明和 创造 的 主要 源泉 . 

丙 . 天 资 就 是 一 种 超 乎 寻常 的 智力 敏感 度 , 它 使 人 觉察 出 微妙 的 变化 ,而 智力 平庸 者 觉 
察 不 到 差别 . 

丁 . 货源 充足 ,条 理 井然 的 知识 库 是 类 比 的 物质 基础 . 

大 匠 给 人 以 规矩 ,而 不 能 使 人 巧 .古人 讲 , 运 用 之 妙 存 平一 心 . 要 想 达 到 较 高 的 水 平 , 需 
要 花 一 番 工 夫 . 


1.5 猜测 
观察 下 面 的 结果 : 


三 角形 面积 : S 一 去 ha, 一 高 , 一 底 ; 


四 面体 体积 , Y 一 了 AS， 一 高 ，S, 一 底面 积 ， 
我 们 猜测 ， 
4 维 单 体 超 体 积 : 一 子 hVs，h 一 高 ,Vs 一 体积 


n 维 单 体 超 体积 : P, 一 了 hV,; ,一 高 ,V1 一 (n 一 1) 维 单 体 体积 . 
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这 个 猜测 对 吗 ? 
1.6 类 比 是 认识 高 维 空间 的 必由之路 


空间 维 数 点 的 表示 坐标 轴 
1 并 1 条 
2 (X11 sT2) 2 条 ,互相 垂直 
3 (x1 .万 2 3) 3 条 ,互相 垂直 
n (Xx1 ,Za Ta ) 2 条 ,互相 垂直 
再 看 圆 的 推广 ， 
空间 维 数 方程 图 形 
1 zx:<l 线段 
2 zx: 十 zx: 才 1 圆 
3 Zz! 十 x 十 z 志 1 球 
n 对 十 2 十 光 十 22<<1 超 球 


正 是 解析 几何 的 发 明 ,使 人 们 可 以 借助 类 比 , 从 3 维 空间 进入 到 高 维 空间 . 解析 几何 使 我 们 
把 几何 性 质变 成 代数 性 质 , 然 后 通过 类 比 把 代数 性 质 移植 到 高 维 . 例如 ,图 
22 十 办 一 1 
上 两 点 (zx,y), (一 z,y) 的 对 称 性 由 它们 都 满足 方程 来 表示 . 在 4 维 空间 中 , (zi,zs,zsyzi) 
与 (zl 9 X29T3 ;Xa) 都 满足 方程 
Xi 十 人 十 XI 十 Xi 二 1， 

就 表示 它们 关于 4 维 超 球 对 称 . 这 样 ,我 们 已 将 几何 对 象 转化 为 代数 对 象 ,并 赋予 某 些 代数 
性 质 以 几何 意义 . 这 使 我 们 可 以 借助 形象 思维 处 理 代数 问题 . 

特殊 化 与 一 般 化 就 讨论 这 人 么 多 ,下 面 讨论 将 复杂 问题 分 解 为 简单 问题 . 


$2 和 孙子 定理 与 插值 理论 


2.1 孙子 定理 


同 余 理论 是 初等 数论 的 一 个 重要 的 组 成 部 分 , 既 有 理论 价值 又 有 实际 应 用 . 同 余 是 可 除 
性 的 符号 语言 . 

1. 同 你 的 定义 

定义 ”给 定 一 个 正 整 数 mm, 把 它 叫做 模 . 如 果 m 能 整除 (a 一 5) ,我 们 就 说 a,5 对 模 m 同 
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余 , 记 做 

a = b(mod m); (12-1) 
否则 ,我 们 就 记 ab 对 模 m 不 同 余 , 记 为 

4 天 pmod m)., 


同 余 式 (12-1) 读 作 “a 同 余 于 0, 模 m”.m 能 除 尽 (a 一 四 , 记 为 m| (a 一 5b) ,于 是 
a 一 5 二 mk (k 是 整数 ). 

例 (1) 24 寺 9(mod 5), 因 为 24 一 9 一 15 一 5。3. 

(2) 47 三 11(mod 9), 因 为 47 一 11 一 36 一 9。4. 

(3) 一 11 寺 5(mod 8) ,因为 一 11 一 5 一 一 16 一 8&8。( 一 2). 

(4) 81=0Cmod 27) ,81 一 0 一 81 一 27。3. 

最 后 一 例 表 明 ,在 一 般 情况 下 我 们 可 以 用 同 余 式 


a = 0(mod m) 


表明 m 能 整除 a. 
同 余 的 概念 来 自 日 常生 活 . 例如 :“ 每 星期 三 有 一 次 课 ”, 就 含有 同 余 的 概念 ,所 用 的 模 
是 7. 我 国 用 的 干支 纪年 也 属于 此 类 ,其 模 为 60, 即 每 隔 60 年 循环 一 次 . 
2. 物 不 知 其 数 
我 国 对 同 余 式 的 研究 有 很 光荣 的 历史 ,第 七 章 曾 提 到 ,《 孙 子 算 经 有“ 物 不 知 其 数 ” 一 
题 ,这 就 是 同 余 式 研究 的 开始 . 这 一 问题 的 原文 如 下 : 
“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ?” 
这 个 问题 用 同 余 的 符号 表示 就 是 , 求 正 整数 z, 使 得 下 式 成 立 ， 
Z< 兰 2(mod 3)， 
| = 3(mod 5)， 
Zz 三 2(mod 7). 
这 三 个 同 余 方 程 的 公共 解 就 是 问题 的 答案 . 
《孙子 算 经 ?的 答案 是 :“ 答 日 二 十 三 ” 
《孙子 算 经 》 是 中 国 古代 的 优秀 著作 ,但 作者 和 出 版 年 代 已 无 法 考证 了 .有 人 说 , 它 是 孙 
武 的 作品 ( 即 写 《 孙 子 兵法 》13 篇 的 作者 ). 它 是 我 国 最 古老 的 三 大 数学 名 著 之 一 . 这 三 大 名 
著 是 ,《 周 钥 算 经 》,《 九 章 算术 》《 孙 子 算 经 》. 特别 是 ,“ 物 不 知 其 数 ” 一 题 是 世界 上 公认 的 最 
古老 的 重要 工作 . 
3， 问题 的 解 
现在 我 们 用 笛 卡 儿 的 方法 来 解 这 一 问题 . 分 成 三 步 ， 
首先 ,分 解 为 简单 问题 . 求 数 ,它们 分 别 具 有 性 质 ， 
P 满足 两 个 条 件 : (1) 5|P, 7|P; (2) P=1(mod 3); 
Q 满 足 两 个 条 件 ; (1) 3|Q, 7|1Q; (2) Q 寺 1 (mod 5); 
R 满足 两 个 条 件 : (1) 3|R, 5|R; (2) R=1(mod 7). 
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其 次 ,把 它们 准 加 起 来 ,就 得 到 解 : 
2P 十 3Q 十 2R. 
如 何 求 P? 根据 算术 基本 定理 , 忆 含 素数 5,7, 因 此 它 具 有 形式 
P= 二 5。67。m (om 是 自然 数 ). 
如 何 确定 m? 没有 巧 的 办 法 ,只 能 直接 算 ， 

令 m= 二 1, 得 P= 二 35 寺 2(mod 3). 

令 m 二 2, 得 P= 二 70 二 1(mod 3). 
找到 了 ! 事实 上 ,只 需 作 两 次 计算 . 因为 ,以 3 为 模 , 自 然 数 分 成 三 类 . 同 理 , 可 求 得 

Q=21, R= 15. 
这 样 一 来 ,我 们 的 解 是 
2P 十 3Q 十 2R 一 2.70 十 3.21 十 2.15 一 233. 

最 后 ,我 们 知道 ,问题 的 解 不 会 唯一 . 因为 ,3。5' 7 王 105. 任何 解 加 上 105 ,或 减 去 105 

仍 是 解 . 最 小 解 是 
233 一 105 一 105 二 23. 
笛 卡 儿 讲 ,不 能 遗漏 . 所 以 到 此 不 算 完 ,还 需要 找到 一 般 解 . 一 般 解 是 23 十 105n,n 是 自然 数 ， 

4. 古人 的 解法 

中 国 古 人 是 如 何 解 这 个 问题 的 呢 ? 程 大 位 在 《算法 统 宗 X(1592) 中 以 诗 的 语言 写 出 了 和 孙 
子 问题 的 算法 口诀 : 

@ 三 人 同行 七 十 稀 ， @ 五 树 梅花 廿 一 枝 ， 
@@ 七 子 团圆 月 正 半 ， @ 除 百 零 五 便 得 知 ， 

程 大 位 生 于 明 嘉 靖 十 二 年 四 月 初 十 (1533,5,3), 卒 于 万 历 三 十 四 年 八 月 十 七 日 (1609， 
9,18). 他 的 《算法 统 宗 》 传 人 日 本 ,朝鲜 及 东南 亚 , 对 那里 的 数学 发 展 有 很 大 的 影响 . 现在 看 
口诀 的 含义 . | 

(1) 用 70 乘 被 3 除 的 余数 : 70， 2 二 140， 

(2) 用 21 乘 被 5 除 的 余数 ; 21 . 3 一 63; 

(3) 用 15 乘 被 7 除 的 余数 : 15 ，2=30; 
然后 加 起 来 ,得 
70.2 十 21 .3 十 15。2 二 233. 

(4) 233 一 105 一 105 一 23， 

将 问题 稍 作 一 般 化 ,我 们 有 ， 

70a 被 5,7 除 尽 ,而 被 3 除 余 a: 215 被 3,7 除 尽 ,而 被 5 除 余 5; 
15c 被 3,5 除 尽 , 而 被 7 除 余 <. 
这 样 一 来 ， 
704 十 2165 十 15c 被 3 除 余 &, 被 5 除 余 5, 被 7 除 余 c. 
程 大 位 的 口诀 里 ,前 三 句 的 意义 ; 点 出 3,5,7 与 70,15,21 的 关系 . 后 一 旬 指 出 求 最 小 
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正解 还 需 减 105. 
上 面 的 解法 可 以 列表 如 下 : 
3X5X7=105 140 十 63 十 30 一 233 | 233 一 2X105 一 23 


5. 孙子 定理 
借助 类 比 ,上 面 的 结果 可 以 推广 为 
孙子 定理 ” 设 a1,as，,…,a, 是 *” 个 两 两 互 素 的 正 整数 , ,~ ，…m 为 n 个 给 定 的 整数 ， 
那么 ,一 次 同 余 方程 组 
Tri(modai),， 


二 72 (moda;, ) 9 


zr, (moda,) 
必 有 解 . 
秦 九 韶 给 出 了 下 面 的 解法 : 设 M=a。a“，…。a.， 只 需求 出 一 组 数 户 ,已 ，… 和 ,使 它 
们 满足 
kM/a!l = 1 (modai ) ， 
k,M/a; = 1 (modas),， 


kM/a, = 1 (moda,) 
就 有 解 
r=rnkM/atrik M/as t+ rk M/a, (modM). 
而 特 解 为 


T= rkM/attrkM/a trkM/a,— CM, 
其 中 C 为 适当 选取 的 整数 . 秦 九 韶 把 (i 二 1,2,…,n) 叫 乘 率 ,用 轧 转 相 除 法 求 出 ， 
西方 直到 18 一 19 世纪 才 由 欧 拉 (1743) 和 高 斯 (1801) 重 新 独立 地 发 现 上 述 方法 . 
(证 明 见 潘 承 洞 潘 承 虎 著 《 初 等 数论 ) 第 四 章 $ 3) 
这 一 解法 也 可 列表 如 下 : 


M/ai 
M/as 


TA 
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2.2 插值 理论 


如 果 我 们 的 学 习 只 停留 在 孙子 定理 ,而 没有 把 它 提供 的 方法 加 以 总 结 和 推广 ,那么 我 们 
只 解决 了 一 个 具体 问题 ,没有 把 主要 收获 拿 到 手 . 也 就 是 “ 捡 了 芝麻 ,和 于 了 西瓜 ” 反 过 来 ,如 
果 我 们 做 任何 问题 都 能 举一反三 的 话 ,我 们 的 知识 就 能 成 倍 地 增长 ,我 们 的 能 力 就 会 明显 地 
提高 . 。 

孙子 方法 的 原则 也 反映 在 插值 理论 ,代数 理论 及 算 子 理论 中 , 今 举 一 例 ; 拉 格 朗 日 捅 
值 法 . 

问题 ”找到 一 个 函数 f(z) ,在 a,b,c 三 点 取 a,B,7Y 三 值 . 

孙子 方法 给 我 们 提供 了 解决 问题 的 途径 : 

(1) 特殊 化 . 作 函 数 p(x) ,使 pC(a) 二 1,p(6) 二 ple) 二 0， 

作 函 数 g(x), 使 g(5)= 二 1,gq(a) 二 gq(c) 二 0， 

作 孙 数 r(zx), 合 7rC(c)= 二 1,r(a)= 二 7r(5)==0. 

(2) 至 加 .ap(x) 十 Ba(zx) 十 yr(z) 就 满足 条 件 . 所 求 函数 是 

folx) = ap zx) Bg lr) yrlz). 
它 的 一 般 解 还 应 该 加 上 一 个 在 a,b,c 三 点 取 0 的 函数 , 设 为 g(x), 于 是 
f(z) = ap (zx) paz) 十 7yr(Cz) + g(x). 

可 见 , 解 法 简单 明白 , 只 要 求 出 p(x) ,gC(z),r(z) 管 案 就 出 来 了 . 它们 好 求 吗 ? 很 好 求 . 

具体 求法 是 : 取 pCx) 二 A(z 一 5) (zx 一 c) ,其 中 4 是 待定 常数 .下 面 我 们 把 4 定 出 来 . 


令 pC) 一 1-=p(a) 一 A(a 一 了)(a 一 0) 一 1, 于 是 4 一 0 一 pyc 一 坟 : 所 以 
2 CEDEEH- 
同 理 可 得 
g(xz) = (4z 一 cz 一 4 ， (zy = Ck AC 
(b— ce) (La) (c—a)(c—Db) 
因此 
(TXT— 0 (z— oe) 《 工 一 c)(z 一 &) (一 a)(z 一 站 ) 


乒 (z) 一 十 7 


(aDaTe) th Ta {Ya —s) 
就 是 问题 的 一 个 答案 . 这 就 是 著名 的 插值 法 中 的 拉 格 朗 日 公式 . 从 孙子 的 原则 来 看 ,推导 是 
多 么 简单 明了 . . | ， 

数学 在 应 用 的 时 候 , 一 般 仅 仅 有 有 限 个 数据 ,我 们 就 用 这 一 类 的 方法 来 推演 出 函数 来 ， 
然后 用 它 描述 其 他 各 点 的 大 概 数据 . 

在 x 个 不 同 点 Qld29""" 30n 函数 了 f(z) 各 取 值 b1 ,bz Dr 的 插值 公式 是 


( 工 一 az)…(Z 一 Go) 
(ai 一 az)(al 一 0n) 


(Ta) (一 Cr) 
”(a 一 CD) 和 ma 一 CID) 


oz) 一 六 十 十 5 
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公式 是 不 必 证 明 的 了 1! 
2.3 求 和 公式 
现在 我 们 用 拉 格 朗 日 插值 公式 来 求 下 面 各 级 数 的 和 : 
Si 一 1 十 2 十 3 十 … 十 7， 
Sz 一 1 十 22 十 32 十 … 十 对 ， 


Si 二 1 十 2 十 3 十 十 

我 们 已 经 知道 ， 
Si = Fnntl), 8S 一 Fnnt1) (n+l). 

今 用 另 一 种 办 法 求 它 . 为 简单 计 , 求 S1. Si 是 二 次 函数 (这 是 我 们 事先 已 经 知道 的 ,要 是 不 知 
道 怎 么 办 ? 猜 一 猜 ! 猜 不 对 ,再 重 猜 . ) ,其 一 般 形式 是 

Si = f(x) 一 az2 十 pz 十 c. 
我 们 郊 悉 ,一 次 函数 由 两 个 点 可 以 确定 ,二 次 函数 可 以 由 三 个 点 确定 . 一 般 说 来 ,次 方程 由 
上 十 1 个 点 确定 . 我 们 就 用 这 种 思想 来 定 Si. 

已 知 S1《1) 二 1，S1(2) 二 3, S1(3)= 二 6, 直 接 利用 前 面 的 结果 ,得 


plz) 一 于 (z 一 2(z 一 3)，d(z) =— (rz— D(z—3), rz) 一 十 (z 一 DCz 一 2)， 
由 此 得 出 
Si(z) = p(z) 十 3g(Cz) + 6r(z) 一 37(z+1). 
令 z= 二 n, 得 到 
Si (n) = 地 n(n 十 D. 


当然 ,我 们 也 可 以 用 待定 系数 法 确定 a,5,c. 事实 上 ， 
f(1)=a+t+bi+c=1, f(2) 一 4a 十 20 十 c 一 3， f(3) 一 9a 十 3 十 c 一 6， 


由 此 解 出 a 一 5 一 地 ,c 一 0. 我 们 得 到 f(z) 一 专 z(z 十 1). 


3$3 小 结 


前 面 我 们 讨论 的 “插值 公式 ”与 “70,21,15” 法 ,面貌 虽 不 同 ,原则 本 无 隔 . 在 孙子 算法 中 
可 以 差 一 个 105 的 倍数 ,而 在 插值 问题 中 可 以 差 一 个 在 a ，,… ,a, 点 都 等 于 0 的 函数 . 这 个 
方法 提供 了 以 下 的 原则 . 

要 做 出 一 个 具有 性 质 A,B,C 的 数学 结构 , 我 们 的 办 法 是 先 作出 “ 单 因 子 构件 ”, 也 就 是 
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做 出 性 质 B,C 不 发 生 作 用 ,而 性 质 A 取 单 位 量 的 构件 . 再 做 出 性 质 C,A 不 发 生 作 用 ,而 性 
质 B 取 单 位 量 的 构件 . 最 后 做 出 性 质 A,B 不 发 生 作 用 ,而 性 质 C 取 单 位 量 的 构件 . 那么 所 
要 求 的 构件 可 以 由 这 些 构件 竣 出 来 . 这 种 方法 在 高 等 数学 中 经 常 磁 到 . 

这 两 个 问题 来 自 两 个 完全 不 同 的 领域 . 初 看 起 来 ,似乎 它们 之 间 没 有 什么 联系 ,似乎 它 
们 毫 无 共同 之 处 . 好 像 两 座高 山 , 中 间 无 路 可 通 . 但 是 ,通过 分 析 我 们 找到 了 它们 的 联系 . 在 
数学 中 这 种 例子 是 很 多 的 ,只 要 你 认真 分 析 就 能 把 它 找 出 来 . 王 维 的 一 首 诗 可 以 用 来 描述 这 
一 过 程 : 

路 爱 云 木 秀 , 初 疑 路 不 同 , 安 知 清流 转 , 忽 与 前 山 通 ， 

我 们 用 箔 卡 儿 的 一 段 话 作为 总 结 :“ 当 我 们 已 经 直观 地 弄 懂 了 几 个 简单 的 定理 的 时 候 
ee ,如果 能 通过 连续 的 不 间断 的 思考 活动 ,把 这 几 个 定理 贯穿 起 来 , 悟 出 它们 之 间 的 相互 
关系 ,并 能 同时 尽 可 能 多 地 、 明 确 地 想象 出 其 中 的 个 , 那 将 是 很 有 益 的 . 照 这 样 我 们 的 知识 
无 疑 地 会 增加 ,理解 能 力 会 显著 地 提高 . ” 

最 后 ,我们 指出 ,在 数学 的 发 展 过程 中 ,除了 积累 经 验 及 新 的 事实 以 外 ,抽象 与 推广 的 作 
用 是 异常 重大 的 . 抽象 与 推广 的 步骤 通常 是 这 样 进行 的 : 用 某 种 抽象 方法 ,把 以 前 在 数学 上 
讨论 过 的 一 系列 问题 统一 成 一 个 问题 ,并 找 出 这 个 问题 的 一 般 管 案 来 . 这 样 ,对 于 一 般 问题 
所 包括 的 一 切 个 别 问 题 ,也 都 特别 地 给 出 了 解答 .但 是 ,这 步骤 的 意义 主要 不 在 这 里 ,因为 这 
些 个 别 问题 的 大 部 分 的 解答 是 早 就 知道 的 ;其 更 大 的 意义 在 于 ,对 问题 作 了 这 样 一 个 新 的 提 
法 之 后 ,其 本 质 就 更 加 清楚 、 明 白 ,并 简化 到 像 初等 数学 那样 的 程度 . 从 解决 一 般 问 题 的 过 程 
中 又 会 使 我 们 发 现 一 些 新 的 办 法 ,来 提出 并 解决 那些 过 去 甚至 不 可 能 梦想 到 的 新 问题 , 例如 
符号 代数 的 诞生 和 微 积 分 的 发 现 , 都 使 数学 获得 巨大 进步 . 例如 ,由 于 有 了 微 积 分 ,那些 在 
16,17 世纪 只 有 当时 一 流 数 学 家 才能 解决 的 问题 ,现在 已 经 成 为 普通 学 生 的 习题 了 . 

论文 题目 

论 特 殊 化 与 一 般 化 . 


EDR SR SR I SE SE SR I SR I SR A SS SR I SR SN 
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箔 卡 儿 (René Descartes，1596 一 1650) ,法 国 哲学 家 、 数 学 家 、 物 理学 家 ,解析 几何 学 英 
基 人 之 一 .1596 年 3 月 31 日 生 于 图 伦 ,1650 年 2 月 11 日 卒 于 斯 德 哥 尔 摩 . 他 出 生 于 一 个 贵 
族 家 庭 , 早 年 就 读 于 拉 更 莱 什 公 学 时 , 因 屏 弱 多 病 , 被 允许 早 展 在 床上 读书 , 养 成 了 喜欢 安 
静 , 善 于 恩 考 的 习惯 .1612 年 去 普 瓦 捷 大 学 攻读 法 学 ,四 年 后 获 博士 学 位 . 旋即 去 巴黎 . 1618 
年 从 和 军 , 到 过 荷兰 .丹麦 、 德 国 . 1621 年 回国 , 正 什 法国 内乱 ,又 去 荷兰 .瑞士 .意大利 旅行 . 
1625 年 返回 巴黎 . 1628 年 移居 荷兰 ,从 事 东 学 、 数 学、 天 文学 、 物 理学 、 化 学 和 生理 学 等 领域 
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的 研究 ,并 通过 数学 家 M. 梅森 神父 与 欧洲 主要 学 者 保持 
密切 联系 . 他 的 著作 几乎 全 都 是 在 荷兰 完成 的 , 1628 年 写 
出 《指导 哲理 之 原则 》,1634 年 完成 以 哥 白 尼 学 说 为 基础 
的 《 论 世 界 》( 因 伽利略 受到 教会 迫害 而 未 出 版 ). 此 后 又 
出 版 了 《形而上学 的 沉思 》《 哲 学 原理 》(1644 年 ) 等 重要 
著作 . 1649 年 冬 , 他 应 邀 去 为 瑞典 女王 授课 ,1650 年 初中 
肺炎 ,同年 2 月 病逝 . 区 

笛 卡 儿 生活 在 资产 阶级 与 封建 领主 、 科 学 与 神学 进 
行 激烈 斗争 的 时 代 . 早 在 读书 时 ,他 就 对 统治 欧洲 思想 界 形 熏 女王 克里斯蒂 娜 与 稍 卡 儿 
的 经 院 哲 学 表示 怀疑 和 不 满 . 多 年 的 游历 , 同 社会 各 阶层 人 士 的 交往 ,多 方面 的 科学 研究 以 
及 不 断 地 自我 反省 和 思考 ,使 他 坚信 必须 抛弃 经 院 芹 学 ,探求 正确 的 思想 方法 ,创立 为 实践 
服务 的 哲学 ,“ 才 能 成 为 自然 的 主人 和 统治 者 ”. 他 认为 数学 是 其 他 一 切 科学 的 理想 和 模型， 
提出 了 以 数学 为 基础 的 ,以 演绎 法 为 核心 的 方法 论 ,对 后 世 的 哲学 、 数 学 和 自然 科学 的 发 展 
起 了 巨大 作用 . 

《几何 学 确定 了 笛 卡 儿 在 数学 史上 的 地 位 .《 几 何 学 ) 提 出 了 解析 几何 学 的 主要 思想 和 
方法 ,标志 着 解析 几何 学 的 诞生 . 恩格斯 把 它 称 为 数学 的 转折 点 . 此 后 ,人 类 进入 变量 数学 
阶段 . 

笛 卡 儿 生 活 道 路 的 转变 是 非常 奇特 的 .1619 年 11 月 10 日 , 圣 马 丁 之 夜 ,在 多 责 河 畔 扎 
营 的 时 候 ,他 做 了 三 个 生动 的 梦 . 他 宣称 ,这 些 梦 改变 了 他 的 全 部 生活 进程 . 他 说 ,这 些 梦 向 
他 揭示 了 “一 门 了 不 起 的 科学 ”和 “一 项 惊人 的 发 现 ”. 但 笛 卡 儿 从 未 向 人 说 明 过 ,这 门 了 不 起 
的 科学 是 什么 ,一 项 惊人 的 发 现 是 什么 .但 人 们 通常 认为 ,这 正 是 将 代数 应 用 于 几何 , 即 解析 
几何 .更 一 般 地 说 ,就 是 运用 数学 来 探索 自然 现象 的 奥秘 . 

笛 卡 儿 最 著名 的 著作 是 《方法 谈 》, 出 版 于 1637 年 ,其 中 有 一 个 百 余 页 的 附录 ,题目 是 
《几何 学 》. 竺 卡 儿 对 几何 学 的 贡献 就 出 现在 这 个 附录 中 . 这 部 著作 对 数学 做 出 了 开创 性 的 
贡献 . 


| 


IIS IIIS OTS RI IS IS IS RI LISI SRS I ISA SR 


1. 现代 人 的 基本 素养 

300 年 前 , 受 天 文学 方面 问题 的 启发 ,牛顿 和 莱 布 尼 获 发 明了 微 积分 . 微 积分 
是 人 类 智力 的 伟大 结晶 . 它 给 出 一 整套 的 科学 方法 ,开创 了 科学 的 新 纪元 ,并 因此 
加 强 与 加 深 了 数学 的 作用 , 轴 格 斯 说 : 


“在 一 切 理论 成 就 中 ,未 必 再 有 什么 像 17 世纪 下 半 叶 微 积 分 的 发 现 
那样 被 看 做 人 类 精神 的 最 高 胜利 了 . 如 果 在 某 个 地 方 我 们 看 到 人 类 精神 
的 纯粹 的 和 唯一 的 功绩 , 那 就 正 是 在 这 里 .” 


微 积分 或 者 数学 分 析 使 人 类 第 一 次 有 了 如 此 强大 的 工具 , 它 使 得 局 部 与 整体 ， 
微观 与 宏观 ,过 程 与 状态 ,瞬间 与 阶段 的 联系 更 加 明确 . 有 了 微 积分 ,人 类 才 有 能 力 
把 握 运 动 和 过 程 . 有 了 微 积分 ,就 有 了 工业 革命 ,有 了 大 工业 生产 ,也 就 有 了 现代 化 
的 社会 . 航天 飞机 ,宇宙 飞船 等 探索 宇宙 的 现代 化 交通 工具 都 是 微 积分 的 直接 成 
果 . 数学 一 下 子 走 到 了 前 全 . 

微 积分 已 成 为 现代 人 的 基本 素养 之 一 . 它 具 有 将 复杂 问题 化 归 为 简单 规律 和 
算法 的 能 力 , 微 积分 将 教会 你 在 运动 和 变化 中 把 握 世 界 . 

2. 基本 内 容 

微 积分 又 称 数学 分 析 , 它 是 在 微 积 分 趋 于 成 熟 时 通用 的 名 字 . 其 主要 内 容 包 括 
实数 理论 ,极限 论 , 连 续 函 数 , 微 分 学 ,积分 学 和 无 穷 级 数 等 部 分 , 微分 学 和 积分 学 
是 以 极限 论 作为 基础 的 ,而 极限 论 又 以 实数 理论 为 基础 .所 以 ,我 们 的 讲述 从 实数 
理论 开始 . 

微 积分 包含 两 个 部 分 : 微分 学 ,积分 学 . 

微分 学 一 一 “正在 成 为 ”的 科学 . 它 研究 的 是 瞬间 发 生 的 事 , 如 瞬时 速度 ,瞬时 
变化 率 . 微分 学 是 研究 局 部 性 质 的 学 问 . 它 起 源 于 求 瞬时 速度 , 求 曲 线 的 切线 等 间 
题 , 解 决 了 初等 数学 中 “ 除 ” 所 不 能 解决 的 问题 ， 

积分 学 一 一 “已 经 成 为 ”的 科学 . 它 研 究 的 是 整体 性 质 , 如 求 体积 面积、 质量 和 
转动 惯量 等 .积分 学 是 研究 整体 性 质 的 学 问 . 它 起 源 于 求 积 问题 ,解决 了 初等 数学 
中 “ 乘 ” 所 不 能 解决 的 问题 . 

解决 实际 问题 需 将 微分 学 与 积分 学 结合 在 一 起 . 常常 是 这 样 , 通 过 瞬间 列 出 微 


分 方程 ,然后 借助 积分 求解 , 回 到 整体 

微 积分 处 理 的 主要 矛盾 有 : 有 限 与 无 限 ;连续 与 间断 ;常量 与 变量 ;局 部 与 整 
体 ; 具 体 与 一 般 ; 现 实 世界 与 理想 世界 . 

学 习 微 积分 应 注意 下 面 几 个 问题 . 

3. 四 大 任务 

学 好 微 积分 面临 四 大 任务 : 正确 地 掌握 概念 ,深刻 地 理解 定理 ,熟练 的 计算 和 
应 用 理论 解决 实际 问题 . 

在 历史 上 ,概念 的 发 展 比 技术 的 发 展 困难 得 多 , 慢 得 多 .学习 时 也 是 这 样 ,理解 
概念 比 理解 定理 更 困难 ,而 且 更 基本 ,概念 不 清 就 无 法 前 进 . 

理解 一 个 概念 要 从 两 个 方面 入 手 . 一 是 概念 的 内 涵 , 一 是 概念 的 外 延 . 概念 的 
内 涵 就 是 概念 的 基本 属性 . 概念 的 外 延 就 是 概念 所 概括 的 一 切 对象 . 微 积分 的 最 基 
本 概念 有 : 实数 ,函数 ,极限 ,连续 性 ,导数 ,微分 ,不 定 积分 和 定 积分 . 如 果 我 们 能 
了 解 一 些 概 念 的 发 展 史 , 那 是 很 有 益 的 . 

数学 是 解决 问题 的 艺术 , 与 其 他 科学 家 不 同 的 是 ,数学 家 有 一 个 专门 名 词 来 表 
达 他 们 对 某 个 问题 的 解决 一 一 那 就 是 定理 . 如 何 学 好 定理 ? 我 们 提出 五 个 怎样 
怎样 发 现 定理 ;怎样 证 明定 理 ; 怎 样 理解 定理 ;怎样 应 用 定理 ;怎样 推广 定理 . 如 果 
你 能 够 从 这 五 方面 考察 一 个 定理 ,你 就 会 对 定理 有 一 个 较为 全 面 和 深入 的 理解 . 

微 积 分 最 基础 的 运算 是 ,函数 的 四 则 运算 、 函 数 的 复合 运算 与 极限 运算 , 函数 
的 复合 运算 是 新 运算 ,从 基本 初等 函数 出 发 ,借助 复合 运算 与 四 则 运算 产生 全 部 初 
等 函数 . 极限 运算 引申 出 求 导 、 求 微分 和 求 积分 的 运算 . 极限 运算 是 初等 数学 与 高 
等 数学 的 分 水 岭 , 它 使 得 求 导 运算 和 积分 运算 回归 到 四 则 运算 . 

4. 几何 意义 与 物理 意义 

几何 与 物理 是 微 积分 的 两 大 起 源 , 又 是 两 大 归宿 . 掌握 好 这 两 大 意义 对 学 好 微 
积分 极为 重要 . 阿 基 米 德 认 为 ,要 获得 对 数学 问题 的 润 察 力 , 首 先 需 根据 力学 或 物 
理学 的 观点 来 考虑 问题 . 

5. 记忆 与 思考 

学 习 任 何 学 科 都 会 碰 到 记忆 与 思考 的 问题 ,学 习 微 积分 也 不 例外 . 记忆 的 功能 
在 于 积累 基本 知识 ,思考 的 功能 在 于 将 知识 系统 化 ,并 由 此 作出 新 的 发 现 ,两 者 是 
相辅相成 的 . 应 当 在 思考 的 基础 上 记 基 本 的 . 

6. 不 断 回 顾 

要 想 一 页 一 页 地 、 毫 不 费力 地 通过 学 习 一 本 微 积分 的 书 来 精通 这 一 学 科 , 可 能 
会 遭 到 失败 , 只 有 首先 选择 一 些 捷径 ,再 反复 地 回来 钻研 同样 一 些 问题 和 难点 , 才 
能 从 更 高 的 观点 得 到 较 深 刻 的 理解 . 
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数学 史 最 令 人 停 奇 的 事实 之 一 是 ,实数 入 的 还 驾 基 础 竞 迟 至 19 世纪 后 叶 才 建 
立 起 来 . 在 那 时 以 前 ,即使 正 仙 有 理 数 与 元 理 数 的 最 简单 的 性 质 也 还 没有 . 
M. 克 羔 因 


一 切 整 数 与 分 数 ( 正 的 , 负 的 和 零 ) 组 成 有 理 数 的 集合 . 在 初等 数学 中 , 这些 数 的 性 质 和 
运算 已 经 详细 讨论 过 了 .但 是 这 些 数 是 否 已 经 够 用 来 测量 一 切 我 们 对 自然 界 的 研究 中 所 碰 
到 量 呢 ? 这 个 问题 对 数学 和 精确 的 自然 科学 来 说 是 有 很 大 的 意义 的 . 

古 希腊 人 对 无 理 数 的 发 现 告诉 我 们 ,客观 现实 本 身 不 容许 我 们 只 限于 有 理 数 的 集合 ,而 
迫使 我 们 增加 一 类 新 数 一 一 无 理 数 . 有 理 数 与 无 理 数 合 在 一 起 构成 实数 系 , 有 了 实数 系 ,我 
们 就 能 描述 度量 的 连续 变化 ,因而 我 们 也 称 实数 系 为 数 的 连续 统 . 但 是 ,直到 19 世纪 ,数学 
家 才 为 实数 系 找到 可 人 靠 的 逻辑 基础 . 

本 章 的 任务 是 扩张 有 理 数 的 数 域 ,把 具有 新 的 性 质 的 数 一 一 无 理 数 加 到 数 域 中 来 ,并 给 
出 实数 的 构造 理论 . 而 这 一 切 都 是 为 了 给 微 积分 奠定 严密 的 基础 . 

顺便 指出 , 实数 理论 是 数学 中 最 美丽 的 理论 之 一 , 堪 与 欧 氏 几何 学 媲美 . 


§S1 有 理 数 


我 们 从 有 理 数 出 发 建立 实数 理论 . 用 8 表示 全 体 有 理 数 的 集合 . 在 数 轴 上 ,以 有 理 数 为 
坐标 的 点 叫做 有 理 点 . 数 集 & 与 数 轴 上 的 有 理 点 是 一 一 对 应 的 ,所 以 我 们 也 可 以 用 吧 表示 
有 理 点 .分 析 学 上 习惯 地 将 “点 "和 “ 数 ” 混 用 不 分 . 


1.1 有 序 性 
如 果 一 个 集合 S 中 的 任意 元 素 m,n, 对 下 面 三 个 关系 


m= 二 nn, m<n, m>n 
中 有 且 仅 有 一 个 关系 成 立 ,我们 就 称 集合 S 是 有 序 的 . 
有 理 数 系 满足 上 面 的 三 个 关系 ,因而 是 一 个 有 序 集合 . 


1.2 有理 数 的 稠密 性 


有 理 数 很 重要 ,是 人 们 实际 使 用 的 数 ,是 测量 长 度 .面积 体积. 温度、 质量 等 各 种 量 的 工 
具 . 当 把 测量 工具 的 刻度 逐渐 加 细 时 ,有 理 点 密密麻麻 到 处 都 有 . 这 是 有 理 数 的 一 个 重要 的 
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基本 事实 , 称 为 有 理 数 的 稠密 性 . 

定义 (稠密 性 ) ”一 个 数 集 在 数 轴 上 是 稠密 的 指 的 是 ,在 数 轴 上 ,每 一 个 不 管 处 于 什么 位 
置 ,也 不 论 是 多 么 小 的 区 间 (a,5) 中 都 存在 着 该 数 集中 的 点 ， 

定理 1 有 理 点 在 数 轴 上 是 稠密 的 . 

.证 “根据 数 集 稠密 性 的 定义 ,要 证 有 理 点 在 数 轴 上 是 稠密 的 ,只 要 证 ,不 管 多 么 小 的 区 
间 (ca ,2) ,也 不 管 它 落 在 数 轴 的 什么 位 置 上 ,总 有 有 理 数 落 在 (< ,2p) 中 . 

车 5 一 a 之 1, 则 区 间 (a,5) 的 长 度 大 于 两 整数 间 的 间距 , 因而 ,不 管 (4a,5) 位 于 数 轴 的 什 
么 地 方 ,总 会 有 一 个 整数 落 在 (a,5) 中 . 这 样 一 来 ,可 以 假定 5 一 a 二 1， 我 们 又 可 假定 (a,5) 不 
含 任何 整数 ,否则 定理 已 真 . 这 样 (a,5) 就 落 在 某 个 区 间 [n,n 十 1] 中 . 

不 难看 出 ,我 们 只 需 证 明 有 理 数 在 [0,1] 中 稠密 就 行 了 . 因为 加 上 一 个 整数 ”就 可 以 把 
这 一 结果 推广 到 任 一 区 辣 [maw] 上 去 了 -有理数 在 [0， 1] 内 的 稠密 性 是 容易 证 明 的 : 

车 5 一 a 这 0.1, 则 必 有 /10E (a,b), kk 二] ,2,*… 

车 5 一 a 放 0.01, 则 必 有 kk/100E (a,b), &k 二 1 ,2,…,9 


在 一 般 情况 下 ,把 取得 足够 大 ,使 得 1/n 小 于 区 间 (a,5) 的 长 度 就 可 以 了 ;这 时 总 有 一 
个 有 理 数 m/n 落 在 (a,5) 区 间 上 . 

8 的 稠密 性 的 另 一 种 表示 法 是 ,给 定 一 个 有 理 数 >, 总 存在 有 理 点 列 rx, 以 为 极限 , 即 
limr* 一 盖 这 表明 有 理 点 列 间 的 距离 可 以 缩 为 0. 由 此 可 知 , 有 理 点 之 间 不 可 能 存在 大 于 0 
的 最 小 间距 . 也 就 是 任何 有 理 数 > 附近 不 存在 与 ~ 最近 而 又 异 于 r 的 有 理 数 . 

有 理 数 的 稠密 性 保证 了 我 们 的 测量 可 以 达到 任意 高 的 精确 度 . 就 实用 而 言 ,有 理 数 是 完 
全 够 用 的 . 


1.3 对 四 则 运算 的 封闭 性 


对 任何 两 个 有 理 数 作 四 则 运算 其 结果 仍 是 有 理 数 (0 不 作 除 数 ) ,我 们 称 之 为 对 四 则 运 
算 的 封闭 性 . 对 四 则 运算 封闭 的 数 集合 叫做 一 个 数 域 . 有 理 数 集合 是 一 个 数 域 . 
有 理 数 集 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 比较 完美 的 数 系 . 但 是 ,有 理 数 系 仍然 存在 严重 的 缺陷 . 


1.4 有 理 数 系 对 极限 运算 不 封闭 


首先 ,有 理 点 并 没有 填 满 整个 数 轴 . 我 们 早 就 证 明了 V2 就 不 是 有 理 点 ,而 且 知 道 ,有 理 
点 间 的 空隙 非常 之 多 . 从 几何 上 看 ,这 是 不 完美 的 . 如 果 不 把 它们 填补 起 来 ,就 连 平面 几何 中 
“截取 交点 "这 件 事 都 会 遇 到 麻烦 . 从 代数 上 看 ,有 理 数 系 对 开 方 运算 不 封闭 , 即 有 理 数 的 开 
方 可 能 不 再 是 有 理 数 . 这 个 问题 不 解决 ,进一步 的 代数 运算 将 遇 到 麻烦 . 

其 次 , 当 我 们 从 变量 的 角度 考查 问题 时 ,就 会 发 现 , 有 理 数 系 在 极限 运算 下 不 封闭 , 即 由 
有 理 数组 成 的 序列 ,其 极限 可 能 不 再 是 有 理 数 . 有 理 数 的 这 种 不 完备 性 ,是 一 个 本 质 上 的 缺 
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陷 . 它 使 得 有 理 数 系 不 能 成 为 微 积分 学 立论 的 基础 . 
例 ”考查 有 理 数 序列 {S;) ,其 中 
S, 一 1 十 主 十 剖 十 “十 向 一 1 2 
这 个 例子 是 读者 熟悉 的 ,序列 5, 的 极限 是 数 e. 这 个 数 是 数学 分 析 中 使 用 最 广泛 的 常数 之 
一 . 现在 我 们 来 证 明 它 不 是 有 理 数 . 
对 于 任何 > 和 ,我 们 有 
1 


S 一 STOREDTTEHE5TT + 看 


< 十 二 DT Fl tatia tt | 
<S"tomiDi F111 + + my Ft 
1 
< St miDi Ti 
m 十 1 
一 S 十 工 . 工 
m ml! 
因此 , 当 n 汪 m 时 ， 
Ss, 一 S, 一 S 十 工 . 工 . 
m ml 
S, <e<S, + 4. 
ml! 
因此 ,e 同 S，。 的 差 最 大 是 工 ， 一 -. 注意 到 ,m! 随 m 增 大 而 极其 迅速 地 增 大 ,所 以 对 于 适当 


训 二 


小 的 m, 数 So 已 经 是 e 的 很 好 的 近似 值 . 例如 ,So 同 e 的 差 小 于 10 .用 这 种 方法 我 们 可 以 
求 出 e 一 2. 718281…. 

现在 我 们 来 证 明 e 是 无 理 数 . 假定 e 是 有 理 数 ,并 将 它 写 为 e== 提 ,m>1. 因为 e 位 于 2 
与 3 之 间 , 所 以 它 不 是 整数 . 根据 前 面 的 论证 ,我 们 有 


S。 二 这 芝 S。 十 工 . 工 
mm mm 


mi!?” 


上 式 两 端 乘 以 m! ,得 到 
. mlS» < pm— D1!SmlSs, ti mis, +1. 
但 是 
- ml ml ml 
mS mim a ta tim 
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是 一 个 整数 ,因为 等 式 右 端 和 式 中 的 每 一 项 都 是 整数 . 这 样 一 来 ,如 果 。 是 有 理 数 , 则 整数 
plm 一 1)! 将 位 于 两 个 相继 的 整数 之 间 ,而 这 是 不 可 能 的 . 这 样 ,我 们 就 证 明了 e 是 无 理 数 . 

这 个 例子 说 明 , 有 理 数 系 在 极限 运算 下 不 是 封闭 的 . 

总 之 ,如 果 不 引 进 实数 的 概念 ,那么 从 几何 上 看 , 数 轴 是 不 完备 的 ,存在 许多 空隙 ;从 代 
数 上 看 , 开 方 运算 不 封闭 ;从 分 析 上 看 ,极限 运算 不 封闭 . 

有 理 数 和 无 理 数 合 在 一 起 构成 了 实数 系 , 而 实数 系 填 满 了 这 些 空隙 . 这 就 是 实数 系 在 分 
析 学 中 能 起 基础 作用 的 主要 原因 . 
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18 世纪 末 和 19 世纪 初 ,数学 方面 兴起 了 批评 的 潮流 ,提出 了 微 积 分 的 基本 概念 要 有 正 
确 的 定义 , 它 的 基本 定理 要 有 严格 的 证 明 这 种 要 求 也 就 很 快 地 使 得 建立 实数 的 理论 成 为 


2.1 微 积 分 立论 的 基础 


微 积 分 是 关于 函数 的 学 问 . 一 元 微 积分 中 的 任何 函数 都 含有 两 个 变量 ,一 个 是 自 变量 ， 
一 个 是 因 变 量 . 不 管 是 自 变 量 , 还 是 因 变 量 都 取 实数 值 . 因而 , 微 积 分 是 建立 在 实数 论 的 基础 
上 的 ,而 且 它 涉及 一 切 形式 的 实数 : 整数 ,有理 数 与 无 理 数 等 . 所 以 ,人 们 必须 弄 清 实数 的 结 
构 和 性 质 ,才能 放心 大 胆 地 使 用 它们 . 这 就 是 说 ,对 微 积分 而 言 ,建立 实数 理论 是 必要 的 . 但 
历史 上 不 是 先 有 实数 理论 ,再 有 微 积分 ,数学 家 们 先是 糊 里 糊涂 地 使 用 实数 ,直到 出 了 问题 
才 想 到 去 建立 实数 理论 . 实数 理论 是 在 19 世纪 后 期 建立 的 ,有 了 实数 论 , 微 积分 就 有 了 严密 
的 基础 . 大 家 知道 ,由 有 理 数 构成 的 序列 , 它 的 极限 不 一 定 是 有 理 数 . 人 们 自然 会 问 , 由 实数 
组 成 的 序列 , 它 的 极限 一 定 是 实数 吗 ? 这 就 是 实数 论 所 研究 的 一 个 重要 问题 . 答案 是 ,实数 
序列 的 极限 一 定 是 实数 . 这 件 事 为 什么 重要 ?9 理由 是 明显 的 , 导数 和 定 积分 都 是 用 实数 的 极 
限定 义 的 ,这 些 极限 存在 吗 ? 它们 是 实数 吗 ? 如 果 它 们 的 极限 不 存在 ,或 者 存在 而 不 是 实 
数 , 微 积分 不 就 变 成 空中 楼 阁 了 吗 ? 所 以 这 个 问题 是 至 关 重 要 的 问题 . 

正 是 有 理 数 的 这 些 缺 陷 , 引 出 了 康 托 尔 . 戴 德 金 . 外 尔 斯 特 拉 斯 等 人 对 无 理 数 本 质 的 深 
刻 研 究 ,并 黄征 了 实数 的 构造 理论 . 

关于 实数 的 构造 ,已 有 三 种 不 同 的 方法 ,也 就 是 有 三 派 理论 , 即 戴 德 金 的 “分 划 ”, 康 托 
尔 - 海 涅 的 “基本 序列 ?和 外 尔 斯 特 拉 斯 的 ”有 界 单调 序列 ” 这 三 种 构造 方法 有 一 个 共同 点 : 
都 是 利用 有 理 数 的 某 些 集合 来 定义 无 理 数 . 并且 , 这 三 种 定义 在 逻辑 上 是 等 价 的 ,一旦 证 明 
了 它们 的 等 价 性 ,我 们 就 可 以 从 任 一 定义 出 发 去 定义 实数 . 我们 采用 戴 德 金 的 “分 划 ? 来 定义 
实数 . 

我 们 采用 戴 德 金 的 “分 划 ” 法 ,是 因为 这 种 构造 法 的 直观 性 强 ,而 且 不 依赖 于 极限 概念 ， 
也 是 多 数 教科 书 采 用 的 方法 . 但 是 必须 指出 ,无 论 哪 种 构造 都 采用 了 公理 化 的 方法 ,都 具有 
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一 定 的 抽象 性 , 读 起 来 要 花 一 些 心思 
2.2 戴 德 金 分 划 


戴 德 金 引出 分 划 概 念 的 想法 ,是 从 如 何 定义 V2 得 来 的 我 们 知道 ,V2 和 CQ. 根据 有 理 数 的 

稠密 人 性 ,不 难 找到 有 理 点 列 x, ,rs 满足 条 件 

lim (rm 一 站 ) 一 0， 关 < 一 于. 
从 直观 上 看 ,V2 恰 好 是 两 个 有 理 点 列 {r} 和 {z} 的 分 划 点 .但 是 ,我 们 还 不 知道 V2 为何 物 , 又 
如 何 选取 有 理 点 列 {” } 使 它 与 V2 作 比较 呢 ? 这 个 问题 倒 不 难 回答 , 因为 我 们 总 可 以 选取 
rn EQ, 使 得 7 一 2. 同 理 , 可 以 选取 地 EQ,(7)?>>2. 

满足 上 面条 件 的 点 列 显然 是 非常 多 的 . 为 了 避免 特殊 性 和 不 确定 性 ， 我 们 把 点 集 Q 分 
为 两 类 A 和 A’, 其 中 

和 A 类 .一切 使 "<2 的 正 有 理 数 ,0 及 一 切 负 有 理 数 ; 

A' 类 , 一 切 使 到 >2 的 正 有 理 数 ~. 

这 个 分 划 具 有 这 样 三 条 性 质 ， 

(1) 集 A 和 集 A' 都 是 非 空 的 ; 

(2) AUA’ 一 Q, 即 没有 漏 掉 一 个 有 理 数 ， 

(3) 集 4 中 的 每 一 个 数 都 小 于 集 A 中 的 每 一 个 数 . 

用 一 句 话 来 描述 分 划 的 这 三 条 性 质 就 是 : 不 空 , 不 漏 , 不 乱 . 

下 面 我 们 引入 戴 德 金 关 于 分 划 的 定义 : 

定义 工分 划 ) 把 全 体 有 理 数 的 集合 分 成 两 个 集合 A 和 A', 满 足下 面 三 个 条 件 ， 

(1) 集合 4 和 A 都 是 非 空 的 (不 空 ); 

《2) 每 一 个 有 理 数 在 而 且 只 在 A 与 A 人 两 个 集合 的 一 个 之 中 (不 漏 )，; 

(3) 集合 4 中 的 每 一 个 数 a 都 小 于 集合 4 “中 的 每 一 个 数 a (不 乱 )， 

则 称 上 述 分 法 为 一 个 分 划 ,把 集合 A 叫做 分 划 的 下 类 ,集合 A’ 叫 做 分 划 的 上 类 . 用 A1A' 表 
示 这 一 分 划 . 

由 分 划 的 定义 可 知 , 凡 小 于 下 类 中 的 数 a 的 有 理 数 也 属于 下 类 , 同样 , 凡 大 于 上 类 中 数 
a 的 有 理 数 也 属于 上 类 . 

例 1 把 4 定义 为 一 切 满足 不 等 式 <<1 的 有 理 数 a 的 集合 ,而 把 满足 w' 之 1 的 一 切 有 
理 数 e' 归 和 集合 A“. 

不 难 验 证 ,我 们 确实 得 到 了 一 个 满足 定义 的 分 划 , 即 满足 分 划 的 三 个 条 件 . 特别 地 ;, 数 1 
属于 集合 A' ,并且 它 是 A’ 中 的 最 小 的 数 . 另 一 方面 ,4 类 中 没有 最 大 的 数 . 因为 ,不 论 我 们 
在 A 中 取 怎样 的 数 a ,我们 总 可 以 在 a 和 1 之 间 找 出 一 个 有 理 数 a ,a >>a, 且 属于 A 类 . 

例 2 把 4 定义 为 一 切 满足 不 等 式 s< 委 1 的 有 理 数 a 的 集合 ,而 把 a 放 1 的 一 切 有 理 数 
a 归 人 集合 A“. 
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这 也 是 一 个 分 划 ,并 且 在 上 类 中 没有 最 小 数 ,而 在 下 类 中 有 最 大 数 . 

例 3 由 V2 所 产生 的 分 划 ， 

定义 如 前 所 述 ,这 也 是 一 个 分 划 ,并 且 在 上 类 中 没有 最 小 数 ,在 下 类 中 没有 最 大 数 . 更 精 
确 地 说 ,对 于 A 类 中 的 每 一 个 p ,都 能 在 A 中 找到 一 个 有 理 数 g ,而 p<<g. 对 于 A’ 类 中 的 每 
一 个 ,都 能 在 4 中 找到 一 个 有 理 数 g ,而 gq<p. 

为 了 证 明 这 一 事实 ,我们 对 每 一 个 有 理 数 2 之 0, 配 置 一 个 数 g: 


辫 一 2 2p+2 


4 Pi p42 (13-1) 


于 是 


(13-2) 


如 果 思 在 A 中 ,那么 2? 一 2 二 0,(13-1) 式 指出 qz, 而 (13-2) 式 说 明 gqg: 二 2, 因 而 g 在 
A 中, 
如 果 p 在 4A’ 中 ,那么 一 2 之 0,(13-1) 式 指出 0<g<p. 而 (13-2) 式 说 明 o2 之 2, 因 而 9 
在 A' 中 . 

命题 不 存在 这 样 的 分 划 A|A',A 中 有 最 大 数 ,A' 中 有 最 小 数 ( 自 证 ). 

可 见 , 分 划 只 能 有 三 种 类 型 : 

(1) 在 上 类 中 没有 最 小 数 ,而 在 下 类 中 有 最 大 数 ~; 

(2) 在 上 类 中 有 最 小 数 ~, 而 在 下 类 中 没有 最 大 数 ; 

(3) 在 上 类 中 没有 最 小 数 , 在 下 类 中 也 没有 最 大 数 . 

在 前 两 种 情形 下 ,我们 说 ,这 个 分 划 由 有 理 数 产 生 , 或 者 说 ,这 个 分 划 定 义 了 有 理 数 . 
在 例 1 和 例 2 中 这 样 的 数 > 是 1, 它 是 两 类 集合 的 界 数 . 

在 第 三 种 情形 下 界 数 不 存 在 ,分 划 不 能 定义 任何 有 理 数 . 现在 需要 引进 一 类 新 数 一 一 无 
理 数 . 下面 我 们 给 出 它 的 定义 . 

定义 2( 无 理 数 ) ”任何 属于 类 型 (3) 的 分 划 定义 了 一 个 无 理 数 a. 

这 个 新 数 a 就 代表 着 缺少 了 的 界 数 ,我 们 把 它 插 在 类 A 和 类 A' 之 间 . 例 3 就 是 V2 的 
定义 . 

有 理 数 与 无 理 数 统称 为 实数 . 实数 的 概念 不 仅 是 数学 分 析 的 一 个 基本 概念 ,而 且 也 是 整 
个 数学 的 基本 概念 . 

对 于 每 一 个 有 理 数 ,存在 两 个 定义 它 的 分 划 , 在 两 个 分 划 中 都 是 数 c<<r 归 入 下 类 , 数 
a 之 r 属 于 上 类 ,而 数 7 本 身 可 以 在 上 类 ,也 可 以 在 下 类 . 为 了 确定 起 见 ,我 们 规定 : 凡 说 到 
有 理 数 的 分 划 时 , 总 是 把 这 个 数 归 入 上 类 . 这 样 一 来 ,下 类 A 中 没有 最 大 数 . 


2.3 实数 的 性 质 
有 了 实数 的 严格 定义 之 后 ,我们 的 下 一 个 任务 就 是 在 此 定义 的 基础 上 研究 实数 的 性 质 . 
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实数 有 哪些 基本 性 质 呢 ?我 们 说 ,实数 有 三 种 基本 性 质 . 

(1) 实数 的 有 序 性 .这 就 是 说 ,实数 集 是 一 个 有 序 集合 ,任何 两 个 实数 可 以 比较 大 小 ， 
这 样 一 来 有 理 数 系 的 有 序 性 扩充 到 了 实数 系 . 我 们 知道 ,这 一 性 质 不 能 扩充 到 复数 系 . 这 说 
明 , 有 序 性 是 实数 系 所 具有 的 一 个 重要 性 质 , 而 不 是 任何 数 系 都 有 具有 的 性 质 . 

(2) 实数 的 连续 性 或 实数 的 完备 性 . 2.2 小 节 中 的 例子 告诉 我 们 ,在 有 理 数 之 间 有 空 
了 踪 , 它 们 没有 把 数 轴 填 满 . 实数 之 间 有 没有 空隙 呢 ? 给 定 一 个 满足 上 面 三 条 性 质 的 实数 的 分 
划 ,这 个 分 划 还 会 有 空隙 吗 ? 例如 ,给 定 一 个 正 实数 , 它 的 平方 根 是 实数 吗 ? 会 不 会 出 现 正 
实数 的 平方 根 超出 实数 域 的 例外 情形 呢 ? 再 如 ,给 定 一 个 实数 序列 ,这 个 序列 的 极限 一 定 是 
实数 吗 ? 会 不 会 又 像 有 理 数 那样 ,出 现实 数 序 列 的 极限 不 是 实数 呢 ? 下 面 将 证 明 不 会 出 现 
这 种 情况 ,实数 系 是 完备 的 . 实数 系 的 这 个 性 质 属于 拓扑 性 质 . 

(3) 实数 的 代数 结构 .我们 都 很 熟悉 ,有理 数 系 可 进行 四 则 运算 ,并 且 这 些 运算 遵从 分 
配 律 、 交 换 律 \ 结 合 律 等 运算 规律 . 这 些 运 算 规 律 对 实数 仍 成 立 , 但 需要 给 予 严格 证 明 ， 

下 面 我 们 分 别 来 研究 这 三 条 基本 性 质 . 


2.4 实数 集合 的 有 序 化 


现在 我 们 利用 有 理 数 集 的 有 序 性 来 建立 实数 集合 的 有 序 性 . 这 需要 给 出 两 个 实数 相等 
的 定义 ,并 在 实数 集合 中 给 出 大 小 的 概念 . 

定义 3 由 分 划 AlA’ 和 B|B’ 分 别 定义 的 两 个 实数 a 和 8B, 当 且 仅 当 这 两 个 分 划 相 同时 
a 和 8 才 相 等 . 

按照 上 面 的 规定 ,只 要 分 划 的 两 个 下 类 A 和 B 相同 即 可 ,因为 这 时 两 个 上 类 A’ 和 B’ 也 
必然 相同 , 这 个 定义 对 a 和 8B 是 有 理 数 自然 也 成 立 ， 

现在 我 们 来 建立 关于 实数 的 “大 于 ”或 “小 于 ”的 概念 . 对 于 有 理 数 来 说 ,这 个 概念 从 中 学 
课本 中 已 经 知道 了 . 对 于 有 理 数 ~ 与 无 理 数 a 来 说 ,在 分 划 的 定义 中 实际 上 已 经 包含 了 . 如 
果 a 是 由 分 划 A1A’ 定 义 的 ,我 们 就 算 作 a 大 于 所 有 A 类 中 的 数 ,而 小 于 所 有 A' 类 中 的 数 ;r 
一 定 在 A 中 或 在 A 中 , 它 或 者 小 于 a, 或 者 大 于 a. 

现在 设 有 两 个 无 理 数 a 和 p,a 由 分 划 A1A’ 确 定 ,8 由 分 划 B1B' 确 定 . 我 们 把 具有 和 较 大 
的 下 类 的 那个 数 算 作 较 大 的 .确切 地 说 ,给 出 下 述 定义 : 

定义 4 若 A 类 完全 包含 B 类 ,是 不 与 如 类 相同 , 则 称 cp8, 或 8<a. 

不 难 验 证 ,这 个 定义 在 a 和 8 两 数 中 有 一 个 数 是 有 理 数 ,或 两 个 都 是 有 理 数 时 也 成 立 . 

注意 ,我 们 这 里 是 用 集合 的 包含 关系 来 定义 实数 的 大 小 的 ,所 以 要 换 一 种 思想 方法 来 考 
虑 问题 . 

由 上 面 的 定义 立刻 可 得 到 下 面 的 命题 . 

定理 2 任何 两 个 实数 a 和 8B 之 间 必 有 下 列 三 种 关系 之 一 ， 

a=B, a>B, oa<=Bh. 

其 次 ,由 op,6>7 可 推出 ca>7. 
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这 个 定理 建立 了 实数 集合 的 序 关系 : 任何 两 个 实数 都 可 以 比较 大 小 ,并 且 大 小 关系 可 
以 传递 . 

为 了 以 后 证 明 上 的 方便 ,我 们 建立 下 面 的 引 理 . 

引 理 1 设 ,8 是 两 个 任意 的 实数 . 若 c>>p, 则 总 可 以 找到 有 理 数 ,使 之 介 于 a 和 有 8 之 
间 : 6 二 r<a. 

证 ”因为 a>p, 所 以 定义 a 的 分 划 的 下 类 A 完全 包含 了 定义 8B 的 下 类 B, 并 且 A 与 B 不 
相同 . 这 样 一 来 ,存在 有 理 数 ~ 满足; x EA,r 和 B. 因 而 x 属于 B'. 从 而 p<r 一“( 等 式 只 有 在 有 
是 有 理 数 时 才 可 能 成 立 ). 但 因 在 A 中 没有 最 大 数 ,所 以 我 们 一 定 可 以 取 到 有 理 数 x, 使 得 

B=r<=a. 

引 理 2 设 w,8 是 两 个 给 定 的 实数 . 如 果 对 无 论 怎 样 小 的 有 理 数 e>0 ,总 能 使 与 8 来 

在 两 个 同样 的 有 理 数 * 和 s 中间 ， 
sas， sphEs, 
其 中 :一 s<e, 则 数 a 与 8 一定 相等 
证 反 证 法 . 假定 a 关 B. 不 失 一 般 性 ,可 假定 >8. 由 引 理 1, 在 数 4 与 p 之 间 可 以 插入 
两 个 有 理 数 ~ 与 7 >7:; 
B=r<= rr <a 
对 任意 满足 引 理 条 件 的 :与 ;, 易 见 ， 
s<r<r<s 一 ss>r—r>0. 
可 见 差 9 一 s 不 能 任意 小 ,与 引 理 的 条 件 相 藉 盾 . 证 毕 . 


2.5 ”实数 集合 的 连续 性 


现在 我 们 转 过 来 讨论 全 体 实数 集合 的 一 个 极为 重要 的 性 质 , 这 个 性 质 把 它 和 有 理 数 集 
合 从 本 质 上 区 别 开 来 . 这 个 性 质 就 是 实数 的 完备 性 ,或 连续 性 . 在 考虑 有 理 数 集合 的 分 划 时 ， 
有 时 有 这 样 一 种 分 划 存 在 ,在 这 种 分 划 中 没有 产生 分 划 的 界 数 . 正 是 在 有 理 数 的 集合 中 留 有 
这 种 空隙 ,使 有 理 数 集 失 去 了 完备 性 ,而 为 引进 新 的 数 一 一 无 理 数 提供 了 根据 . 现在 我 们 来 
讨论 全 体 实 数 集合 中 的 分 划 ， 

把 全 体 实 数 的 集合 分 成 两 个 集合 A 和 A“ ,满足 下 面 三 个 条 件 ， 

(1) 集合 A 和 A“ 都 是 非 空 的 (不 空 ); 

(2) 每 一 个 实数 在 而 且 只 在 A 与 A “两 个 集合 的 一 个 之 中 (不 漏 ); 

(3) 集合 A 中 的 每 一 个 数 a 都 小 于 和 集合 A 中 的 每 一 个 数 a (不 乱 ). 
集合 A 叫做 分 划 的 下 类 ,集合 A' 叫 做 分 划 的 上 类 ., 仍 用 A1A“ 表 示 这 一 分 划 . 

于 是 出 现 这 样 一 个 问题 : 对 这 种 分 划 来 说 ,在 实数 集合 中 总 能 找到 产生 分 划 的 界 数 ,还 
是 在 实数 集合 中 仍 有 空 阶 ? 

下 面 的 定理 指出 ,空隙 不 复 存 在 ,实数 集合 是 完备 的 . 

定理 3( 戴 德 金 ) 对 实数 集合 的 任何 分 划 A1A' ,都 存在 产生 这 个 分 划 的 实数 a, 这 个 数 
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a 具有 性 质 : (1) 或 者 是 下 类 A 中 的 最 大 数 ; (2) 或 者 是 上 类 A' 中 的 最 小 数 . 

注 ”实数 集合 的 这 个 性 质 叫 做 实数 集合 的 完备 性 或 连续 性 . 

证 ”用 A 表示 所 有 属于 A 的 有 理 数 集合 ,用 4; 表示 所 有 属于 A' 的 有 理 数 集合 . 易 
见 ,A; 和 A1 作成 全 部 有 理 数 集合 的 一 个 分 划 . 

分 划 Ai|A1 定义 了 某 个 实数 a, 它 应 该 落 在 A,A' 两 类 之 一 . 假定 它 落 在 下 类 A 中 . 这 
时 我 们 来 证 明 a 是 A 中 的 最 大 数 .假如 不 然 , 则 可 以 找到 另 一 个 大 于 a 的 数 a,€ A. 根据 引 
理 1, 我 们 可 在 a 和 ai 之 间 插 入 一 个 有 理 数 >: a 二 r<a. > 属于 类 4 ,因而 也 属于 4; 类. 于 
是 我 们 就 得 出 了 了 矛盾: 在 定义 数 a 的 分 划 的 下 类 中 会 有 有 理 数 比 a 这 个 数 更 大 ! 这 样 我 们 
就 证 明了 ,a 是 A 中 的 最 大 数 .， . 

同 理 可 证 明 , 如 果 a 落 在 上 类 AA’ 中 , 则 a 是 A 中 的 最 小 数 . 

不 会 出 现 A 类 中 有 最 大 数 , 而 A' 类 中 也 有 最 小 数 的 情形 . 

a 就 是 产生 分 划 A1A“ 的 数 . 证 毕 ， 

这 个 定理 是 实数 理论 的 第 一 个 重要 定理 ,其 他 定理 将 以 此 定理 为 基础 ,我 们 把 它 叫做 戴 
德 金 基本 定理 . 直观 讲 , 在 数 轴 上 随便 砍 一 刀 ,不 会 落 在 空 阶 中 ,一 定 会 落 在 某 一 实数 上 . 数 
轴 是 连绵 不 断 的 . 这 就 是 连续 性 与 完备 性 的 直观 含义 . 数 轴 上 的 点 与 实数 集合 可 以 建立 一 一 
对 应 ,实现 了 几何 与 代数 的 完全 统一 . 


2.6 确 界 定理 


现在 我 们 利用 戴 德 金 定理 来 建立 分 析 学 中 起 重要 作用 的 一 个 概念 . 

考虑 实数 的 集合 A. 如 果 存 在 一 个 数 M, 对 于 每 一 个 A 的 元 素 z, 都 有 z 委 M, 则 称 M 
是 这 个 集合 的 一 个 上 界 . 

类 似 地 ， 如果 存在 一 个 数 M, 对 于 每 一 个 4 的 元 素 x ,都 有 z 之 M, 则 称 M 是 这 个 集合 
的 一 个 下 界 . 

如 果 一 个 集合 A 是 有 上 界 的 集合 ,那么 它 一 定 有 无 穷 多 个 上 界 . 在 所 有 的 上 界 中 ,特别 
重要 的 是 最 小 的 一 个 ,我 们 称 它 为 上 确 界 , 记 做 sup{A}. 同样 ,如果 一 个 集合 A 是 有 下 界 
的 , 我 们 就 称 下 界 中 最 大 的 一 个 为 它 的 下 确 界 , 记 做 inf{A}. 我 们 有 下 面 的 重要 定理 . 

定理 4( 确 界 存在 定理 ) ”如果 集合 B 是 有 上 (下 ) 界 的 集合 , 则 它 有 上 (下 ) 确 界 . 

证 今 就 上 确 界 的 情况 进行 证 明 . 考虑 下 面 两 种 情况 . 

(1) 如 果 集 合 B 中 有 最 大 元 素 a, 则 a 就 是 集合 B 的 上 确 界 . 

(2) 今 设 集合 B 中 无 最 大 元 素 . 我 们 用 下 述 方法 对 全 体 实数 作 分 划 . 把 集合 B 的 一 切 
上 界 归 入 A', 把 其 余 一 切实 数 归 入 A. 在 这 个 分 划 之 下 , 集合 B 的 一 切 元 素 都 落 在 A 类, 根 
据 戴 德 金 基本 定理 ,一 定 有 一 个 作成 这 个 分 划 的 实数 a 存在 .a 就 是 所 求 的 上 确 界 . 
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极限 的 理论 是 讨论 西数 的 基础 ,换言之 , 它 是 数学 分 析 的 基础 . 
岛 扎 连 柯 夫 


在 实数 理论 的 基础 上 ,我 们 研究 一 些 极 限 论 中 更 深入 的 性 质 . 

历史 说 明 . 虽然 极限 是 微 积分 的 基本 工具 ,但 在 微 积分 诞生 之 初 并 不 明确 . 极限 概念 的 
定义 首次 出 现在 沃 利 斯 (1616 一 1703) 的 《4 无穷 量 的 算术 》 中 . 牛顿 在 (自然 哲学 的 数学 原理 》 
发 表 了 最 初 比 与 最 后 比 的 方法 ,从 中 可 以 看 到 极限 论 的 萌芽 , 可 是 18 世纪 的 大 数学 家 都 没 
有 想到 用 极限 论 来 论证 新 的 计算 方法 ,以 及 用 极限 论 来 回答 新 计算 方法 所 受到 的 正确 批评 . 

柯 西 的 《分 析 教 程 )C1821) 以 及 他 后 来 的 著作 是 极限 概念 的 转折 点 . 在 这 些 著作 中 ,极限 
论 得 到 了 首次 发 展 ,并 成 为 微 积分 的 基本 工具 . 

极限 这 个 概念 贯穿 整个 数学 分 析 ,并 且 在 数学 的 其 他 领域 中 也 起 着 重要 的 作用 . 通过 极 
限 论 我 们 要 学 习 些 什么 呢 ? 本 章 的 内 容 主要 有 两 个 : 一 是 描述 极限 的 语言 , 即 “e- 入 ?语言 和 
“e-6” 语 言 ;二 是 与 极限 相关 的 重要 性 质 


$1. 极限 定义 及 运算 


1.1 序列 的 极限 


在 柯 西 以 及 柯 西 以 前 的 时 代 , 极限 概念 是 用 直观 语言 描述 的 . 例如 ,对 序列 
1,2,3,.., #71,.. 
2 3 4” ”有 
他 们 是 这 样 描述 的 , 当 无 限 增 大 时 ,序列 a 一 趋向 于 1 ,或 者 序列 与 常数 1 的 差 是 任 


意 小 . 
极限 的 本 质 已 经 表达 出 来 了 ,可 是 什么 是 “任意 小 ”, 什 么 是 “无 限 增 大 ”? 仍然 是 模糊 
的 . 最 自然 的 办 法 是 ,从 对 极限 概念 的 定性 描述 过 渡 到 对 极限 概念 的 定量 描述 . 这 是 德国 数 
学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 的 功绩 . 这 就 引出 了 序列 极限 的 下 述 定义 . 
定义 ” 设 {a,} 是 实数 序列 ,a 为 有 限 数 ， 如果 对 每 一 个 任意 小 的 正 数 s, 都 存在 一 个 正 
整数 NN ,使 得 对 于 zx 和 的 一 切 a; ,不 等 式 
: |a, 一 <a| =e (14-1) 
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成 立 , 则 称 序列 a, 以 有 限 数 a 为 极限 . 常数 a 叫做 序列 a 当 ” 十 ce 时 的 极限 , 记 做 
lima, 二 a 或 a, 一 a(n 一 00)， 

序列 a, 以 有 限 数 a 为 极限 也 称 为 序列 a, 收敛 到 a. 

注 (1) 此 定义 是 精确 的 ,基本 上 一 字 不 能 动 . 

(2)“ 不 等 式 (14-1) ”要求 对 一 切 s>0 都 能 找到 N ,使 它 成 立 ,不 能 只 对 某 些 e 找到 N. 

(3) 对 指定 的 e>0, 不 等 式 (14-1) 对 一 切 za>N 都 成 立 , 不 能 只 对 一 部 分 成 立 , 

极限 的 这 一 定义 采用 了 电影 的 手法 : 以 “ 常 ”刻画 “ 变 ”, 以 “ 静 ” 描 述 “ 动 ”. 把 无 限 过 程 化 
为 不 同 的 时 刻 . 极限 定义 体现 了 办 证 思想 : 它 是 有 限 与 无 限 , 近 似 与 精确 ,常量 与 变量 的 对 
立 统一 . 

1.2 序列 极限 的 四 则 运算 

极限 运算 包含 了 无 限 过 程 ,通过 下 面 的 定理 ,可 以 将 它 回归 到 四 则 运算 . 而 借助 四 则 运 
算 , 可 大 大 简化 极限 的 计算 . 

定理 1 如 果 lima, 和 lim5, 存在 , 则 

(1) limCa, +6,) = lima, + limb, 


《2) lim(a, * 68,)=lima, * limb,; 


4 lima, 
(3) lm 区 一 TD (limb, #0). 


证 只 证 (2),(1) 和 (3) 留 给 读者 ， 
设 lima, 二 a,limb, 一 6, 要 证 limta, » b.,) =ab. 
不 难看 出 ,有 极限 的 序列 一 定 是 有 界 的 ,所 以 存在 M>>0, 使 得 | | 二 M9 对 一 切 n 成 
立 . 由 此 有 
|asbr —ab|= |asb, — abs tab,—ab| 

< | 一 中. | |abs—ab| 

< |b ||ar—alt+ |all|6,—6| 

Mla,—alt+ |al|6,—6l. 
当 a 关 0 时 , 任 给 e>0, 都 存在 N 汪 0, 使 得 当 n>>N 时 ， 


一 _e 一 é 
|a; a|< 3 和 |5, s| < aa 


@ 设 Jimar 一 <( 天 0), 则 对 任意 小 的 正 数 se, 存在 N, 当 zx 六 时 ,la 一 a|<e, 特 别 取 so 王 1, 则 存在 Ni, 当 n> Ni 


时 ,有 |a 一 a| 二 1, 即 有 |as| 志 1 十 la| (n>>N1). 取 
XI 一 maxfalyaz，… aN :1 十 |al}. 
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由 此 立刻 得 到 
|a2 一 四 | 一 
当 a 王 0 时 , 即 liman 一 0 时 ,对 任 给 的 s 盖 0 ,都 存在 N>0, 使 得 当 ”>> 和 时 ， 
| Un | 去 入 ， 
从 而 labs—0|= |allb < M=e. 
总 之 ,总 有 lim[a。 。b, 二 ab. 证 毕 . 
$2 两 个 重要 定理 


实数 连续 性 的 建立 对 数学 分 析 的 严格 的 逻辑 构造 起 着 奠基 的 作用 , 由 此 我 们 可 以 引出 
许多 深刻 的 结论 ,这 些 结论 更 完全 更 细致 地 刻画 了 实数 集合 的 结构 . 本 节 给 出 与 实数 论 有 关 
的 两 个 定理 ,它们 对 积分 存在 狂 的 证 明 是 至 关 重要 的 . 


2.1 区 间 套 定理 


区 间 套 定理 是 一 个 很 有 用 的 定理 ,并 且 具 有 直观 的 优点 . 
定理 2( 区 间 套 定理 ) 设 有 一 个 套 着 一 个 的 区 间 的 无 穷 序列 
La ,01] ? Laz ,bz |], "9 La。 ;bj， "sy 
后 面 的 每 一 个 都 包含 在 其 前 面 的 一 个 之 内 ,并 且 当 nn 一 co 时 ， 
lim(b, 一 &,) 一 0， 


则 区 间 的 端点 a, ,5 趋向 于 公共 的 极限 c: 


lima, 一 limb, = c。 (14-2) 
证 对 一 切 n 都 有 a 二 ,从 而 ,变量 Qn 是 有 上 界 的 ,因而 它 有 唯一 的 上 确 界 c, 并 且 
lima, = c. 
对 于 下 降 的 变量 5b, 来 说 ， 
O, > Uls 
因而 , 它 也 有 了 唯一 的 下 确 界 c : 
limb, = c.. 


N00 


两 极限 的 差 


c—c 一 lim(a, 一 已 ) 二 0, 
即 (14-2) 式 成 立 . 
2.2 有 限 覆 盖 定 理 
我 们 来 考查 闭 区 间 [a,5j 和 一 个 由 开 区 间 所 成 的 系 5 二 {0o} ,其 中 开 区 间 的 个 数 可 以 是 
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有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 . 若 对 于 闭 区 间 [a,6] 内 的 每 一 个 点 必 有 内 的 区 间 o 包含 它 , 就 说 
开 区 间 系 覆盖 闭 区 间 [a,6bj. 
定理 3{( 有 限 覆 盖 定 理 ) 车 闭 区 间 [a, 纪 被 一 个 开 区 间 的 无 穷 系 Z 一 {o} 所 覆盖 , 则 总 能 
从 ={o} 中 选 出 有 限 子 系 
了 = (oo 
它 同 样 能 覆盖 闭 区 间 [a ,0. 
证 ”用 反 证 法 .假定 区 间 [c, 扫 不 能 被 三 中 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 把 区 间 [La,61 分 为 两 
半 , 在 两 半 中 至 少 有 一 个 不 能 被 导 中 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 用 [ai ,5 ] 表 示 这 个 区 间 . 再 把 这 
个 区 间 分 为 两 半 ,并 用 [as ,b; ] 表 示 不 能 被 中 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 的 那 半 个 区 间 . 继续 不 
断 进 行 这 种 步骤, 我 们 得 到 一 个 无 穷 区 间 列 
[4,651], 1=1,2,3,., 
其 中 每 一 个 区 间 都 是 前 一 区 间 的 一 半 . 所 有 这 些 区 间 都 是 这 样 选取 的 ,它们 之 中 没有 一 个 
能 被 互 中 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 由 区 间 套 定理 ,它们 有 一 个 公共 点 c: 
lime, = limb, = ¢. 
这 个 点 c 必 在 某 个 区 间 co 一 (a, DB 内 ,于 是 ,ae<<c<8. 易 见 ,从 某 个 二 开始 ,区 间 [a, ,六 ] 将 落 
在 区 间 wm 一 (ce,B) 内 .这样 , 一 个 区 间 就 可 将 它们 全 部 盖 住 . 这 与 区 间 [La ,2 的 选 法 矛盾 . 这 
就 证 明了 定理 . 


$3 收敛 原理 


给 定 一 个 序列 {4,) ,如 何 判断 它 有 没有 极限 呢 ? 


3.1 了 于 序列 
设 已 给 一 个 序列 
CI GQ?» Cry “"". (14-3) 
除 它 以 外 ,我 们 考虑 任何 一 个 属于 它 的 部 分 序列 
Qn 9 Cn 9 9 Qn 9 (14- 4) 


我 们 也 称 (14- 4) 是 (14-3) 的 子 序列 . 

易 见 , 原 序列 (14-3) 收 敛 , 则 子 序列 (14- 4) 也 收敛 ,而 反 过 来 不 一 定 成 立 . 

当 序 列 (14-3) 是 有 界 序列 时 ,下 面 的 波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 斯 的 预备 定理 成 立 . 

定理 4( 波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 ) 从 任何 的 有 界 序列 (a,} 中 ,总 可 以 选 出 收 
敛 于 有 限 数 的 子 序列 ， 

证 设 全 部 的 数 a, 都 落 在 区 间 [c,dj 内 . 把 lc 四 分 为 两 半 ,至 少 有 一 半 包 含 序列 中 的 
无 穷 多 个 元 素 ,把 这 一 半 记 为 [cl ,di]. 再 把 Lc ,di ] 分 为 两 半 , 至 少 有 一 半 包 含 序列 中 的 无 
穷 多 个 元 素 , 把 这 一 半 记 为 Lc; ,da ]. 继续 这 种 步骤 ,第 & 次 分 得 的 区 间 记 为 Lce ,di ,同样 包 
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含 序列 中 的 无 穷 多 个 元 素 . 如 此 无 限 地 继续 进行 下 去 . 
在 这 些 区 间 中 ,每 一 个 都 是 前 一 个 的 一 半 , 并 且 包 含 在 前 一 个 之 中 . 第 个 区 间 的 长 度 
等 于 


do = Si k=1,2,-.. 


当 >co 时 , (4di 一 ci) 一 0. 由 区 间 套 定理 ,ci ,dx 趋向 于 一 个 共同 极限 a. 

现在 我 们 可 以 用 归纳 的 方法 把 子 序列 {a, } 造 出 来 . 在 序列 元 素 a, 中 任 取 包 含 在 
[esqij] 内 一 个 作为 a,. 在 a 后 面 的 各 元 素 a 中 任 取 一 个 包含 在 [cs ,ds] 内 作为 a,,,…. 在 
an au ，…a ,后面 的 各 元 素 a 中 任 取 一 个 包含 在 [cs ,dij 内 作为 ac ， 

因为 ce< an di ,而 


limc: = limd 一 4， 
oo oo 
所 以 lima,, 一 a. 证 毕 . 
3.2 收敛 原理 


柯 西 和 波 尔 查 诺 给 出 了 下 面 的 定理 ,通常 称 之 为 收敛 原理 . 

定理 5( 收 和 剑 原 理 ) 序列 a, 有 有 限 极限 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 给 定 的 s>0, 都 存 
在 这 样 的 序号 六 ,使 得 当 m,z>> 六 时 ,不 等 式 

|a, 一 ao|<e (14-5) 

恒 成 立 . 

证 必要 性 设 序列 ao, 有 有 限 极限 a, 即 lima, =a. 于 是 ,对 任 给 的 s>0 ,都 存在 N, 使 
得 当 m ,xz 六 时 ,不 等 式 

lo 一 a|<< 广 和 |a, 一 a|<5 
恒 成 立 . 因此 . 
|a 一 ao 一 |a 一 aa 十 & 一 a| 委 |a 一 4 十 le 一 上 |<< 广 十 广 一 。 


充分 性 ”我 们 用 波 尔 查 诺 -外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 来 证 明 充 分 性 . 

假定 条 件 已 经 满足 ,要 证 明 序 列 c。 有 有 限 极限 a 存在 ， 

先 证 明 序 列 a, 是 有 界 集合 . 由 (14-5) 式 ， 任 给 s>0, 存 在 N, 当 m,n>N 时 ,有 

an 一 ea<< ar < an 十 E. 
对 固定 的 m, 变 量 ca。 是 个 有 界 量 , 当 ?>N 时 ,a, 是 有 界 的 .不 难 放宽 这 两 个 界限 ,使 得 前 N 
个 值 也 包含 在 它们 中 间 , 或 者 令 M 一 max{al,as,…,ansan 十 e} , 则 有 |a, | 二 MM. 于 是 ,由 波 
尔 查 诺 -外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 ,存在 子 序列 {a, } , 它 收 鳃 于 有 限 极 限 a: 
lima, = a. 


我 们 来 证 明 , 序列 a, 也 收敛 于 a. 选择 ,使 nN( 我 们 可 以 假定 这 里 的 N 与 (14-5) 
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式 的 NN 是 相同 的 ,否则 我 们 取 大 的 一 个 作为 共同 的 N) ,使 得 


|a。 —al|<e. 
因此 在 (14-5) 中 可 以 取 m= 二 4 而 得 到 

[a —an, |<e. 
合并 两 个 不 等 式 , 最 后 得 到 

|a, —a|< 2e. 


这 就 证 明了 定理 . 

收敛 原理 通常 称 为 柯 西 准则 . 这 个 准则 对 于 理论 的 建立 是 非常 有 用 的 ,但 较 少 用 来 确定 
具体 情形 下 的 极限 的 存在 , 它 的 独特 性 在 于 , 它 只 是 根据 序列 自身 的 结构 来 判断 极限 的 存 
在 性 .但 柯 西 和 波 尔 查 诺 并 没有 给 出 定理 的 正确 证 明 . 


第 十 五 章 ”函数 及 其 连续 性 


函数 概念 是 近代 数学 思想 之 花 . 
汤 怒 士 - 雪 克 疗 马 克 

每 一 个 数学 配 数 ,无 沦 多 复杂 ,， 荡 可 以 表示 为 某 些 简单 的 基本 的 配 数 之 和 . 
传 里 叶 


自 17 世纪 近代 数学 产生 以 来 ,函数 概念 一 直 处 于 数学 思想 的 真正 核心 地 位 , 尽管 函数 
概念 的 重要 意义 远 远 超出 了 数学 领域 ,我 们 还 是 将 注意 力 集中 在 数学 意义 下 的 函数 . 整个 微 
积分 都 是 研究 函数 性 质 的 . 这 些 性 质 分 成 三 个 层次 : 初等 性 质 ; 借 助 极 限 证 明 的 性 质 ; 借 助 
微 积 分 证 明 的 性 质 . 


$1 基本 概念 
1.1 函数 定义 
自然 界 的 现象 不 是 孤立 的 ,而 是 相互 联系 的 . 数学 科学 的 目的 是 探索 .揭示 它们 之 间 的 
联系 和 规律 . 


定义 设 z,y 是 两 个 变量 ,分 别 在 实数 集合 D,G 内 取 值 . 若 依 某 一 法 则 f, 对 每 一 个 值 
xXED, 都 有 一 个 唯一 确定 的 值 yEG 与 之 对 应 , 则 称 变量 y 是 变量 z 的 函数 , 记 做 
y= f(x), : 
其 中 ,zx 称 为 自 变量 ,> 称 为 因 变 量 ,D 叫做 孙 数 的 定义 域 ,G 叫做 函数 的 值 域 . 
函数 定义 中 包含 三 个 要 素 ; 定义 域 , 值 域 和 对 应 关系 ， 


1.2 单调 函数 


定义 在 区 间 [a,65] 上 的 函数 f(z) 称 为 递增 的 , 若 1<CT? , 则 大 zl)<< rz )( 图 15-1). 
说 函数 F(Cz) 在 区 间 [e, 妇 上 是 递减 的 , 若 zz 过 zz, 则 f(zi) 之 fCz2) (图 15-2). 
递减 函数 .递增 函数 合 在 一 起 统称 为 单调 函数 
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y=f (x) 


{ 
jeo) 
1 


Zem) 
1 


1.3 反 函 数 


设 函 数 y 二 了 A(z) 是 定义 在 区 间 [La,5] 上 的 一 个 单调 函数 ,并 设 它 的 值 域 是 区 间 [c,dj. 由 
单调 性 知 ， 
2 天 Ta > f(x) f(rs), 
因此 ,对 于 区 间 [Lc,Qj 上 的 每 一 个 y， 恰 有 一 个 数 ZE[a,b], 使 得 
省 -----------> FFCz) = 一 > 我们 把 这 个 z 记 为 广 :(?). 这 样 一 来 ,我 们 定义 了 一 个 
函数 广 : , 它 以 [c ,四 为 定义 域 , 以 Le ,的 为 值 域 : 
(1) 广 1(y)= 二 zx,y€ [Lc,adj 等 价 于 
(2) f(x) 二 y,XTELa,5]( 见 图 15-3). 
二 ff 和 f/f 的 关系 可 用 下 述 方式 描述 : 在 (1) 中 令 y= 二 f(z), 可 得 
(3) fi(f(x))=zx,rELa,b]; 
在 (2) 中 令 z 一 广 : (y) ,可 得 
图 15-3 (4) ff 1(y))=y,yELc,ad]. 
” 吧 数 了 和 被 称 做 互 为 反 画 数 ， 
函数 y 二 了 A(z) 的 反 枉 数 常 采用 另外 的 符号 来 表示 : x+ 二 gCy), 用 以 将 代 zz 二 广 1(y). 又 ， 
在 习惯 上 常用 字母 x 表示 自 变 量 ,而 用 字母 > 表示 因 变 量 , 这 样 > 一 Az) 的 反 函 数 就 写 为 
y= ylz). 


~ 一 -一 -一 一 一 一 一 


例 ” 设 函数 为 
3 一 Cr 十 D， 一 2， y= Xx， 
则 反 函 数 分 别 为 
xz 一 >， Z 一 Vy( 或 一 Vy)， zx = 3y. 
改变 自 变 量 与 因 变 量 的 记号 , 则 反 函 数 分 别 是 
7 一 一 2， y= 二 Nz( 或 一 YT)，y = YI. 
函数 与 反 薄 数 之 间 有 密切 的 联系 ,知道 了 耻 数 的 性 质 就 可 引出 反 函 数 的 性 质 , 反 之 
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今 来 研究 反 函 数 的 图 形 . 设 函 数 y= 二 f(z) 有 反 函 数 , 易 见 ,车 > 了 
Ca,b) 是 的 图 形 上 的 一 点 , 则 (6,a) 就 是 广 :的 图 形 上 的 一 点 . 而 点 
(ab 与 (5,a) 关 于 直线 ?一 z 对 称 . 由 此 我 们 得 出 : yy 

反 函 数 y 二 yz) 的 图 形 与 函数 y 一 f(z) 的 图 形 关于 直线 y 一 z 对 A 
称 ( 见 图 15- 4).- 

注 反 函 数 的 概念 为 我 们 提供 了 构造 新 函数 的 第 一 个 方法 . 反 三 
角 函 数 就 是 借助 反 函 数 的 概念 从 三 角 函 数 中 构造 出 来 的 ,而 对 数 函数 图 15 4 
是 指数 函数 的 反 函 数 . 


832 初等 函数 
从 理论 上 讲 微 积分 是 研究 连续 函数 的 . 从 实用 角度 看 , 它 研究 的 就 是 初等 函数 . 弄 清 楚 
初等 函数 的 性 质 及 图 形 对 学 好 微 积分 至 关 重要 . 
“2.1 基本 初等 函数 
常数 函数 ”函数 y= 二 f(x) 一 c 称 为 常数 函数 (图 15-5). 


图 15-5 图 15-6 


畦 函数 “函数 y 一 zx (a 是 实数 ) 称 为 宕 函数 . 当 a 取 不 同 的 值 时 , 知 函 数 的 定义 域 是 不 
同 的 . 它们 共同 的 定义 域 是 (0, 十 oo) (图 15- 6). 

指数 函数 ”函数 

y 二 a” (a 是 不 等 于 1 的 正常 数 ) 

叫做 指数 函数 . 它 的 定义 域 是 全 体 实数 . 因为 无 论 x 如何 ,总 有 =( 拉 a>!l 站 ya a>l 
ar 之 0, 又 o 一 1, 所 以 指数 函数 的 图 形 ,总 在 zx 轴 上 方 , 且 通过 点 
(0 ,1). 

车 a 之 1, 函数 是 单调 增加 的 ; 

车 0<a<1, 则 情形 相反 ,函数 是 单调 减少 的 (图 15-7). 5 

y 一 er 是 最 常用 的 指数 函数 . 四 15 

对 数 函 数 ” 指 数 函数 y 一 az 的 反 函 数 叫 做 以 a 为 底 的 对 数 
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函数 : > 一 log.z ,这 里 a 是 不 等 于 1 的 正常 数 . 对 数 函 数 的 图 
形 , 可 以 从 它 所 对 应 的 指数 函数 > 一 az 的 图 形 按 反 函数 作 图 法 
一 般 规 则 求 出 . 这 就 是 关于 第 一 和 第 三 象限 的 平分 线 作 对 称 于 
y 一 a 的 曲线 ,就 得 到 > 一 logz 的 曲线 . 对 数 函 数 的 定义 域 是 
区 间 (0, 十 co), 且 1 的 对 数 是 0, 所 以 它 的 图 形 在 y 轴 右 方 且 
通过 点 (1,0). 当 a>1 时 , 在 区 间 (0, 十 ce) 内 函数 单调 增加 ， 
在 开 区 间 (0,1) 内 函数 值 为 负 , 而 在 区 间 (1, 十 cc) 内 函数 值 为 
正 ; 当 a 过 1 时 ,在 区 间 (0, 十 co) 内 函数 单调 减少 ,在 开 区 间 
(0,1) 内 函数 值 为 正 , 而 在 区 间 (1, 十 ceo) 内 函数 值 为 负 
(图 15- 8). 
y 一 lnz 是 最 常用 的 对 数 函 数 . 
三 角 范 数 ”共有 6 个 阻 数 : sinx,coszx,tanz,cotzx,secx,cscz, 其 中 前 4 个 是 基本 的 . 因 


,cscz 一 -二 ,所 以 我 们 只 讲述 前 4 个 函数 


COsST 
函数 > 一 sinz 的 定义 域 是 区 间 ( 一 ,十 oo), 它 是 奇 函 数 , 图 形 对 称 于 原点 ;又 因为 sinz 
二 sin(z 十 27) ,所 以 称 它 是 周期 函数 ,周期 是 2r. 因此 只 要 先 将 它 在 区 闻 [L0,xj 上 的 图 形 做 
出 ,其 次 根据 它 是 对 称 于 原点 的 这 一 性 质 再 将 它 在 区 间 [ 一 x,0] 上 的 图 形 做 出 ,最 后 根据 它 
的 周期 性 ,整个 图 形 就 不 难 绘 出 (图 15- 9). 


图 15-8 


为 secz 一 


图 15-9 
函数 yy 一 COS 的 定义 域 是 区 间 ( 一 co, 十 ce) ,图 形 对 称 于 y 轴 , 它 也 是 周期 函数 ,周期 是 
2x. 利用 公式 cosz 一 sin(z 十 x/2) ,不 难看 出 把 正弦 曲线 > 一 sinz 沿 着 zx 轴 向 左 移动 一 段 距 
离 r/2 ,就 获得 余弦 曲线 ?一 cosz( 图 15-10). 
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函数 > 一 tanz 在 点 一 (24 十 1) Ck 是 整数 ) 处 无 定义 . 它 是 奇 函 数 , 又 是 周期 函数 , 周 


期 是 x. 图 15-11 表示 函数 > 一 tanz 的 图 形 , 它 对 称 于 原点 , 且 由 无 穷 多 支 所 组 成 ,每 支 都 是 . 
单调 增加 的 . 仿 此 ,可 以 讨论 函数 > 一 cotz 并 绘 出 其 图 形 ( 图 15-12). 


反 三 角 函 数 ”三角 函数 


sinzx, COsxX, tanzxz, cotx 


的 反 函 数 ,分 别 记 做 
Arcsinz, Arccoszt, Arctanz, Arccotz, 

叫做 反 三 角 范 数 . 这 些 函 数 都 表示 角度 (以 弧度 为 单位 ) ,而 这 些 角 度 的 正弦 .余弦 、 正 切 、 余 
切 就 等 于 z. 按 反 函数 作 图 法 的 一 般 规则 ,不 难 求 出 它们 的 图 形 . 但 是 这 些 函 数 都 是 多 值 函 
数 . 在 微 积分 中 我 们 只 研究 单 值 油 数 ,因而 需要 从 多 值 函 数 中 取出 它 的 单 值 分 支 . 先 看 反正 
弦 函 数 . 

函数 > 一 Arcsinz 的 图 形 ( 图 15-13) 介 于 两 条 直线 z 一 一 1 与 < 一 1 之 间 , 它 的 定义 域 是 
闭 区 间 [ 一 1,1].y 一 Arcsinz 等 价 于 siny 一 z. 对 于 给 定 的 z 值 有 无 穷 多 y 值 与 之 对 应 . 从 图 
形 上 看 ,在 闭 区 间 [ 一 1,1] 内 作 垂 直 于 z 轴 的 直线 ,这 直线 与 图 形 交 于 无 穷 多 个 点 ,这 些 点 
的 纵 坐 标 是 y. 

为 了 取 到 这 个 函数 的 单 值 分 支 ,通常 我 们 选择 位 于 函数 值 的 闭 区 间 [ 一 x/2,x/2] 上 的 
一 段 曲线 (在 图 15-13 上 用 粗 线 所 画 出 的 弧 AB). 这 样 所 限定 的 函数 值 ,叫做 Arcsinz 的 主 
值 , 记 做 arcsinz, 从 而 


一 工 


2 
于 是 ,? 一 arcsinz 是 定义 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 的 单 值 .单调 增加 函数 . 
简 而 言 之 ,我 们 这 样 选取 单 值 分 支 : > 一 sinz 在 [一 zx/2,rx/2] 上 是 单调 递增 的 ,其 值 域 


， ws 
< arcsinx 二 BE 
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是 [一 1,1] ,图 形 如 图 15-14 所 示 . 
y 一 sinz 的 反 晴 数 是 y 一 arcsinz, 在 区 间 [ 一 1,1] 上 说 增 ,其 值 域 是 [一 x/2,x/2]. 图 形 
如 图 15-15 所 示 . 


y=sinx y=arcsinx 


图 15-13 图 15-14 15-15 
类 似 地 ，y 王 cosz 在 区 间 [0,rx] 上 是 单调 递 降 的 ,其 值 域 是 [一 1,1]. 图 15-16 是 它 的 图 


形 , > 一 cosz 的 反 函 数 是 y 王 arccosz, 它 在 区 间 [ 一 1,1] 上 是 递 降 的 , 值 域 是 区 间 [o,zx]. 图 
15-17 是 它 的 图 形 , 称 为 Arccosz 的 主 值 . 


图 15-16 图 15-17 15-18 


2 一 tanz 在 区 间 ( 一 x*/2,r/2) 内 是 单调 递增 的 ,其 值 域 是 (一 ,十 ce). 图 15-18 是 它 的 
图 形 . > 一 tanz 的 反 函 数 是 y 二 arctanz, 它 在 区 间 ( 一 oo ,十 co) 上 是 单调 递增 的 , 它 的 值 域 是 
(一 x/2,x/2). 图 15-19 是 它 的 图 形 ,并 称 为 Arctanz 的 主 值 . 

y 三 cotz 在 区 间 (0,x) 内 是 单调 递 降 的 ,其 值 域 是 (一 co, 十 oo). 图 15-20 是 它 的 图 形 . 
?一 cotz 的 反 函 数 是 ?一 arccotz, 它 在 区 间 ( 一 co, 十 ce) 上 是 递减 的 , 它 的 值 域 是 (0,r)， 
15-21 是 它 的 图 形 ,并 称 为 Arccotz 的 主 值 . 


$2 初等 函数 245 


y=arccotx 


图 15-20 图 15-21 


2.2 复合 函数 与 初等 函数 


在 有 些 问 题 中 ,两 个 变量 的 联系 不 是 直接 的 ,而 是 通过 另 一 个 变量 联系 起 来 的 ,这 就 引 
出 了 复合 函数 的 概念 . 

定义 1 设 y 是 z 的 函数 ; y= 二 f(z), 而 z 又 是 xz 的 函数 ; z= 二 g(xz). 以 卫 表 示 y(z) 的 
定义 域 . 如 果 对 于 工 在 XX 上 取 值 时 所 对 应 的 z 和 值 ,函数 y= 二 f(z) 是 有 定义 的 , 则 y 成 为 z 的 
函数 , 记 为 

y= f(z)). 

这 个 函数 叫做 由 函数 y= 二 f(z) 及 z 一 VCz) 复 合 而 成 的 复合 函数 , 它 的 定义 域 为 X,z 叫做 中 
间 变 量 . 

复合 函数 是 产生 新 函数 的 第 二 种 办 法 . 比 借助 反 函 数 产生 的 孙 数 还 要 丰富 多 彩 . 借助 

合 运算 可 以 产生 大 量 的 新 函数 . 从 逻辑 上 讲 , 它 不 是 基本 的 概念 ,但 从 运算 上 讲 , 它 非常 重 

要 ,特别 对 微 积分 而 言 . 

下 面 我 们 给 出 初等 函数 的 定义 . 

定义 2 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 . 乘 方 . 开 方 和 复合 运算 而 得 到 的 函数 叫 
初等 函数 . 


2.3 范 数 概念 发 展 史 


近代 数学 的 主体 主要 是 围绕 着 函数 和 极限 概念 展开 的 . 函数 概念 最 早出 现在 格雷 戈 里 
的 文章 4 论 圆 和 双 曲 线 的 求 积 }》 中 . 他 定义 函数 是 这 样 一 个 量 : 它 是 从 一 些 其 他 量 经 过 一 系 
列 代数 运算 而 得 到 的 ,或 者 经 过 任何 其 他 可 以 想象 到 的 运算 得 到 的 , 自从 牛顿 于 1665 年 开 
始 微 积分 的 工作 后 ,他 一 直 使 用 “流量 ”一 词 来 表示 变量 间 的 关系 . 革 布 尼 茨 (1646 一 1716) 
1673 年 在 一 篇 手稿 里 使 用 了 “函数 ”这 一 概念 . 后 来 , 莱 布 尼 茨 又 引进 “常量 "“ 变 量 ” 和 “ 参 
变量 ”的 概念 . 在 数学 史上 ,这 是 一 大 进步 , 它 使 得 人 们 可 以 从 数量 上 描述 运动 了 . 当时 的 函 
数 指 的 是 可 以 用 解析 式 子 表示 的 函数 ,但 这 种 概念 对 数学 和 科学 的 进一步 发 展 来 说 是 太 狭 
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窗 了 . 
用 符号 “gz” 表 示 一 般 函 数 的 是 瑞士 数学 家 约翰 。 伯 努 利 (1667 一 1748), 他 在 1718 年 使 
用 了 这 一 表示 . 这 是 函数 概念 从 解析 表达 式 走向 抽象 表示 的 第 一 步 . 1734 年 欧 拉 用 f(z) 作 
为 隔 数 的 记号 . f(z) 中 的 了 是 function 的 第 一 个 字母 .历史 上 第 一 个 给 出 函数 一 般 定 义 的 
是 犹 利克 雷 (1805 一 1859). 他 给 出 了 下 面 的 著名 函数 (1829) ， 
fcr) = 0， 工 是 无 理 数 ， 
1， 工 是 有 理 数 . 
这 个 函数 具有 两 个 特点 : 
(1) 没有 公式 ;函数 定义 从 解析 式 子 中 解放 了 出 来 . 
(2) 没有 图 形 ;函数 定义 从 几何 直观 中 解放 了 出 来 . 
这 个 进步 相当 于 从 具体 数字 到 字母 表示 . 进而 ,在 1837 年 他 给 出 了 函数 的 如 下 定义 : 
如 果 对 于 给 定 区 间 上 的 每 一 个 z 值 ,都 有 唯一 的 y 值 与 它 对 应 ,那么 y 是 工 的 函数 . 
函数 概念 的 现代 定义 依赖 于 集合 论 . 直到 19 世纪 集合 论 诞生 后 , 才 出 现 现在 的 函数 
定义 . 
狄 利克 雷 是 现代 数学 的 始祖 . 他 是 头 一 位 在 数学 中 重视 概念 ,并 有 意识 地 “以 概念 代替 
计算 ?的 人 . 这 是 数学 从 研究 “ 算 ” 到 研究 “概念 ,性质 和 结构 ?的 转变 ， 


§ 3 ”函数 的 连续 性 


微 积分 主要 是 研究 连续 函数 的 ,因而 对 连续 函数 的 性 质 需 要 有 一 个 清楚 的 理解 . 我们 将 
集中 力量 考查 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 两 个 性 质 : 这 就 是 最 大 值 .最 小 值 定 理 和 中 间 值 定理 . 
由 于 连续 函数 是 在 函数 极限 的 基础 上 定义 的 ,为 此 我 们 先 讲述 函数 的 极限 , 


3.1 函数 的 极限 


有 了 $1 中 序列 极限 的 定义 ,不 难 给 出 函数 极限 的 定义 . 但 函数 极限 要 分 为 两 种 基本 情 
况 来 讨论 : 其 一 , 自 变量 趋 于 无 穷 的 过 程 : zx 一 十 cojz 一 一 coj |z| 一 十 coj 其 二 , 自 变 量 趋 
于 有 限 数 的 过 程 : zx 一 a. 因而 我 们 有 下 面 的 定义 ， 

定义 1 设 函 数 AF(z) 在 z>a(a>>0) 时 有 定义 . 如 果 对 任 一 个 预先 指定 的 任意 小 的 数 
e 之 0, 总 存在 一 个 X>0, 使 得 当 z>X 时 ,不 等 式 |f(z) 一 4A| 二 e 成 立 , 则 称 当 zx 一 十 co 时 ， 
f(z) 以 A 为 极限 , 记 做 

lim f(x) 二 A 或 f(z) > A (xz—+o0). 

另外 两 种 极限 过 程 z= 一 一 ee 和 |z| 一 十 ,可 类 似 定义 . 

定义 2 设 函 数 f(z) 在 点 a 的 某 邻 域内 有 定义 (在 4 点 可 以 没有 定义 ). 如 果 对 任 一 个 
预先 指定 的 任意 小 的 数 se>0 ,总 存在 一 个 5 汪 0, 使 得 对 于 满足 条 件 0 二 |z 一 a| 二 6 的 一 切 
z ,都 有 | 
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[f(x)—A|<=e, 
则 称 当 xz->a 时 ,了 f(z) 以 A 为 极限 , 记 做 
limf (x) 二 A 或 f(z)—A (zr— a). 

注 0 过 |z 一 a|<6 表示 zxz 在 a 的 空心 邻 域 中 ,而 z 关 4a, 因 为 极限 过 程 与 函数 f(z) 在 a 
点 是 否 有 定义 以 及 在 a 点 的 取 值 无 关 . 以 后 我 们 常用 5 二 (a 一 8 过 x 过 a 十 8) 表示 以 a 为 心 的 
邻 域 . 

函数 极限 limf(z) 一 A 的 几何 意义 . 任 给 。>0, 用 平行 于 xz 轴 的 直线 y 一 A 一 。 和 y 一 A 
十 e 作 一 长 条 带 域 . 由 定义 2, 存 在 8>0, 使 得 当 0<<|z 一 a1|<8 时 ,有 |JFz) 一 A|<e. 这 就 是 
说 ,在 z 轴 上 可 以 找到 一 个 以 a 为 中 心 的 开 区 间 (a 一 5,4 十 86) ,使 当 zE (Ca 一 9,a 十 9) 且 工夫 a 
时 ,点 PCz,f(z)) 就 必然 落 在 所 述 的 长 条 阴影 带 内 ( 见 图 15-22). 

函数 极限 lim f(x) 二 A 的 几何 意义 可 参见 图 15-23. 


图 15=22 图 15-23 


函数 极限 仍然 满足 极限 的 四 则 运算 ， 


3.2 单 边 极 限 


在 函数 极限 的 定义 中 , 当 x->a 时 ,x 既 可 在 a 的 左 侧 ,又 可 在 a 的 右 侧 . 但 有 时 所 讨论 
的 z 值 只 能 在 a 的 左 侧 ( 即 zx 魏 a) ,或 者 只 能 在 a 的 右 侧 ( 即 x 之 a) ,此 时 我 们 就 有 如 下 的 左 
极限 、 右 极限 的 概念 : 

当 xz 从 左 侧 趋 于 a 时 ,如 果 函 数 f(z) 的 极限 存在 ,这 个 极限 就 叫做 函数 f(x) 当 zx>a 
时 的 左 极限 , 记 做 lim f(x). 

当 工 从 右 侧 趋 于 a 时 ,如 果 函 数 f(x) 的 极限 存在 ,这 个 极限 就 叫做 沙 数 f(z) 当 za 
时 的 右 极 限 , 记 做 lim f(z)， 

根据 左 极限 与 右 极限 的 定义 不 难看 出 : 函数 f(z) 当 xz->a 时 极限 存在 的 充分 必要 条 件 
是 , 左 极限 与 右 极限 各 自 存在 且 相 等 , 即 lim f(x) 一 lim f(z). 因此 ,即使 lm f(x) 和 lim f(x) 


都 存在 ,但 不 相等 , 则 limf(z) 不 存在 . 
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3.3 连续 函数 
定义 3 设 函 数 f(x) 在 点 zo 的 某 邻 域 8. 内 有 定义 . 如 果 
' lim f(z) = f(zxo), 
则 称 沙 数 f(z) 在 点 ze 处 是 连续 的 ;否则 , 称 函 数 f(z) 在 点 zo 处 是 间断 的 . 
这 个 定义 告诉 我 们 ,一 个 函数 在 一 点 连续 要 满足 三 个 条 件 ， 
(1) f(zo) 存 在 ; 
(2) 极限 lim f(z) 存 在 ， 
(3) lim f(z) = f(zxo). 
三 个 条 件 中 有 一 个 不 满足 ,函数 就 在 点 z。 处 是 间断 的 . 
3.4 连续 函数 的 最 大 值 . 最 小 值 定 理 


引 理 1 设 隆 数 f(x) 定义 在 闭 区 间 [a,5] 上 ,并 且 是 连续 的 ,又 在 区 间 的 两 端点 处 取 异 
号 的 数值 , 则 必 有 一 点 < 存在 ,a 二 cb, 使 得 
flc) = 0. 
这 个 引 理 有 简单 的 几何 意义 : 连续 曲线 从 z 轴 的 一 侧 走 到 另 
一 侧 必 与 x 轴 相 交 ( 图 15-24). 
证 明 我们 用 区 间 套 定理 来 证 明 它 . 为 确定 起 见 , 设 f(a) 一 


0,/(5) 之 0. 用 分 点 3 把 [a,b] 分 成 两 部 分 . 车 在 此 分 点 处 f(x) 
= 


图 15-24 二 0, 则 令 ,定理 就 已 证 明 . 若 (2 2] 天 0, 则 函数 必 在 区 


间 [ se 并 且 负 的 在 左 端 , 正 的 在 右 端 . 用 [ai ,bh] 
表示 这 个 区 间 . 我 们 有 


fla) < 0， f(6) 二 0. 
把 [al ,bi ] 再 分 成 两 半 , 并 除去 f(x) 在 分 点 全 训 为 0 的 情况 ,因为 在 这 种 情况 下 , 引 理 已 经 


被 证 明 . 用 La; ;bj 表示 使 
flas) <0, fl6s)>0 
的 那 半 个 区 间 . 
继续 进行 这 种 构造 区 间 的 过 程 . 这 时 ,或 者 在 有 限 多 个 步 又 以 后 ,我 们 会 遇 到 一 个 分 点 ， 
在 这 点 四 数值 为 0, 这 时 引 理 的 证 明 已 经 完成 ， ;或 者 我 们 得 到 一 个 无 穷 的 区 间 套 [a， ;bj (n= 
1,2,…) ,我 们 有 
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ja 0, f(b,) 二 0. 


并 且 它 们 的 长 度 等 于 
b—a 


2 


b, 一 a, 一 一 0， n— oo. 


所 以 Cn ,On 具有 相同 的 极限 c : 
lima, 一 limb, = (。 
c 显然 属于 [4a 如. 我 们 来 证 明 ,f(c) 一 0. 事实 上 ， 
fe) = limf(a,) 委 0 与 f(c) = limf(b.) 之 0， 
所 以 必 有 fle) 二 0. 引 理 证 毕 . 

我 们 要 注意 ,函数 在 闭 区 间 上 的 连续 性 要 求 是 极为 重要 的 ; 
因为 ,即使 是 只 具有 一 个 间断 点 的 函数 也 能 够 由 负 值 变 到 正 值 而 
不 变 为 0. 

例 1 函数 


图 15-25 


Z 一 2，0 委 Z 一 1， 
7 一 工 ， 1 委 工 二 2 
在 区 间 [0,2j 上 不 取 0 值 (图 15-25). 
引 理 1 在 求解 代数 方程 的 根 时 十 分 有 用 , 今 举 一 例 . 
例 2 证 明 奇 数 次 实 系数 代数 方程 
fr) 一 Tar 十 aizmr 十 十 az 十 az 一 0 
至 少 有 一 个 实 根 . 

解 ”考虑 绝对 值 充分 大 的 z. 此 时 对 取 定 的 <, 多 项 式 的 符号 将 与 z 的 符号 相同 , 当 x 之 
0 时 ,多 项 式 的 符号 为 正 ; 当 z<0 时 ,多 项 式 的 符号 为 负 . 因为 多 项 式 是 连续 函数 ,所 以 它 必 
然 变 号 , 必 在 区 间 的 某 一 点 处 取 0 值 . 所 以 奇数 次 实 系数 代数 方程 至 少 有 一 个 实 根 . 

将 引 理 1 稍 加 推广 ,我 们 就 得 到 连续 函数 的 中 间 值 定理 . 事实 上 ,一 个 连续 的 ,因而 就 不 
存在 “ 跳 路 ”的 函数 ,如 果 不 经 过 所 有 的 中 间 值 ,就 不 能 从 一 个 值 变 到 另 一 个 值 ,这 一 点 在 直 
观 上 是 没有 疑问 的 ， 

定理 1( 中 间 值 定理 ) 设 函 数 f(z) 定义 在 闭 区 间 [La,5] 上 ,并 且 是 连续 的 ,又 在 区 间 的 
两 端点 处 取 不 同 的 数值 

fla) = A, f(b) = B, 
则 不 论 C 是 A 与 B 之 间 的 怎样 的 数 , 必 有 一 点 c 存在 ,a 二 c<b, 使 得 fe) 二 C. 

证 为 确定 起 见 , 设 A<=B, 从 而 A 二 C<B. 作 辅助 函数 g(x) 二 f(z) 一 C. 这 个 函数 在 
这 区 间 上 是 连续 的 ,并 且 在 它 的 两 个 端点 处 取 不 同 的 符号 : 

g(a) = f(a)—C=A—C<0, gb)= f(6)—C=B—C>0. 
由 引 理 1, 在 a 与 5 之 间 可 以 找到 一 点 c, 使 得 g(c) 二 0, 即 
f(t)—C= 0 fe) = C， 
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下 面 研究 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 最 大 值 、. 最 小 值 定理 . 
引 理 2 在 闭 区 间 [La, 纪 上 连续 的 函数 f(z) 一 定 在 该 区 间 有 界 . 
证 ” 设 a 是 区 间 [a,5] 上 的 任意 一 点 , 由 函数 f(z) 的 连续 性 ,存在 以 a 为 中 心 的 小 区 间 
56, ,使 得 当 zxE6, 时 , | f(z) 一 了 f(a) | 过 1, 于 是 
[f(z)| < | .Fo | 十 1. 
对 区 间 [a,5] 内 的 每 一 点 a 都 有 小 区 间 6。. 所 有 这 些小 区 间 构 成 开 区 间 组 {S} ,根据 有 限 覆盖 
定理 ,从 开 区 间 组 {S} 中 一 定 可 以 选 出 有 限 个 开 区 间 A ,A: ,… ,A 盖 住 区 间 [a,5]. 
对 于 区 间 A 中 的 任意 点 二 ,我 们 有 
[fCz)| < | Feo | 十 1 
如 果 我 们 把 | Fa |, | Foz)|,…，| .Fas) | 最 大 的 记 为 M, 则 对 区 间 [a, 执 内 的 每 一 点 
都 有 
[f(z)| < MT1， 
这 就 证 明了 函数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 是 有 界 的 . 
定理 2 在 闭 区 间 [a,6j 上 连续 的 函数 f(x) 一 定 在 该 区 间 取 到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
证 根据 引 理 2， 函数 f(x) 在 区 间 [a,65] 上 是 有 界 的 . 因而 f(x) 有 上 确 界 8 和 下 确 界 
g. 下 面 证明 一 定 存在 点 x1,zx2 ,使 f(x1)=B, f(x2)—a, 
我 们 只 对 上 确 界 8 进行 讨论 ,因为 下 确 界 的 讨论 是 类 似 的 . 用 反 证 法 . 假定 f(x) 在 区 间 
[a,5] 上 的 任意 点 都 有 f(x) 二 8B, 我 们 来 推出 予 盾 . 易 见 ,函数 8 在 区 国 14 上 是 


连续 的 ,从 而 ,函数 5 一 cz 在 区 间 [a,6] 上 也 是 连续 的 . 由 引 理 2， 西数 了 xxz5 在 区 间 
[a,6] 上 是 有 界 的 ,所 以 存在 数 C0, 使 得 


B— fe ) 
1 
B— Fa <C (aa 委 z 委 站， 
即 
flz) <8 一 去 (a 之 zh). 
这 与 8 是 上 确 界 相 矛盾 . 定理 得 证 . 
3.5 函数 的 一 致 连续 性 
设 函 数 f(z) 在 某 个 区 间 [a,5] 上 有 定义 ,并 且 在 zE[a ,的 是 连续 的 , 则 
lim f(z) = f(zxo). 


或 者 ,对 于 任意 选取 的 e>0 ,一 定 能 找到 另 一 个 数 8 汪 0, 使 得 当 |z 一 zo | 过 6 时， 
[f(x)— f(x) | < se. (15-1) 
现在 假定 函数 f(x) 在 整个 区 间 [a,5] 上 是 连续 的 , 即 在 这 个 区 间 的 每 一 点 处 都 是 连续 
的 .于 是 对 于 La,5] 内 的 每 一 点 =, 依照 给 定 的 se 盖 0, 都 可 求 得 一 个 相应 的 8 使 得 (15-1) 成 
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立 . 对 给 定 的 e, 当 工 在 [a,b 内 变化 时 ,6 是 要 改变 的 . 从 图 y 
15-26 可 看 出 ,在 函数 变化 缓慢 的 地 方 比 在 函数 变化 很 快 的 
地 方 所 需 的 6 要 大 得 多 . 这 就 是 说 , 数 6 不 仅 依赖 于 ss, 而且 
也 依赖 于 z 
对 给 定 的 ,如 果 只 涉及 z 的 有 限 多 个 值 , 则 由 有 限 多 个 
对 应 的 8 的 数值 中 , 自然 可 以 取 到 最 小 的 一 个 ,而 这 个 3 自 
然 同时 适用 于 所 考虑 的 全 部 点 . 
可 是 对 包含 在 区 闻 La,5] 内 的 无 穷 多 个 z 来 说 , 却 不 能 图 15-26 
这 样 去 推断 . 与 无 穷 多 个 zx 相对 应 的 是 无 穷 多 个 5, 在 这 些 数 . 
值 中 可 能 有 要 多 小 就 多 小 的 数值 . 于 是 发 生 这 样 的 问题 , 当 。 已 知 时 ,能 否 选 一 个 5, 它 对 于 
集合 La,5] 上 的 一 切 = 都 适用 ? 
定义 4( 一 致 连续 ) 若 对 预先 给 定 的 s 盖 0, 能 找到 另 一 个 数 $>0, 使 同时 对 于 区 间 
La,5] 上 的 一 切 Xo ,使 得 当 |z— zo [< 时 ， 
[f(x)— flzo)| 一 es， 
则 称 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 是 一 致 连续 的 . 
换言之 , 称 函 数 f(x) 在 区 间 [a,65] 上 是 一 致 连续 的 ,如 果 对 于 任意 选取 的 e 汪 0, 一 定 能 
找到 一 个 数 6 汪 0, 使 得 当 | zi 一 zz | <8 时， 
| Ac — flrs)| <e， 


Xo—6 X00 x0t+6 


这 里 ,zi ,xs ELa,b]. 
例 3 函数 f(x) 二 zx? 在 区 间 [0,1] 上 是 一 致 连续 的 . 
证 ”对 任 一 点 zxoEf[0,1], 我 们 有 
[f(x)— flzo) l= |x zi|= |z—z||z+zo lO2|z— zo|. 


现在 ,对 于 给 定 的 。, 取 8 一 广 , 当 |z 一 za1<6 一 二 时 ,不 等 式 
| f(x) — f(x0) |<e 
成 立 . 这 样 一 来 ,f(x) 二 x? 在 区 间 [0,1] 上 是 一 致 连续 的 . 


例 4 ”函数 p(z) 一 二 在 半 开 区 间 (0,1] 上 不 一 致 连续 
、 _1 _1 
证 取 工 二 二 ,二 于 是 有 
| zi Xz | 一 亏 ， 
它 可 以 小 于 任意 小 的 3. 但 是 ， 
|p(z) — plz)|= |n—2n|=n>1. 

g(z) 在 半 开 区 间 (0,1] 上 不 一 致 连续 是 明显 的 . 

极 可 注意 的 是 ， 闭 区 间 [a, 纪 上 的 连续 函数 不 再 有 类 似 于 例 4 的 情况 . 我 们 有 下 面 的 
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定理 . 
定理 3 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 是 连续 的 , 则 它 在 其 上 一 致 连续 . 
证 设 a 是 区 间 [La,5] 上 的 任意 一 点 . 任 给 e 汪 0, 由 于 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 是 连续 的 ， 
所 以 存在 9.>0, 使 得 只 要 z 在 区 间 (a 一 9.,a 十 2 ) 内 ,就 有 
| f(z) — fla) | < /2. 
因此 , 当 zi ,z; 在 区 间 (a 一 6. ,a 十 6.) 内 时 ,有 
|flz) — f(x) | < e. 
对 区 间 [a,5j] 上 的 每 一 点 都 这 样 做 ,并 且 把 区 间 (a 一 6.,a 十 6.) 缩 减 一 半 , 而 得 到 区 间 
(a 一 6./2,a 十 6./2). 这 些 区 间 盖 住 了 区 间 [a,51. 由 有 限 覆 盖 定 理 ,从 中 可 以 选 出 有 限 个 区 间 
Ai,A:，,…,A; 把 区 间 [La,5j] 盖 住 . 把 这 些 区 间 中 最 小 的 区 间 长 的 一 半 记 做 6. 
现在 设 x ,xs€[a,8j, 并 且 |zi 一 zz | 过 6. xz 必 在 某 一 个 人 中 ,从 而 对 其 中 心 a, 有 


这 说 明 | zz a | < ;所 以 
| Fr) — f(r)| < e. 
证 毕 . 
这 个 证 明 只 是 在 19 世纪 后 半 叶 发 展 了 的 实数 理论 的 基础 上 才 有 了 应 有 的 严格 性 。 
3.6 反 函 数 的 连续 性 


定理 4 若 函 数 /(z) 在 区 间 [Le, 引 上 是 单调 (上 升 . 下 降 ) 连 续 函 数 ,其 值 域 是 [c, 中 ], 则 
它 的 反 函 数 z 一 p(y) 存 在 ,并 且 反 函数 也 是 单调 (上 升 , 下降) 连续 函数 ， 

证 不 妨 设 函数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 是 单调 上 升 的 . 易 见 ， 反 函数 x 一 p(y) 也 是 单调 
上 升 的 .我 们 来 证 明 x==g(y) 的 连续 性 

设 y 是 [c,d] 的 一 个 内 点 . 令 pg(7) 二 a, 于 是 <<<a<<2. 并 且 Fo)=7. 取 s>>0, 使 得 一 se 
和 a 十 e 都 属于 [a ,bj. 令 

fla—e)=7, flai+e)=Yy， 

于 是 ,二 7 二 yi. 用 8 来 记 7Y 一 y; 及 7; 一 7 中 较 小 的 一 个 . 

现在 假定 |y 一 7| <6, 于 是 ,显然 及 过 y=yz. 因而 

P71) < py) < gy2), 
但 p(y1)= 二 a 一 ep(yz)= 二 a 十 e; 所 以 : 
a—e<opy) ate 即 |oC(y)—al = |g) — 9p)| < e. 

这 就 证 明了 p(y) 在 点 y 处 连续 . 
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只 省 微分 学 才能 使 自然 科学 有 可 能 用 数学 来 不 仅仅 表明 状态 ,并 且 也 表明 过 
程 : 运动 ， 
恩格斯 


导数 和 定 积分 是 微 积分 学 中 两 种 基本 的 极限 过 程 . 这 两 种 过 程 的 特殊 情况 ,甚至 在 古代 
就 已 经 有 人 考虑 过 了 ,然而 微 积 分 的 系统 发 展 只 是 在 17 世纪 才 开 始 . 

导数 有 着 直觉 的 起 源 , 并 且 是 不 难 掌握 的 . 然而 这 一 概念 却 打 开 了 通 向 数学 知识 与 真理 
的 巨大 宝库 之 门 . 

本 章 包含 两 个 主要 部 分 : 导数 与 微分 . 


$1 导数 的 引入 


导数 概念 的 产生 是 许多 世纪 努力 的 结果 . 努力 的 目的 是 解决 作曲 线 的 切线 和 求 变速 运 
动 的 速度 . . 
1.1 切线 斜率 


早 在 16 世纪 ,由 于 要 解决 几何 学 .力学 和 光学 中 产生 的 各 种 问题 ,其 中 包括 最 优化 问 
题 , 即 极 大 值 和 极 小 值 问题 ,就 引出 了 计算 切线 方向 的 问题 ,或 “导数 ”的 问题 . 

几何 定义 ”为 了 与 朴素 的 直观 相 一 致 ,我 们 首先 通 
过 几何 上 的 求 极限 过 程 来 定义 给 定 曲线 y= 二 A(z) 在 其 一 
点 卫 处 的 切线 (图 16-1). 取 曲 线 上 点 己 附 近 的 另 一 点 
PP, .通过 两 点 P,P, 作曲 线 的 割 线 . 现在 ,让 点 Pi 沿 曲线 
向 点 己 移 动 , 可 以 料 到 这 条 制 线 将 达到 极限 位 置 . 这 条 
割 线 的 极限 位 置 就 是 切线 PT. 

分 析 表 示 法 ”因为 我 们 所 考虑 的 曲线 是 通过 清 数 
y 王 f(z) 来 表示 的 ,我 们 还 必须 针对 f(x) 用 分 析 方 法 来 图 16-1 
表述 这 一 几何 上 的 极限 过 程 . 设 a 是 割 线 PP, 同 z 轴 正 
向 的 夹 角 ,a 是 切线 同 xz 轴 正 向 的 夹 角 . 于 是 ， 

limai = a. (16-1) 


Pi—P 


of 
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设 P,Pi 的 坐标 分 别 是 (zo ,yo),《z,y) (图 16-1). 记 

Az 一 工 一 Zo，Ay 一 jzo 十 Az) — f(zxo), 
则 割 线 的 斜率 
Ay _ Aszo 十 Az) 一 Frzo) 


k= tanal 一 一 = 
1 Ax XO— Xo 


(16-1) 式 的 极限 过 程 可 由 下 式 表 示 : 
Ay _ jim flzo 十 Az) — f(x) 


k= tana = lim 一 一 
Az-0 人 工 Az-=0 并 一 ZXo 


1.2 瞬时 速度 


速度 的 直觉 概念 需要 由 精确 的 定义 来 代替 ,这 将 导致 与 曲线 的 斜率 完全 相同 的 极限 
过 程 . 

下 面 的 例子 都 假定 物体 沿 直线 运动 . 取 定 坐标 原点 , 动 点 与 原点 的 距离 是 时 间 t 的 函数 
5 一 SCL)， 

先 看 匀速 运动 的 例子 . 如 果 这 个 函数 是 线性 函数 s(z) 二 ct 十 5, 我 们 就 说 这 是 速度 为 c 的 
匀速 运动 ,这 时 ,对 于 每 一 对 不 同 的 值 和:, 我 们 用 此 时 间 间 隔 At 一 上 一 如 中 通过 的 距离 As 
三 5s(7) 一 s(to) 除 以 时 间 间 隔 的 长 度 , 便 得 到 平均 速度 

As _ s(t) — s(to) ctt+o— (ctoto) _ 


Ar t—to ti—to 
所 以 ,速度 c 是 函数 ct 十 5 的 差 商 ,这 个 差 商 与 我 们 选 定 的 一 对 特殊 时 刻 无 关 . 
但 是 ,如 果 运 动 不 是 匀速 的 ,那么 我 们 将 时 刻 上 的 瞬时 速度 理解 成 什么 呢 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 考查 平均 速度 , 即 差 商 
了 二 s(to + At) — s(to) 
Ai “ 
现在 让 上 趋 近 于 ,如 果 平 均 速 度 趋向 于 确定 的 极限 ， 
v(t,) = lim s(to + At) — s(to) ， 
Ai-0 At 
我 们 就 将 这 个 极限 定义 为 运动 物体 在 时 刻 to 的 瞬时 速度 . 
这 样 , 我 们 就 建立 了 瞬时 速度 的 定义 ,同时 也 给 出 了 计算 它 的 方法 . 
切线 斜率 的 定义 和 瞬时 速度 的 定义 引出 了 在 数学 上 相同 结构 的 极限 . 这 正 是 我 们 研究 
的 出 发 点 .下面 ,我 们 对 此 作 数 学 上 的 提升 . 


1.3 导数 概念 


我 们 给 出 一 个 与 几何 直观 和 物理 背景 完全 无 关 的 分 析 定 义 , 这 一 点 是 极为 重要 的 . 
定义 ” 设 函 数 > 一 7z) 在 点 zx 的 某 邻 域内 有 定义 ,给 z 以 改变 量 Az, 则 函数 的 相应 改 
变量 为 Ay 王 f(zo 十 AZT) 一 f(zxo). 如 果 当 Az~>0 时 ,两 个 改变 量 比 的 极限 ， 
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Ar*0 人 并 Az+0 Ax 


存在 , 则 称 这 个 极限 值 为 函数 f(z) 在 点 z 的 导数 或 微 商 ,并 称 函数 f(z) 在 zo 可 导 或 具有 
导数 , 记 为 PCzo) ,y 1 或 昱 


dz | :=z " 
如 果 这 个 极限 不 存在 ,就 称 函数 在 点 ze 没有 导数 或 导数 不 存在 . 如 果 极 限 为 元 窃 大 , 那 
人 么 导数 是 不 存在 的 ,但 有 时 为 方便 起 见 , 也 称 函 数 在 点 ze 的 导数 为 无 穷 大 ， 
设 对 于 在 区 间 (a, 刀 中 的 每 一 值 z, 函数 y= 二 f(z) 都 有 导数 ,那么 对 应 于 Ca,5) 中 的 每 一 
z 值 就 有 一 个 导数 值 , 这 样 便 定义 出 一 个 新 的 函数 ,叫做 函数 y= 二 了 (x) 的 导 函 数 , 记 做 


f(z)，y 或 和 


在 导数 概念 的 引进 过 程 中 ,我 们 已 经 熟悉 了 下 面 提 到 的 四 点 ， 

(1) 导数 的 物理 意义 是 瞬时 速度 . 详细 说 , 若 ;二 (2) 是 一 个 函数 , 如 果 将 * 视 为 运动 质 
点 在 t 时 刻 的 路 程 , 则 

$= 六 

就 表示 运动 质点 在 i 时刻 的 瞬时 速度 . 

(2) 导数 的 几何 意义 是 曲线 在 一 点 处 切线 的 斜率 . 

(3) 导数 的 第 三 种 解释 是 变化 率 , 设 x,y 是 某 一 变化 过 程 中 的 两 个 变量 ,并 由 函数 关系 
y 一 f(z) 联系 着 . 变量 y 关于 变量 z 的 瞬时 变化 率 是 


dy __r 
dz 一 f (ZX). 
(4) 导数 定义 的 双重 作用 . 它 既 给 出 了 瞬时 速度 .切线 斜率 和 变化 率 的 精确 定义 ,又 给 
出 了 它们 的 计算 方法 . 


1.4 可 导 与 连续 


可 导 的 函数 是 连续 的 ,证 明 是 容易 的 . 
车 y= 二 f(z) 在 点 x 处 了 f(z) 存 在 , 则 当 Azx>0 时 ， 


f(ztAr) —f2) — PEA HY, Ar f(z) .0=0. 


但 是 , 逆 命 题 不 真 , 一 个 连续 函数 不 一 定 可 导 . 

例 ”函数 
_ |/z, 工 之 0， 
y= |zx|= _ yp, zi0 


在 z 一 0 处 是 连续 的 ,但 右 极 限 
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y=|#| 而 
lim A = lim 二 工 一 一 1， 
Ar0 全 之 Azr0t 这 
* 左右 极限 不 相等 , 故 函 数 在 zx 一 0 处 不 可 导 ( 图 16-2). 
图 16-2 事实 上 ,只 要 观察 在 原点 O 左右 两 侧 的 切线 ( 即 直线 7) 斜率, 就 会 


发 现 两 侧 的 切线 斜率 不 相等 , 故 y 王 |zl| 在 z 一 0 处 导数 不 存在 . 
8$ 2 导数 的 计算 


2.1 导数 的 四 则 运算 


借助 极限 的 四 则 运算 ,不 难 证 明 ， 
定理 1 车 聘 数 ulz) 和 wlz) 痢 是 可 导 的 , 则 
(1) [cu(z)] 了 一 cw (xz) (c 为 常数 )， 

(2) [xz(Cz) 士 DCz)] =u (x)+tv (zx); 

(3) [uCx) 。z(Zz)] 一 好 (CCz)u(z) 十 xz) (rx); 
(4) [a] _U x)v(r)—ulr)v (zx) 


vi (x) 


(zz) 天 0)， 


v(z) 
2.2 链 锁 法 则 


链 锁 法 则 是 解决 复合 函数 的 求 导 问题 的 . 

定理 2 设 应 数 y= f(w) ,wu 一 g(xz), 即 y 是 xz 的 复合 函数 > 一 /Cg(z)). 如 果 zx 一 g(z) 
在 点 有 导数 ,?= F(z) 在 相应 点 有 导数 , 则 y 二 f(g(z)) 在 xz 也 有 导数 ,并 且 它 等 于 导数 
了 (ww) 与 导数 g(xz) 的 乘积 ; 


d pp 7 
dx/ (8°7)) = ff (g(r))» g (zx) 
或 


dy _ dy dz 


dr du dz 
2.3 高 阶 导数 


前 面 我 们 提 到 过 ,函数 y 二 f(z) 的 导数 广 (z) 仍 然 是 的 函数 ,叫做 导 函 数 . 若 六 (2z) 仍 
可 对 z 求 导数 , 它 的 导数 称 为 了 的 二 阶 导数 , 记 为 PCz) ,这 一 过 程 还 可 继续 ,我 们 可 以 求 出 
三 阶 导 数 f° (zx) 9 四 阶 导 数 f° 《zx) 9 ;只 要 这 些 导 数 存 在 . 
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物理 意义 . 考虑 函数 ;二 了 (2) ,并 以 上 表示 时 间 , 以 s 表 示 质 点 运动 的 路 程 , 则 一 阶 导数 
表示 质点 运动 的 速度 ,二 阶 导数 是 质点 运动 的 加 速度 . | 


2.4 基本 初等 函数 求 导 公 式 


(C)’ = 0; (logst)’ = i (a > 0,4 #1); 
zlna 
(lnz)’ = 二 ， (za 一 ar™!; 
Tr 
(ar) = arlna (a > 0); (er = er 
(sinz)” 一 cosz; (cosz)’ 一 一 sinz; 
(tanz) = 一 (cotz) ”一 一 1 ; 
COS2 并 sin2 xz 
(arcsinz) ”一 1 ， 一] 二 zrz<1; 
1— zx’ 
(arccosz) ”一 一 1 ， 一 1l<zr<1; 
1—z’ 
/ 1 
(CarctanZ) = re 一 co < 之 ZX 之 十 00; 
1 
(arccotz)’ =— 1a 一 5 << 工 < 十 co 
33 基本 定理 


上 一 节 我 们 主要 解决 了 导数 的 计算 问题 . 本 节 我 们 来 研究 微分 学 的 一 些 更 深刻 的 性 质 ， 
这 些 性 质 是 微分 学 的 理论 基础 . 


3.1 函数 的 局 部 极 值 


先 给 出 局 部 极 值 的 定义 . 

定义 ” 设 函 数 f(z) 在 点 zo 的 邻 域 (zo 一 6,zo 十 6) 内 有 定义 .车 对 任意 的 zxE (ze 一 8,zo 
十 6), 有 

f(z) fro) (或 (f(z0) > fz), 

则 称 .FCzo? 为 函数 f(z) 的 极 大 值 (或 极 小 值 ). 这 时 称 z 为 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 )， 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 消 数 的 极 值 ;函数 的 极 大 值 点 与 极 小 值 点 统称 为 函数 的 
极 值 点 . . . 

使 六 (zx) 等 于 0 的 点 称 为 函数 f(z) 的 稳定 点 ,或 驻 点 . 

定理 3( 费 马 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 (zo 一 6,zo 十 8) 内 有 导数 , 且 在 ze 处 .f(z) 取 得 极 
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值 , 则 (zo) 二 0. 
证 不 妨 设 当 xzE (zo 一 6,zo 十 人 时 ,fCz) 达 f(zo) (如 果 f(z) 宇 f《zxo), 则 证 明 相同 ). 
对 于 zo 十 AzE (zo 一 6,Xzo 十 6) ,我 们 有 
flzo 十 Az) — flzo) 0,， 


从 而 , 当 Az>0 时 ， 
flxo 十 Az) 一 fxo) 二 0， 
AZ 
所 以 
PCz) = lim flzo Ax) — f(zxo) 0; 
Az->0 Ax 
当 AZz<0 时 ， 
flxo 十 Az) 一 flxo) 之 0， 
Az 
从 而 
f(z0) = lim flzxo tt Ax)— f(zxo) 之 0. 
Az-=0 AZz 
因此 ,必然 有 
f (xo) 一 0. 


注 费 马 定理 的 几何 解释 为 : 若 函 数 f(z) 在 z 处 达到 极 值 , 则 曲线 y= 二 f(z) 在 点 
(zy F(zo)) 处 有 水 平 切线 ( 见 图 16-3). 

还 要 注意 , 费 马 定理 只 给 出 了 极 值 的 必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 . 换言之 ,函数 f(x) 的 
稳定 点 可 能 不 是 极 值 . | 


图 16-3 图 16-4 


例 函数 f(x) 二 xz’ 的 导数 是 f(x) 二 3x?. 易 见 ,了 (0) 二 0. 所 以 z=0 是 函数 f(x) 一 
23 的 一 个 稳定 点 ,但 不 是 极 值 点 ( 见 图 16- 4). | 
费 马 定理 指出 ,在 函数 f(z) 可 微 的 情况 下 ,fCz) 的 一 切 极 值 点 都 包含 在 方程 
PCz) 一 0 
的 根 中 ,要 找 f(x) 的 极 值 点 就 到 方程 f(x) 二 0 的 根 中 去 找 . 
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3.2 拉 格 朗 日 中 值 定理 


导数 概念 是 研究 函数 局 部 性 质 的 概念 . 但 是 这 并 不 妨碍 我 们 通过 它 来 研究 函数 的 某 些 
整体 性 质 . 函数 在 每 一 点 的 局 部 特性 清楚 了 ,函数 的 整体 性 质 自 然 也 就 容易 把 握 了 . 拉 格 朗 
日 中 值 定 理 就 是 借助 函数 的 局 部 性 质 探 索 函 数 的 整体 性 质 的 一 个 重要 工具 . 拉 格 朗 日 中 值 
定理 有 明显 的 几何 意义 ,容易 理解 ,证 明 也 不 困难 . 

定理 4( 罗 尔 定 理 ) 若 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 ， 
(a,6) 内 有 导数 , 且 f(a) 二 了 (6), 则 存在 一 点 &€ (ab) ,使 了 (8 二 0. 

注 罗 尔 定理 的 几何 解释 是 ,在 两 个 同样 高 度 的 点 间 的 连续 曲线 
上 (图 16-5), 总 可 以 找到 一 点 ,曲线 在 这 一 点 的 切线 是 水 平 的 ;这 里 还 ”0 
假定 在 给 定 的 曲线 上 ,每 一 点 都 有 切线 . 下 

证 因为 f(z) 在 闭 区 间 [La,65] 上 连续 ,所 以 f(x) 在 La,56] 上 一 定 
取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 x. 

(1) 车 M= 二 m, 则 f(z) 在 [a ,6 上 是 常数 : 

f(z)=M, zxzE [a;b]. 
从 而 六 (z) 二 0. 因此 , 任 取 和 GE (a,5) 都 有 
(Ce 一 0. 

(2) 若 M 天 mm, 则 M,m 中 至 少 有 一 个 不 等 于 Fa) ,不 妨 设 /Ga) 关 M. 因此 ,函数 f(x) 
在 (a,6) 内 某 一 点 < 处 取 到 最 大 值 7(6) 一 M. 根据 费 马 定理 ,了 (8) 二 0. 

这 就 证 明了 本 定理 . 

下 面 我 们 进入 微分 中 值 定理 的 讨论 . 函数 的 差 商 

fxs) — fx1) Ay 


2 Xl Ax 
反映 函数 在 “大 范围 ”的 性 质 ,而 导数 

= f(z) 
反映 的 是 函数 在 一 点 z 及 局 部 性 质 ,或 小 郊 转 "的 性 质 . 我 们 常常 需要 从 函数 的 导数 所 给 
出 的 局 部 性 质 去 推出 整体 的 或 “大 范围 ”的 性 质 . 为 此 ,我 们 研究 差 商 和 导数 之 间 的 基本 关 
系 式 . 

”定理 5( 拉 格 朗 日 中 值 定理 ) 车 函数 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 
(a,5) 内 的 每 一 点 可 导 , 则 在 区 间 (a,5) 内 至 少 有 一 点 存在 ,使 
f(D) 一 Fa) = f (4— a). 

(5, 了 (2)) 的 直线 工 的 斜率 (图 16- 6): 


了 (9 一 一 人 2 一 AB 的 斜率 
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即 在 曲线 f(z) 上 存在 一 点 ,在 该 点 处 的 切线 平行 于 直线 工 . 
证 ” 设 f(a) 关 f(28) ;否则 见 罗 尔 定理 . 设 过 A,B 的 直线 的 方程 是 g(x) ,定义 
hlz) = f(r) — g(x). 
那么 函数 h(x) 在 La,5] 上 连续 ,在 (a,56) 上 可 导 , 而 
hla) = f(a)— g(a) 一 0， 
h(b) = f(b) — g(b) 一 0. 
根据 罗 尔 定理 ,存在 sE (a,5) ,使 有 (8) 二 0, 即 
f(—g (= 0, 


_ OERON 
f (8 = g 9 = 一人 


证 毕 . 

我 们 曾 把 函数 的 导数 定义 为 ,函数 在 某 区 间 上 的 差 商 当 区 间 的 端点 相互 趋 近 时 的 极限 . 
拉 格 朗 日 中 值 定理 建立 了 可 微 函 数 的 差 商 同 导数 之 间 的 联系 . 每 一 个 差 商 都 等 于 一 个 适当 
的 中 间 点 处 的 导数 . 

系 1 车 在 区 间 (a,6) 内 ,函数 f(z) 的 导数 f(z) 恒 为 零 , 则 f(z) 是 一 常数 . 

证 ” 任 取 zi ,zx;Ela,5), 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 

fr) — fr) 一 PCz — x) 一 0， 
即 fx2) = flx1). 
这 表明 f(z) 在 任意 两 点 的 函数 值 都 相等 ,所 以 f(z) 是 常数 . 

注 ”我们 已 经 知道 ,常数 郴 数 的 导数 是 0, 现 在 又 证 明了 ,导数 为 0 的 函数 是 常数 . 这 说 
明 ,导数 等 于 0 是 常数 函数 的 特征 . 

系 2 若 在 区 间 (a,5) 内 ,f(z) 一 g(x), 则 

flzx) 一 BCZ) 十 C， 

其 中 C 为 常数 ( 自 证 ). 


34 微 分 


恩格斯 说 ,高 等 数学 的 主要 基础 之 一 是 这 样 一 个 矛盾 , 即 在 一 定 条 件 下 ,直线 与 曲线 应 
当 是 一 回 事 . 微分 是 微分 学 中 除了 导数 之 外 的 另 一 个 基本 概念 . 它 与 导数 概念 密切 相关 . 微 
分 概念 是 在 解决 直 与 曲 的 矛盾 中 产生 的 . 具体 说 来 ,在 微小 局 部 可 以 用 直线 去 近似 替代 曲 
线 , 这 从 下 面 要 讲 的 微分 的 几何 意义 中 可 清楚 地 看 出 来 . 一 个 直接 应 用 就 是 函数 的 线性 化 . 

微分 具有 双重 意义 : 它 表 示 一 个 微小 的 量 , 同 时 又 表示 一 种 与 求 导 密切 相关 的 运算 . 微 
分 是 从 微分 学 转向 积分 学 的 一 个 关键 概念 , 下 一 章 讲述 的 不 定 积分 是 微分 运算 的 逆 运 算 , 熟 
练 掌握 微分 运算 又 有 助 于 掌握 好 积分 运算 . 
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4.1 微分 定义 


微分 概念 曾 困 扰 了 17、18 世纪 的 著名 数学 家 达 一 个 多 世纪 . 微分 是 什么 ? 是 “消失 为 0 
的 量 ”? 直到 柯 西 ,微分 概念 才 得 到 澄清 ,有 了 现在 的 定义 . 
设 y 一 f(z) 是 工 的 可 导 函 数 . 函数 > 一 A(z) 在 点 二 处 有 导数 ,是 指 


lim A = f(x). 


这 个 式 子 可 改写 为 


A = f(r)++a; 


其 中 a( 当 Az 一 0 时 ) 是 无 穷 小 量 ( 即 Hao-o) 用 Az 乘 上 式 两 边 , 有 
Ay = f (zx)AztaAx. 
当 |Az| 很 小 时 ,上 式 中 第 二 项 aAz 要 比 Az 小 得 多 ,这 样 一 来 ,上 式 中 的 第 一 项 起 主导 作 
用 ,我 们 称 它 为 主要 项 . 略 去 <cAz 不 计 , 可 得 近似 公式 
Ay 2 f (zx) Ax. 
定义 ” 设 y=f(z) 在 点 z 处 可 导 , 则 了 (xz)Azx 称 为 函数 y= 二 f(x) 在 点 处 的 微分 , 记 
做 dy, 即 - 
dy = f (zx)Ax. i (16-2) 
若 函 数 f《z) 在 点 z 处 微分 存在 , 则 称 f(x) 在 zz 处 可 微 . 
微分 dy 是 Az 的 线性 函数 ,又 是 函数 改变 量 Ay 的 主要 部 分 ,因而 称 为 函数 改变 量 的 线 
性 主要 部 分 . 
现在 看 自 变 量 的 微分 . 设 > 一 z, 则 
dz 一 dy 一 (z)'Az = Ax. 
所 以 自 变 量 z 的 微分 就 是 改变 量 自身 ; dz 一 Az. 出 此 (16-2) 式 可 改写 为 


dy = 广 (z)dz， 
于 是 ,我 们 在 上 式 两 边 除 以 dz, 又 可 得 到 
> 一 = 广 (z)， 


在 最 初 引进 符号 和 之 的 时 候 , 是 作为 一 个 不 可 分 割 的 整体 去 理解 的 ， 现在 可 以 把 导数 看 做 分 
数 了 : 自 变量 微分 与 函数 微分 之 商 , 导数 也 可 叫 微 商 就 是 这 个 原因 . 
4.2 微分 公式 


求 函 数 微 分 的 方法 与 求 函 数 的 导数 的 方法 实质 上 是 一 样 的 ,统称 为 微分 法 . 
定理 6 设 函 数 x(z),z(Cz) 均 在 点 工 处 可 微 , 则 
(1) d(x 士 上 一 dx 士 do; 
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(2) dCcw) 二 cdu, c 是 常数 
(3) d(uv)=udvt vdu; 


C4) d (2 ) = (zx 天 0)， 


证 明 是 容易 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 .下面 研 究 复合 函数 的 微分 法 则 . 

定理 7 设 函 数 妈 = 二 ylzx) 在 点 zz 处 可 徽 ,y 二 了 (w) 在 对 应 点 处 可 微 , 则 复合 孔 数 y= 
fy(z)) 在 点 工 处 可 微 , 且 

dy = f (wdu, 

其 中 du 二 y (zx) dz. 

证 ”由 微分 定义 及 复合 函数 求 导 公式 ， 

dy = (f(y Cr dr = f OY Cx) dr = fF Cu) du. 

上 式 表 明 ,不 管 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 , 函数 y= 二 fCw) 的 微分 都 有 相同 的 形式 . 这 个 
性 质 称 为 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 在 进行 微分 计算 时 ,我 们 可 以 不 必 分 辨 & 是 自 变 量 , 还 是 
因 变 量 ,这 就 减轻 了 在 记忆 公式 时 的 思想 负担 ,而 增加 了 灵活 性 . 


4.3 基本 初等 函数 微分 表 


d(C) = 0; das = ou” !du; 
d(sinu) = cosudu; dcosu =— sinudu; 
dtanu 一 1 du; dcotw 一 一 上 du; 

COs’u sin’& 

1 1 

dlogsu = 一 一 dx; dl(lnu) = 一 dx; 

ulna u 
da = a’lnadu; de* 一 edu; 
darcsinu 一 1 du; darccosu 一 一 1 du; 

工 一 证 1 一 下 
darctanu 一 1 du; darccotwu 一 一 _】 du 
1 十 姨 1 十 下 一 
4.4 微分 的 应 用 


1. 微分 的 几何 意义 
如 图 16-7 所 示 ,MT 是 曲线 y 二 f(z) 上 的 点 M 处 的 切线 . 由 导数 的 几何 意义 ， 


人 一 一 (ZX) = tana， 


其 中 a 是 切线 MT 与 zx 轴 的 夹 角 . 设 各 交 是 Zz 有 一 个 增 量 dz 一 MQ, 则 
dy = f (zx)dz = tanedz = TQ. 
这 个 式 子 说 明 , 当 自 变量 从 zx 变 到 z 十 dz 时 ,曲线 y 王 f(z) 在 点 M(x，f(z)) 处 的 切线 的 改 


变量 是 TQ= dy. 这 就 是 微分 的 几何 意义 . . y 
由 图 16-7 易 见 ; 当 dz 很 小 时 ， 
Ay = NQ ~ dy = TR. 
这 就 是 说 “曲线 ”y= 二 f(z) 的 改变 量 Ay, 可 以 用 “直线 ”( 即 切线 ) 
的 改变 量 来 近似 代替 . 换言之 ,这 就 是 局 部 上 的 “以 直 代 曲 ” 
局 部 上 的 以 直 代 曲 还 有 另 一 种 具有 深刻 意义 的 理解 . 当 dz 
很 小 时 , AMQT 的 斜 边 的 长 度 MT 与 弧 MN 的 长 度 近似 相 ? 
等 , 即 


| 
请 
Cn 
-3 


MN ~ MT， 
我 们 称 MT 为 曲线 在 点 M 的 弧 微 分 , 记 为 ds. AMQT 称 为 微分 三 角形 , 它 的 两 直角 边 分 别 
是 dz 和 dy, 斜 边 为 ds. 所 以 由 商 高 定理 ， 
(ds)2 一 (dz)? 十 (dy)? 或 ds = Vldz)* 十 Cdy)’. 

这 个 公式 很 重要 , 它 是 求 曲 线 弧 长 的 基础 . 

2. 函数 的 线性 化 

我 们 知道 ,平面 上 直线 的 方程 是 z 和 y 的 一 次 函数 ,通常 称 这 种 函数 为 线性 函数 . 线性 
函数 是 最 简单 .最 容易 处 理 的 函数 . 除 此 之 外 的 函数 就 比较 复杂 ,难于 处 理 了 . 对 于 这 种 复杂 
的 函数 ,数学 上 常 采用 线性 化 的 办 法 将 它 简 化 ,而 微分 是 函数 线性 化 的 一 个 得 力 工 具 , 现在 
我 们 就 来 着 手 研 究 这 个 问题 . 

设 函 数 y 二 f(z) 定 义 在 区 间 (4a,5) 上 ,是 xz 的 可 微 函数 .前 面 已 经 指出 ， 

Ay 2 dy. 
记 z 一 zo 十 Az, 我 们 有 
Ay = f(zxot Ar)— fxo) dy = f (rodr = f(x) (zr ro), 
即 fz) os fz0) + f xo) zr— ro). (16-3) 
特别 地 , 当 zo 二 0 时 ， 
fx) 2 fC0) + fF (0)x. (16- 4) 
例 当 |z| 很 小 时 ,导出 近似 公式 
er 2 ] 十 工 . 
解 ” 取 f(x) 二 e* ,zo 二 0. F(0) 一 e 一 1. 又 了 (x)= 二 er ,PC0) 一 e 一 1. 由 公式 (16.4) 得 
ez Az ] 十 
近似 公式 在 实际 应 用 中 很 有 用 途 . 我 们 把 几 个 重要 的 公式 列 在 下 面 ， 
er 十 Zn 二 z)T， GT 二 zs 1 十 az ， sinz 2 x, 


关于 上 式 的 证 明 留 给 读者 . 
4.5 论 导 数 与 微分 
微分 学 包含 两 个 系统 ， 概念 系统 和 算法 系统 . 在 微分 学 部 分 ,概念 系统 中 最 重要 的 概念 
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是 导数 和 微分 . 在 算法 系统 中 包含 求 导 运算 与 微分 运算 ， 

导数 是 微 积分 的 第 一 个 基本 概念 , 它 来 源 于 求 曲线 在 一 点 处 的 切线 和 沿 直线 运动 的 物 
体 在 某 时 刻 的 瞬时 速度 . 因而 ,导数 的 几何 意义 是 切线 斜率 ;导数 的 物理 意义 是 肯 时 速度 . 切 
勿 忽视 这 两 点 ,因为 这 是 培养 微 积分 直觉 能 力 的 出 发 点 , 当 我 们 研究 微 积 分 的 理论 和 应 用 遇 
到 问题 时 ,要 不 断 回顾 这 两 个 起 源 . | 

微分 概念 依赖 于 导数 概念 ,但 它 具 有 独立 的 意义 , 它 是 函数 的 局 部 线性 化 . 在 数学 上 最 
容易 处 理 的 函数 是 线性 函数 ,借助 微分 可 将 一 大 批 非 线 性 函数 在 局 部 转化 为 线性 函数 ,使 我 
们 在 处 理 问题 时 达到 简单 ,方便 ,高效 的 目的 . 

对 求 导 运算 而 言 ,复合 函数 是 一 个 基本 而 重要 的 概念 . 借助 函数 的 复合 运算 ,导数 运算 
就 化 为 两 个 卫 数 的 乘法 运算 了 . 

微分 运算 依附 于 导数 运算 . 复合 函数 的 求 导 运算 到 这 里 转化 为 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 
而 一 阶 微分 形式 的 不 变性 是 积分 学 中 换 元 法 的 基础 . 

微分 中 值 定理 建立 了 函数 的 局 部 性 质 与 整体 性 质 的 联系 ,建立 了 微 积分 理论 联系 实际 
的 桥梁 . 微分 中 值 定理 中 最 重要 的 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
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数学 的 普 创 性 在 于 数学 科学 展示 了 事物 之 间 的 联系 ,如 果 没 有 人 的 推理 作用 ， 
这 种 联系 就 不 明显 ， 
怀特 海 


在 数学 中 必须 考虑 的 运算 分 为 两 类 : 正 的 运算 和 道 的 运算 . 例如 ,对 应 于 加 法 的 逆 运 算 
是 减法 ,对 应 于 乘法 的 道 运算 是 除法 ,对 应 于 正 整 数 次 乘 方 的 道 运算 就 是 开 正 整数 次 方 . 
关于 逆 运 算 我 们 至 少 有 两 条 经 验 : 一 是 逆 运 算 一 般 来 说 比 正 运算 困难 ;二 是 首 运 算 常 
常 引 出 新 的 结果 . 例如 ,减法 引出 了 负数 ,除法 引出 了 有 理 数 , 正 数 开 方 引出 无 理 数 ,负数 开 
方 引 出 虚数 . 这 两 条 经 验 具有 普遍 意义 ,也 就 是 说 ,任何 逆 运 算 都 会 带 来 新 的 困难 ,都 会 引出 
新 的 结果 . 因而 ,数学 内 部 的 基本 矛盾 也 是 推动 数学 向 前 发 展 的 动力 之 一 . 
积分 学 分 为 两 部 分 : 不 定 积分 ; 定 积分 . 
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本 节 研 究 微 分 运算 的 逆 运 算 一 一 不 定 积分 . 从 概念 上 讲 是 简单 的 ,但 从 计算 上 讲 是 较为 
繁杂 的 . 这 里 只 论述 基本 初等 函数 的 不 定 积分 公式 和 最 基本 的 不 定 积分 法 则 ,对 于 较 复杂 的 
不 定 积分 公式 可 通过 查 积分 表 而 求 得 . 


1.1 基本 概念 


定义 1 车 函数 F(z) 与 F(z) 定 义 在 同一 区 间 (a ,2 内 ,并 且 处 处 都 有 
F'(z) = f(z) 或 dFCz) = f(x)dz; 

则 FCz) 就 叫做 FGz) 的 一 个 原 函 数 .。 

那么 ,同一 个 函数 的 原 函 数 有 多 少 个 呢 ? 

定理 1 设 F(z),f 了 (xz) 定义 在 同一 区 间 (a,5) 内 .车 F(zx) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 
F(x) 十 C 也 是 f(x) 的 原 函 数 ,这 里 C 是 任意 常数 ;而 且 F(z) 十 C 包括 了 f(z) 的 全 部 原 
函数 . 

证 ”因为 

(F(x)+C)’ = F(x) = f(x), 

所 以 F(z) 十 C 是 f(x) 的 原 函 数 . 

下 面 证 明 F(z) 十 C 包 含 了 f(x) 的 一 切 原油 数 . 这 只 需 证 明 , fxz) 的 任 一 原画 数 G(xz) 
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必然 有 F(x) 十 C 的 形式 .事实 上 ,根据 假设 ， 
Gz) = fz), F(x) = f(x), 
从 而 
0= G(xz)— F(zr) = (G(x) 一 FGz)) 
根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 系 2， 
CCZz) 一 下 (zz) 一 C. 

即 

. G(rz) = F(x)+C. 

定义 2 ”函数 f(z) 的 原 晴 数 的 全 体 称 为 f(z) 的 不 定 积分 , 记 做 


| reeaz， 


其 中 | 称 为 积分 号 ,z 称 为 积分 变量 ,7(z) 称 为 被 积 函数 


由 定理 1 可 知 ,如 果 知 道 了 f(x) 的 一 个 原 函 数 F(x), 则 F(z) 十 C 就 是 f(x) 的 全 体 原 
函数 ,因而 有 


| fr) dz = F(z) 十 C， 


其 中 C 是 一 个 任意 常数 , 称 为 积分 常数 . 
从 不 定 积分 的 概念 可 知 ,“ 求 不 定 积分 ”与 “ 求 导数 ”“ 求 微分 ” 互 为 逆 运 算 : 


(reepaz) = rz) 或 中 fcpaz = Fear 
反 过 来 ， 
|Pcaaz = F(z) +C 或 |arco = F(x) +. 
这 就 是 说 , 若 先 积分 后 微分 , 则 两 者 的 作用 互相 抵消 ; 若 先 微分 后 积分 , 则 抵消 后 差 一 常数 . 
1.2 不 定 积分 的 运算 法 则 
(1) 常数 &( 隆 0) 可 以 提 到 积分 号 外 , 即 
af Cr)dz = #| fe)dz. 


证 要 证 明 此 等 式 , 只 要 证 明 等 式 两 边 的 导数 相等 就 行 了 . 
(2) 两 个 函数 和 (或 差 ) 的 积分 ,等 于 两 个 函数 积分 的 和 (或 差 ) , 即 


[Excz) + g(x)Jdz = [f(z)dz + JeCrdz. 
证 ”由 于 
[rrce 上 gcz]daz] = fC2) + gz), 
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[reeaz 上 [eczaz] = [fewaz] + [facz)dz] = f(z) + g(z), 


所 以 所 证 等 式 成 立 . 
这 个 结论 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 函数 之 和 (或 差 ) 的 情况 , 即 


jc (z) 士 户 (z) 士 … 士 六 CCz)]dz = | (x) dz +|h (z)dz 士 … 土 |Aczdz 
注 所 证 公式 中 都 没有 加 任意 常数 ,我 们 默认 任意 常数 已 包含 在 不 定 积分 中 . 
1.3 ”基本 初等 函数 的 不 定 积分 表 

把 基本 初等 函数 的 导数 公式 表 反 过 去 , 便 得 到 基本 初等 函数 的 不 定 积分 表 ， 


CC) 一 0; Joaz =C; 
atl\/ 一 Ga ay 一 1 er 十 1 机 
(zea)' = (a+ Dz; |z dr — i + 
7 1 ly 
Cn lzl) = 1; [2ar=Inlzl+c; 
Tz x 
(sinxz)’ = cosZz; [eoszdz 一 sinz 二 'C; 
(cosz)’ 一 一 sinz; |sinzazx 一 一 cosz 十 Ci 
/ 1 1 、 
(tanz) 一 一 一 一 ; | 二 = tanz 十 C; 
coOS2 工 COS2 并 
《cotz) ”一 一 1 ， | 二 -dz 一 一 cotz 十 C; 
Sin2 六 sin* zx 
(er) = er; |eaz=e+GCi 
(arcsinz) ”一 1 ; | 1 dz = arcsinz 十 Ci; 
这 吉 ，」 Vi 去 
rr 1 1 = 
(arctanz) = re | 二 2 dz 一 arctanz 十 (C， 


这 些 公式 是 计算 不 定 积分 的 基础 ,应 该 牢 牢 将 它们 记 住 ， 
1.4 第 一 换 元 积分 法 


根据 一 阶 微分 形式 的 不 变性 , 若 
dF(u) = fl(w) du, 
则 
dF(u(z)) = flul(z))dulx). 
利用 不 定 积分 与 微分 的 互 逆 关 系 , 可 以 把 它 转化 为 不 定 积分 的 换 元 公式 : 
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: 令 2z(z) 一 4 
[fou du [foddu | 
求 各 分 


和 (xy) 十 C 
-人 "一 wm Foucz)) 十 C. 


例 1 求 不 定 积分 eos2zdz. 


2xz = 
解 [eos2zaz 一 eos2rd2z 一人 到 | cosudu 


一 Fsinu 十 Cr 六 sin2z 十 C， 
例 2 人 | TF 
1 令 1 十 zx 一 zx 1 
-2 oe 


冰 科 分 时 ,下 面 两 个 做 分 性 质 经 常用 到 ，: 
(1) dLaw(z)]= 二 adu(z), 即 常数 可 从 微分 号 d 内 移 进 ,移出 ; 
《2) dLx(z) 十 可 一 dx(Cz)， 即 微分 号 d 内 的 函数 可 加 减 一 任意 常数 . 


1.5 第 二 换 元 积分 法 
前 面 我 们 得 到 了 换 元 积分 公式 
[OCS = [few au. 


第 一 换 元 积分 法 是 将 上 式 中 左 端的 积分 变 成 右 端的 积分 . 第 二 换 元 积分 法 是 倒 过 来 用 这 个 
公式 ,因为 有 时 可 通过 适当 地 选取 “一 x(z) ,使 左 端的 积分 容易 计算 ,具体 过 程 是 


| rmdz 令 工 一 工 (0) 


求 积分 


| rcecoozcodu 


CCG2) 十 C 


-全 "二 xD Gr) + C, 


这 里 z(z) 与 w(x) 互 为 反 函 数 . 
例 3 求 不 定 积分 | 


1 
dz. 

14VE 

解 ” 令 Vz 一 张 则 zx 一 刀 , 从 而 dz 二 2tdt. 于 是 


| (过 ) 
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= 24 一 nl1+i) 二 C= 2 一 lnll 十 |) 十 C. 
例 4 求 不 定 积分 | V2 一 dz. 
解 “ 为 了 去 掉 根 号 ,可 作 变 换 z 一 asinx， 这 时 Va 一 zx: 二 acosus dz 二 acosudu; 因 此 
| Va’ 一 并 dz 一 |ar cosrudu 一 | Soou a 
一 Su 十 Tsin2u 十 C 一 Su 十 Ssinucosu 二 C. 
还 需要 把 变量 变换 成 原 变 量 z ,这 一 步 可 采取 如 下 办 法 实现 : 作 一 直角 
三 角形 ,如 图 17-1 所 示 , 由 直角 三 角形 可 看 出 


。 Tr QQ 
SINW 一 -一 9 COSU 一 9 
a a 


代入 上 式 , 即 得 Va 
| vz 一 工 dz 一 Sarcsin 二 十 Fz Vi 一 码 十 C， 


1.6 分 部 积分 法 


微分 法 中 ,函数 乘积 的 微分 公式 可 转化 为 积分 公式 . 
设 u(x) ,v(x) 都 是 zz 的 可 微 函 数 , 由 
d(zi) = udv + vdu 
可 得 
udv = d(uv) — vdu, 
两 边 积 分 得 
Juao 一 Uv 一 | wa 
这 个 公式 叫做 不 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 
分 部 积分 公式 将 积分 | vav 的 计算 转化 为 积分 | vdv 的 计算 ,在 某 些 情况 下 ,这 是 一 个 有 
效 的 方法 . 


例 5 求 不 定 积分 [Inzdz. 

解 [Inzaz =lnz.z — |zdlnz = zlnz -|z .二 dz 一 zlnz —|dz 
一 Zlnz 一 工 十 C. 

例 6 求 不 定 积分 [zcoszdz. 


解 ” 用 分 部 积分 公式 , 先 要 化 成 | 的 形式 ,也 就 是 被 积 函 数 的 一 部 分 与 dz 配 成 微 
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分 dz. 因此 
|zcoszdz— |zdsinz 一 ZSinz 一 | sinzdz 


一 ZSinz 十 cosz 十 C. 


从 这 些 例子 可 以 看 出 ,应 用 分 部 积分 法 求 积分 一 般 分 为 四 步 ， 
(1) 配 微分 . 把 被 积 函数 的 一 部 分 和 dz 配 成 dv, 使 积分 变 成 | 的 形式 . 


《2 用 公式 ， 
(3) 微 出 来 . 把 第 二 项 中 的 万 微 出 来 , 即 dx 一 xdz. 


(4) 算 积分 . 把 [wdz 积 出 来 . 


32 定 积 分 


导数 和 定 积分 是 微 积 分 的 基本 概念 . 导数 是 对 于 变化 率 的 一 种 度量 ,通过 微分 学 部 分 我 
们 已 经 理解 了 它 的 本 质 ,并 认识 到 它 的 部 分 威力 . 此 外 , 由 导数 概念 又 引出 了 求 导 运算 ,或 微 
商 运 算 . 而 微 商 运算 的 逆 运 算是 求 不 定 积分 ,这 是 我 们 前 面 所 讨论 的 . 

定 积分 是 对 连续 变化 过 程 总 效果 的 度量 , 求 曲 边 形 区 域 的 面积 是 定 积分 概念 的 最 直接 
的 起 源 . 面积 的 直觉 观念 在 积分 过 程 中 得 到 了 它 的 精确 的 数学 表述 . 几何 学 与 物理 学 中 许多 
其 他 有 关 的 概念 也 需要 积分 . 

微 积分 系统 发 展 的 关键 在 于 认识 到 ,过 去 一 直 是 分 别 研究 的 微分 和 积分 这 两 种 过 程 是 
彼此 互 逆 地 联系 着 的 ,这 就 是 微 积分 基本 定理 的 意义 . 


2.1 面积 问题 


只 是 经 过 长 期 发 展 以 后 ,系统 的 积分 法 和 微分 法 才 给 出 了 在 几何 学 和 自然 科学 中 产生 
的 直觉 概念 所 需要 的 精确 的 数学 描述 . 几何 学 和 自然 科学 中 的 许多 有 关 概 念 都 需要 积分 . 
本 节 我 们 从 计算 曲线 所 围 成 的 平面 区 域 的 面积 问题 来 引出 积分 的 概念 . 

关于 面积 ,我 们 都 有 一 种 直觉 : 包含 在 一 条 封闭 曲线 中 的 区 域 有 一 个 面积 , 它 是 由 曲线 
内 部 正方 形 单位 的 数目 来 计算 的 .面积 的 基本 性 质 有 四 个 : 

《1) 面积 是 一 个 正 数 (与 长 度 单位 的 选择 有 关 ); 

《2 对 于 全 等 的 图 形 , 这 个 数 是 相同 的 ; 

(3) 对 一 切 矩 形 来 说 ,这 个 数 是 两 相 邻 边 长 的 乘积 ; . 

(4) 整个 区 域 的 面积 等 于 各 个 部 分 的 面积 之 和 |. 

对 于 面积 的 度量 ,怎样 才能 用 精确 的 术语 来 描述 昵 ? 回答 这 一 问题 ,需要 一 系列 的 数学 
步骤 . 
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2.2 ”作为 和 的 极限 的 面积 


当 我 们 将 面积 与 函数 联系 起 来 时 , 便 产 生 了 定 积分 的 分 析 概 念 . 让 我 们 来 考虑 这 样 的 一 
个 区 域 , 左 \ 右 两 边 以 垂直 线 xz 一 a 和 Z 一 为 界 , 上 边 以 正 的 连续 曲线 y= 二 f(z) 为 界 , 下 边 
以 z 轴 为 界 . 这 个 图 形 称 为 曲 边 梯形 (图 17-2). 

我 们 现在 有 两 个 问题 需要 解决 ,一 个 是 给 出 面积 的 定义 ,一 个 是 找 出 计算 面积 的 方法 . 
微 积分 的 巨大 功绩 就 在 于 ,用 干净 利落 的 方法 同时 解决 了 这 两 个 问题 . 并 由 此 引出 了 定 积分 


图 17-2 


求 曲 边 梯形 的 面积 的 方法 是 这 样 的 : 
把 区 间 La,5j] 分 成 4 个 小 区 间 , 分 点 为 
4 一 To 毛 TI 所 所 Zr 所 To 一 站 
小 区 间 的 长 度 分 别 为 
Axzo 一 Ti 一 Zo， AZ 一 Za 一 ZI …， 
AZzi = Xi 一 Ti AZ li 一 一 工 1， 
如 图 17-3 ,过 各 分 点 作 平 行 于 > 轴 的 直线 ,这 些 直线 把 曲 边 梯形 分 成 4 个 小 曲 边 梯形 , 设 第 
i 个 小 曲 边 梯形 的 面积 为 AA;(i 一 0,1,2,",n 一 1). 
在 每 个 小 区 间 [zi,zxiti1J 上 ,;, 任 取 一 点 名, 即 x; 志 & 志 zt1. 过 点 & 引 平 行 于 y 轴 的 直线 ， 
交 曲 线 y 王 A(z) 于 点 Pi, 点 Pi 的 纵 坐 标 为 (6). 过 P; 作 平 行 于 z 轴 的 直线 ,与 直线 x 一 
Tis 工 王 Zi+1 交 成 一 个 小 矩形 ,如 图 17-3 中 的 阴影 部 分 所 示 ,这 个 小 矩形 的 面积 是 f(&) Ax;. 
易 见 ， 
AA,; 2 f(€)Az;. 
把 个 小 矩形 的 面积 加 起 来 ,就 得 到 曲 边 梯形 面积 4 的 一 个 近似 值 ; 


nl 
Am f(&)Azo 十 ja)Az 十 … 十 FE)Az。 1 一 2 CE)Azi。 
令 i=0 
A, 一 -5 fC€) Ax:. 


当 分 点 无 限 增 多 , 即 n 无限 增 大 ， 而 小 区 间 的 长 度 Azi 无 限 缩小 时 ,如 果 和 4, 的 极限 存在 ， 
我 们 就 很 自然 地 定义 曲 边 梯形 的 面积 A 为 和 A, 的 极限 : 
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A= lim 3) f(&:) Ax:. | (17-1) 

由 此 我 们 提出 的 双重 任务 也 就 解决 了 ,因为 我 们 已 经 建立 了 曲 边 梯形 面积 的 一 般 定 义 ， 
并 且 给 出 了 计算 面积 的 原则 方法 . 不 过 在 实际 问题 里 , (17-1) 式 所 提供 的 方法 是 不 能 令 人 
满意 的 , 但 是 在 古代 这 个 方法 确实 解决 过 个 别 问题 ,例如 古 希腊 就 用 这 个 方法 解决 了 由 抛物 
线 所 围 成 的 面积 问题 . 

例 计算 由 抛物 线 y 二 x? ,zx 轴 以 及 直线 x 二 1 所 围 成 的 区 
域 的 面积 SC 图 17- 4). 

解 ” 用 分 点 

0， 工 ， 2， ,0 nl 1 
n 7 n 

~ 把 线段 L0， 1 分 成 了 个 相等 的 小 段 . 在 每 个 小 段 上 作 一 个 小 算 
” 形 ， 使 矩形 的 左 端点 碰 到 抛物 线 . 这 些 左 端点 的 高 分 别 为 


0 


矩形 的 底 边 长 都 是 一. 所 有 这 些 矩形 面积 的 总 和 (如 图 17- 4 中 阴影 部 分 所 示 )S, 等 于 


1 Yl, /roly 工 
Ed ey ed 
十 至 十 …… 十 人 一 1 _ (nDn(2n— 1) 


nm 6723 


S,. 一 0。 


其 中 必 一 让 一 贡 . 易 见 ,ima' 一 0. 所 以 


1 


m5, = 3- 


这 样 我 们 就 求 出 了 面积 S 的 值 是 于 . 


2.3 定 积分 的 定义 


前 面 我 们 分 析 了 求 曲 边 梯 形 面积 的 例子 ,其实 ,我 们 的 目的 更 高 远 ， 因 为 面积 问题 只 是 
一 个 具体 问题 , 仅 是 一 般 问题 的 一 个 导 引 , 求 和 式 
S, 一 3 JS )Az; (17-2) 


的 极限 ,在 自然 科学 与 工程 技术 中 ,有 许多 问题 的 解决 都 需要 这 种 数学 处 理 方法 ,因此 有 必 
要 把 这 种 方法 加 以 总 结 和 研究 ,这 就 引出 了 : 定 积分 的 概念 . 
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定义 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 . 用 分 点 

a= Xo Tr rr 二 6b 
把 区 间 [a,6] 分 为 个 小 区 间 [zi ,zit1j, 其 长 度 为 

Azi 一 Zal 一 Zi (= 0,1,2,." ,nC— 1). 
在 每 个 小 区 间 [Lz; ,zi1j 上 任 取 一 点 &: x: 三 & 委 zir1， 并 作 函 数值 了 (8&;) 与 小 区 间 长 度 AZ; 
乘积 f(&;)Azx; 的 积分 和 

S. 一 5 大 CE)Azi， 

记 A= max (Azxi) ; 当 A—0 时 , 若 积 分 和 S» 有 极限 1, 并 且 值 I 与 区 间 [a,5] 的 分 法 无 关 , 与 


Rin 一 


中 间 值 GG 二 0,1,2,…,n 一 1) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 值 为 f(z) 在 [4,58] 上 的 定 积分 ， 
记 做 
I=|7rcodzr (17-3) 
简单 说 来 ,就 是 
limS) fC) Az; 一 | fm dr, 
其 中 , 数 叫做 积分 下 限 , 数 5 叫 积分 上 限 ,其 余 名 称 与 不 定 积分 相同 . 
2.4 定 积分 的 几何 意义 


车 函数 f(z) 之 0, 则 定 积分 | f(z)dz 表示 由 曲线 y 一 f(z) ,直线 zx 一 a,z 一 6 以 及 加 
所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 (图 17-5)， 


17-5 17-6 图 17-7 


车 f(z)<<0, 则 定 积分 | f(z)dz 在 几何 上 代表 曲 边 梯形 面积 的 负 值 (图 17- 6)， 
由 上 述 两 种 特殊 情况 又 不 难 推 得 ,对 于 一 般 的 有 正 有 负 的 函数 y 一 f(x), 定 积分 
| fz)dz 在 几何 上 表示 : 由 曲线 y 一 f(z) ,直线 x 一 a,z 一 6 及 z 轴 所 围 成 的 几 块 曲 边 梯形 


中 ,在 z 轴 上 方 的 各 图 形 面 积 之 和 , 减 去 在 z 轴 下 方 的 各 图 形 面 积 之 和 . 例如 ,对 于 图 17-7 
中 所 表示 的 函数 f(x) ,就 有 
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| fi dt = S51— SS,+S,. 


§ 3 ” 定 积 分 的 性 质 


3.1 定 积分 的 简单 性 质 


假定 f(x) 和 g(xz) 都 是 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 , 则 以 下 结论 成 立 : 
(1) 常数 &( 关 0) 可 以 提 到 积分 号 外 , 即 


[ kf (x)dz =k [ fz) dx. 


证 hf Cz)dz = lim Sf EA, 上 lim Sf) A =&| f(x)dz. 
(2) 两 个 函数 和 (或 差 ) 的 积分 等 于 两 个 函数 积分 的 和 (或 差 ), 即 

| Cr 二 gcoD]dz = | fdzt+| gz)dz. 
证 ”由 定 积分 的 定义 ,有 


b n—1 
| [Co + gC2)Jdz = limD) (fC&) 士 g(6D))Az 


= im> fe Azi+t 名 之 gCE)Az 一 [ jz)dz 土 | g Cx) dz. 
(3) 交换 积分 上 下限 ,其 积分 值 差 一 负 号 , 即 
[ f Cx) dz =- 一 fx) dz. 


证 “由 定 积分 定义 : | f(z)dz = lim 7(6)Azi, 此 时 要 求 4a<b. 今 设 a>6, 则 此 时 分 


割 区 间 [5,aj 的 分 点 为 

4a=Xo>T> >t > r= b, 
所 有 差 Az: 一 zx+l 一 zi 都 是 负 的 . 若 交 换 积 分 的 上 、 下 限 , 则 分 点 zo ,zi ,zs，… ,zs 就 要 取 相 
反 的 顺序 ,而 积分 和 中 所 有 的 差 (zit, 一 zi) 就 要 变 号 ,由 此 取 极 限 而 得 结论 . 


(4) ALE =0. 
(5) 车 把 La,5] 分 为 两 部 分 [a,c] 和 [c,5], 则 
| fz) dz 一 [ jz)dz 十 | fz)dz. 


证 因为 作 积分 和 时 ,无 论 将 [a,5j 作 如 何 的 分 割 ,积分 和 的 极限 总 是 不 变 的 ,所 以 我 
们 在 分 割 区 间 时 ,可 以 让 <c 永远 是 个 分 点 . 所 以 
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BD) fe) Az = > (6)Ar 十 > fe)Az,. 
[a,b] [a,c] [| 
取 极 限 可 得 

pb ce b 

| f(z) dz = | fr) dz +| fr) dx. 


这 个 性 质 表 示 , 定 积分 对 于 区 间 有 可 加 性 . 


5 5 
| dz=| ldz = 5b—a. 


证 因为 
和 一 如 加 sr 一- 
故 所 给 结论 成 立 . 和 
(7) 如 果 在 [a,8] 上 ,f(z)<g(z) ,那么 
| f(x) dzr < | g(x) dx. 
证 因为 


mr 一 1 nl 
2 CD)Az < >)E(6)Azi， 
1 一 0 i=0 


取 极 限 就 得 到 所 要 的 不 等 式 ， 
(8) 设 M,m 分 别 是 f(z) 在 La,5] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ,那么 


mb S| fdr < MBG—a). 
证 ”因为 m 委 FGz) 委 M, 所 以 由 性 质 (7)， 
eR 
再 用 (1),(6) 即 得 结论 . 
3.2 定 积分 中 值 定 理 


定理 2( 定 积分 中 值 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,65j 上 连续 , 则 在 [a,5] 上 至 少 存在 
一 点 6, 使 得 


| rezaz = f(b— a) qth, 
或 
os | fdr = Fe. 
证 在 3.1 小 节 性 质 (8) 中 给 出 的 不 等 式 两 边 各 除 以 (8 一 a) ,得 
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b 
mm 和 | fdr<M 


这 个 不 等 式 指出 ,数值 [二 -| 7(z)dz 是 介 于 yz) 在 闭 区 间 [a; 妇 上 的 最 大 值 M 和 最 小 值 
m 之 间 的 ,根据 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 中 间 值 定理 ,在 [a,6] 上 必 有 有 
一 点 《使 
| reoaz = £8. 

这 就 是 定 积分 中 值 定理 . 

这 个 公式 的 几何 意义 是 : 以 区 间 [a, 妇 为 底 边 ,以 曲线 y 二 f(z) 

国人 为 曲 边 的 曲 边 梯形 , 它 的 面积 等 于 同一 底 而 高 为 /(&) 的 一 个 矩形 的 

面积 (图 17- 8). 


$4 可 积 性 研究 


4.1 可 积 性 的 必要 条 件 


首先 指出 ,只 有 区 间 上 的 有 界 函 数 才 可 能 是 可 积 的 . 

如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 是 无 界 的 , 则 对 任何 一 种 分 法 ,至少 有 一 个 区 间 
[zi ,ze+!j, 函数 f(z) 在 它 上 面 是 无 界 的 ,从 而 我 们 可 以 在 这 个 区 间 上 取 到 这 样 的 点 &, 使 
得 f(&) 任 意 大 , 因 而 也 就 使 得 和 


nl 
S, 一 >, f(&)Ax; 
i=0 


任意 大 . 这 样 一 来 ,积分 和 不 可 能 趋 于 任何 有 限 极 限 . 

因此 ,函数 在 已 知 区 间 上 的 有 界 性 是 它 在 这 个 区 间 上 可 积 的 必要 条 件 . 所 以 ,在 研究 函 
数 的 可 积 性 时 ,我 们 总 假定 函数 F(z) 在 它 定 义 的 区 间 上 是 有 界 的 . 但 是 ,必须 指出 ,这 个 条 
件 不 是 充分 的 . 换言之 ,一 个 函数 在 一 个 区 间 上 有 界 , 它 可 以 在 这 个 区 间 上 不 可 积 . 


4.2 达 布 和 


我 们 用 下 面 定义 的 达 布 和 作为 辅助 工具 来 研究 函数 的 可 积 性 . 
我 们 用 m; 和 M, 表示 函数 f(z) 在 区 间 [zx; ,zi+1] 上 的 下 确 界 和 上 确 界 ,并 作出 和 


= Smar, s 一 MA, 


这 两 个 和 分 别称 为 达 布 下 和 与 达 布 上 和 ， 简称 下 和 与 上 和 . 由 上 下 确 界 的 定义 ,我 们 有 
m: < FS) < M.. 
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s<S,<S. 
因为 & 是 任意 选择 的 数 ,所 以 , 它 可 以 使 f(&) 任 意 接 近 mm ,又 可 以 任意 接近 Mi. 这 就 是 说 ， 
在 给 定 的 分 割 之 下 , 达 布 和 s 和 S 可 以 作为 积分 和 S, 的 下 确 界 和 上 确 界 . 


4.3 达 布 和 的 简单 性 质 


达 布 和 具有 下 列 简单 性 质 : 

性 质 1 如 果 在 一 组 现 有 的 分 点 上 添上 一 些 新 分 点 , 则 达 布 下 和 有 增 无 减 , 达 布 上 和 有 
减 无 增 . 

证 ”要 证 明 这 个 性 质 , 只 要 在 现 有 分 点 中 增加 一 个 分 点 就 够 了 . 设 此 点 zx' 落 在 zx 与 
Zi+l 之 间 : 


Th < rin: 
在 旧 和 S 中 ,相应 于 区 间 [ zx ;Xs+1j 的 一 项 是 
M, (TH — Zz). 


而 在 新 和 S 中 , 相应 于 该 区 间 的 有 两 项 : 
M(x’ — zi) tM (ran — x’). 
但 是 ,Mi 志 Mi ,Mi 志 Mi ,从 而 
M x” — x) + Mi Cz —z') < Mi (Thin — Xe). 

由 此 推出 ,S'<<S. 

对 于 下 和 ,证 明 与 此 相似 . 

性 质 2 无 论 分 法 怎样 ,每 个 达 布 下 和 都 不 大 于 每 个 达 布 上 和 . 

证 考虑 两 个 独立 的 分 划 . 它们 的 达 布 和 分 别 是 s1，S; 和 ss, S;. 我 们 来 证 明 

51 S52. 

为 此 ,我 们 把 两 个 分 划 的 分 点 并 在 一 起 ,形成 第 三 个 分 划 , 它 的 达 布 和 是 s3,S;. 由 于 这 第 三 
个 分 划 是 由 第 一 个 添加 新 分 点 得 出 的 ,所 以 ,由 达 布 和 的 性 质 1， 


51 妇 $3. 
现在 对 比 第 二 个 和 第 三 个 分 划 ,可 得 

Ss 委 958 
但 % 委 S:. 由 上 面 的 不 等 式 立刻 有 

5 9: 


这 就 是 要 证 明 的 . 
由 性 质 2 知 ,全体 下 和 的 集合 {*} 是 有 上 界 的 ,因而 它 有 上 确 界 
了 T。 一 sup{s}. 
全 体 上 和 的 集合 {S} 是 有 下 界 的 ,因而 它 有 下 确 界 
I* = inf{S). 
显然 , 对 任何 达 布 下 和 与 达 布 上 和 都 有 
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<T, <I*<S. (17- 4) 
4.4 积分 存在 的 条 件 


定理 3 设 函 数 f(x) 定义 在 区 间 [La,5] 上 , 则 定 积 分 存在 的 充分 必要 条 件 是 
lim(S—s) =0. (17-5) 
证 必要 性 假定 积分 (17-3) 存 在 . 于 是 ,对 任意 给 定 的 。 二 0, 都 存在 35>0, 使 得 当 所 
有 Ax; 二 6 时 ,有 
1S, 一 IT|<e 或 TI 一 se<S,<T+s， 
不 论 & 如 何 选取 . 从 而 有 
I—e 之 ss 之 STi+e. 
所 以 
i = ls = 
这 就 证 了 (17-5) 式 成 立 . 
充分 性 ”假定 (17-5) 成 立 , 由 (17- 4) 式 ,显然 肛 , = 二 1" .用 了 表示 它们 的 公共 值 , 则 
s<I<S. (17- 6) 
由 (17-5) 知 ， 对 任意 给 定 的 s>0 ,都 存在 >>0, 当 对 [a, 四 的 分 划 的 最 大 区 间 长 度 4<<8 时 ， 
就 有 
|S—s|<=e. 
如 果 把 S; 理解 为 与 * 和 S 相应 于 同一 分 划 的 积分 和 之 一 , 则 
< SS, 去 5. 
与 (17- 6) 式 比较 ,立刻 得 到 
|S.—I| 才 |1S—s|<e. 
因此 了 是 S， 的 极限 ， 即 是 函数 f(z) 的 定 积分 . 
如 果 用 w; 表示 函数 在 第 i 个 分 区 间 的 振幅 M, 一 m; ,那么 我 们 有 


S—sC= 3 (CM. — mi) Ax:; = 3 wi Axi. 


lim SY wh 一 0. (17-7) 


AD 


4.5 定 积 分 存在 定理 


这 个 定理 的 意义 是 十 分 明显 的 . 因为 ,如 果 积 分 不 存在 ,那么 以 下 的 研究 就 没有 意义 了 . 
定 积 分 存在 定理 保证 了 由 连续 曲线 围 成 的 区 域 , 它 的 面积 永远 存在 . 

我 们 来 证 明 , 函数 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 是 连续 的 , 则 它 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 存在 . 
其 证 明 主 要 是 根据 函数 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 是 一 致 连续 的 . 
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定理 4( 积 分 存在 定理 ) 若 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 该 函数 在 区 间 [a,5] 上 必 
可 积分 . 

证 ”函数 f(x) 在 区 间 [a,65] 上 连续 , 则 它 在 该 区 间 一 致 连续 . 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 
6>>0, 当 Axzi<f 时 ,ww<e, 由 此 ， 


n—1 2 一 1 
> Wi AX; < 过 e>) Az， 一 e(b—a), 
i=0 i=0 


nl 
即 lim DywiAzx; 二 0. 条 件 (17-7) 已 经 实现 , 故 积分 存在 . 
40 I=0 


5 微 积分 基本 定理 


积分 学 要 解决 两 个 基本 问题 : 第 一 是 原 函 数 的 求法 问题 ;第 二 是 定 积分 的 计算 问题 . 原 
函数 的 概念 与 定 积分 的 概念 是 作为 完全 不 相干 的 两 个 概念 引进 来 的 . 本 节 的 目的 在 于 建立 
它们 之 间 的 联系 ,通过 这 个 联系 , 定 积分 的 计算 问题 也 获得 圆满 解决 . 

微 积 分 基本 定理 的 发 现 ,也 就 是 原 函 数 与 定 积 分 间 的 简单 而 重要 的 联系 的 发 现 ,是 人 类 
科学 史上 的 一 个 重要 的 里 程 碑 . 其 重要 作用 如 何 高 估 都 不 会 过 分 . 可 以 这 样 说 , 微 积 分 基本 
定理 是 整个 高 等 数学 中 最 重要 的 一 个 定理 . 

设 函 数 A(z) 在 区 间 [a,58] 上 连续 ,xE [a,5], 今 考虑 定 积分 


| f(x)dz. 


这 时 变量 x 有 两 种 不 同 的 意义 ; 一 方面 它 表 示 定 积分 的 上 限 , 另 一 方面 又 表示 积分 变量 . 为 
明确 起 见 ,将 积分 变量 换 成 i, 于 是 上 面 的 定 积分 可 写 为 


[ fd 


今 让 工 在 区 间 [La,5j 上 任意 变动 ,对 于 工 的 每 一 个 值 定 
积分 有 一 个 唯一 确定 的 值 与 之 对 应 ,这 样 在 该 区 间 上 就 定 
义 了 一 个 函数 , 记 做 B(x) (图 17- 9) ， 


Bz) = [ fd (ozr<b). 


关于 这 个 函数 的 导数 ,我 们 有 定理 
定理 5( 原 函数 存在 定理 ) 车 函数 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 , 则 变 上 限 的 定 积分 


G(r) 一 | fa 


图 17-9 


就 是 f(z) 的 一 个 原 卫 数 , 即 
B(x) 一 二 [ fdt = fx). 
证 “给 工 以 增 量 Az, 则 
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T+AT 
Bz Az) = | f (2 dz. 
因此 
XAx x 十 Ar 
A® = GCCz 十 Ar) — Bz) = | fd—| fe) dt = | 让 CD) dt. 


应 用 定 积 分 中 值 定 理 , 则 有 等 式 
AB = f(Az, ZzRECZLAZ. 


从 而 
@'(z) = lim A = limf(® = f(z). 
这 就 完成 了 定理 5 的 证 明 . 
从 定理 5 我 们 知道 ,@G(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 这 个 定理 的 价值 在 于 肯定 了 连续 函数 
的 原 函 数 一 定 存在 . 但 是 ,我 们 并 不 利用 定 积 分 去 求 原 函数 ,有 了 这 个 定理 立刻 就 有 下 面 的 


定理 . 
定理 6( 微 积分 基本 定理 ) 若 F(z) 是 连续 函数 f(z) 在 区 间 [a,5]J 上 的 一 个 原 函 数 , 则 


| fi) dz 一 下 (CD — Fla). (17- 8) 
证 已 给 FCz) 是 函数 f(z) 的 一 个 原 酒 数 .由 定理 5， 
Bz) 一 [ fd 


也 是 FCz) 的 原 函 数 . 我 们 知道 ,两 个 原 函 数 的 差 是 一 个 常数 ,因此 有 等 式 
F(z) = Bz) 十 C 
邻 X= 二 a, 因 Bl(a)= 二 0, 所 以 Fla)= 二 C. 再 令 z= 二 b, 得 到 
FCD = B60) + C= B06) + F(a), 
即 
F(b) = | fdt+t Fla), 
移 项 得 
| fdt = | f(r) dx = F(b) — F(a). 

证 毕 . 

公式 (17- 8) 也 可 写成 

| rear 一 Fa 
公式 (17- 8) 叫 做 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 . 它 建 立 了 定 积 分 与 不 定 积分 的 联系 ,把 计算 定 积 


分 的 问题 转化 为 计算 不 定 积分 的 问题 ,为 计算 定 积分 提供 了 简捷 方法 . 
例 1 求 由 图 17-10 所 示 图 形 的 面积 S. 
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解 ”由 定 积分 的 几何 意义 ， 
$= | sinzdz. 
sinz 的 一 个 原 沙 数 是 (一 cosz) ,由 微 积 分 基本 定理 ， 
$= | sinzdz= (~ cosz)|! —2. 


有 了 牛顿- 莱 布 尼 茨 公式 ,面积 S 很 容易 求 出 . 但 是 在 牛顿 和 莱 
布 尼 茨 之 前 ,只 有 个 别 数 学 家 能 算出 这 个 积分 . 


例 2 设 y=| VITZdt, 求 虹 . 
解 ” 由 定理 5， 


图 17-10 


里 -是 | VITrd— VITZ. 
dz dzxji 


6 定 积分 的 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


微 积分 基本 定理 建立 了 定 积分 与 不 定 积分 的 联系 ,因而 会 求 不 定 积分 就 会 求 定 积分 ,这 
就 是 说 , 定 积分 的 计算 问题 本 质 上 已 经 解决 .但 是 为 什么 还 要 研究 定 积分 的 积分 法 呢 ? 这 只 
是 为 了 使 计算 更 为 简单 . 


6.1 换 元 积分 法 
定理 7 定 积分 的 换 元 公式 为 
reapaz= | fy Da 


其 中 zx 一 y(2) 满 足下 面 三 个 条 件 : 
(1) yo) 一 av) 一 5 
(2) yy (2) 在 [a,8] 上 连续 ，; 
(3) 当 z 在 [a,B] 变 化 时 ,yz) 的 值 在 La,5j 上 变化 . 
证 若 FCz) 是 f(z) 的 原 函 数 ; Fz) 二 fCz); 则 FCg(2)) 是 fy)Y (DO 的 原 函 数 ， 


FF (yt)) = F' (yy (2). 
因此 
| fC)dz = F(6) — Fa) = FCy(p)) — FeyCa)). 


| fy Wa = Fy) | = FOg(B) — FCyle)), 
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于 是 有 
b B 
| f(az =| /YY Wa 


这 就 证 明了 积分 换 元 公式 . 
定 积分 换 元 公式 从 左 到 右 用 ,相当 于 不 定 积分 的 第 二 换 元 法 ;从 右 到 左 用 ,相当 于 不 定 
积分 的 第 一 换 元 法 . 


例 1 求 | 2z Ml 二 zdz. 
解 ” 令 1 二 1 十 xz?, 则 z=0,t 二 1;xX==1,t 二 2;dt 二 2xdz. 从 而 
|,22 ViT dr = | Widt = Tar 


用 定 积分 的 换 元 积分 法 计算 定 积分 ,由 于 在 换 元 时 要 相应 地 换 积 分 限 , 因 此 在 求 出 原 函 
' 数 后 ,直接 代入 积分 限 就 可 算出 积分 值 ,而 不 必 像 不 定 积分 那样 换 回 到 原 变量 . 


6.2 分 部 积分 法 
对 微分 恒等式 


了 站 和 | 一半 ( 信 一 1 


az)do(z) = d[u(x)v (rz) | — v(x) dulz) 
从 a 到 5 关于 zz 积分 ,得 到 | 


| uC) dv) = | dfucz)v(z)] 一 | vdulz). 
对 右边 第 一 项 运用 牛顿 - 芋 布 尼 芯 公式， 我 们 得 到 定 积 分 的 分 部 积分 公式 
| u lz)dv(z) = [u(xz)v(z)] | -| vx) dul(z). 


1 
例 2 求 | arctanzxdz. 
0 


从 而 


解 ” 今 x 一 arctanz, 一 Z, 则 du 一 zdz, 


1 
工 一 工 
| ,azc=3 


1 
| arctanzxdz= x ，。 arctanz |， 一 
0 


1 1 1 
— FIn(+z)|, = — In2. 


TT 工 
4 4 


$7 再 论 微分 学 与 积分 学 


7.1 微分 学 


微分 学 基本 问题 : 求 非 均 匀 变 化 量 的 变化 率 问题 . 
物理 模型 : 求 运动 物体 的 瞬时 速度 . 
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瞬时 速度 一 平均 速度 的 极限 ， vt) 一 “CD 一 lim 名. 
几何 原型 : 曲线 在 一 点 处 的 切线 斜率 . 
切线 斜率 = 割 线 斜率 的 极限 ， f(z) = lim 人 > 
数学 模型 ， 
平均 变化 率 一 他， 导数 , i 一 lim 2 


x lim Ax. 
基本 运算 : 求 导 运 算 与 求 微 分 的 运算 . 
微分 : 微分 是 函数 改变 量 的 主要 线性 部 分 : 
Ay 、 dy = y x) dr, 
用 于 将 函数 线性 化 . 


7.2 积分 学 


积分 学 基本 问题 : 非 均匀 变化 量 的 求 积 问题 . 
物理 原型 : 求 变速 运动 的 路 程 . 

几何 原型 : 曲 边 梯形 的 面积 . 

数学 模型 ， 


La b ml 
积分 和 一 > fC(&)Azi， 积分 | f(z)dz = lim》) f(8)Az. 


微分 的 无 限 积累 得 到 积分 :| f(z)dz. 


基本 运算 : 不 定 积分 法 , 定 积分 法 . 

微分 学 与 积分 学 的 联系 : 微 积 分 基本 定理 . 

微分 学 的 特点 有 两 个 : 局 部 性 与 动态 性 . 

积分 学 的 特点 有 两 个 : 整体 性 与 静态 性 . 

微分 学 研究 的 是 函数 的 局 部 性 态 ,无 论 是 微 商 概念 ,还 是 微分 概念 ,都 是 逐 点 给 出 的 . 概 
念 本 身 并 不 涉及 函数 在 整个 区 间 上 的 性 质 , 但 这 不 要 误 认为 微分 学 不 关心 函数 的 整体 性 质 . 
数学 家 研究 函数 的 局 部 性 质 ,其 目的 在 于 从 局 部 性 质 去 探索 整体 性 质 . 因为 整体 是 由 局 部 构 
成 的 ,局 部 性 质 清楚 了 ,整体 性 质 也 就 容易 去 把 握 . 

此 外 ,微分 学 研究 的 是 物质 运动 的 动态 过 程 , 它 与 古代 数学 的 质 的 不 同 就 体现 在 这 里 . 
微分 学 为 研究 运动 与 过 程 提供 了 强 有 力 的 工具 ,由 此 开始 ,人 类 文明 掀 开 了 新 的 篇 章 : 现代 
文明 诞生 了 . 

由 于 动态 过 程 的 复杂 性 ,其 概念 也 就 更 加 微妙 ,这 就 是 微分 学 长 期 以 来 找 不 到 严格 的 理 
论 基 础 的 原因 所 在 . 例如 ,微分 的 概念 尽管 在 牛顿 . 莱 布 尼 茨 手中 已 经 诞生 ,但 是 直到 柯 西 才 
把 它 搞 清 楚 . 这 就 是 我 们 现在 使 用 的 微分 的 定义 : 函数 改变 量 的 线性 主要 部 分 . 这 个 概念 烦 
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恼 了 全 世界 最 杰出 的 数学 家 约 150 年 之 久 . 

积分 学 包含 定 积分 与 不 定 积分 两 大 部 分 . 不 定 积 分 的 目的 是 提供 计算 方法 ,与 求 时 运算 
相 比 较 不 定 积分 的 计算 要 困难 一 些 . 积分 学 所 研究 的 问题 是 静态 的 , 比较 容易 理解 ,容易 把 
握 . 无 穷 分 割 的 方法 在 古 希 腊 和 中 国 古 代 就 诞生 了 , 它 所 研究 的 是 函数 在 一 个 区 间 上 的 整体 
性 质 . 

论文 题目 

1. 微 积 分 发 展 史 之 我 见 . 

2. 微 积分 的 地 位 和 作用 . 

3. 微 积分 与 近代 科学 . 
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李 杜 文章 万 口传 ,对 今 已 常 不 新 评 ; 江 山 代 有 才 人 出 ,各 领 风 吗 数 百年 . 
清 赵 曙 
数学 和 还 辑 是 精密 科学 的 两 只 眼睛 :数学 派 间 上 还 辑 眼 睛 ,还 和 辑 派 闻 上 数学 
眼 晴 ,各 自 相 信 一 只 眼睛 比 两 只 眼睛 看 得 更 好 . 
乔治 ， 萨 顿 


$1 第 三 次 数学 危机 


1.1 对 数学 基础 的 探讨 


自古 希腊 以 来 ,数学 的 严格 基础 就 是 数学 家 们 追求 的 目标 . 这 样 的 追求 在 20 世纪 以 前 
曾经 历 过 两 次 巨大 的 考验 , 即 古 希腊 不 可 公 度 量 的 发 现 和 17,18 世纪 关于 微 积分 基础 的 争 
论 . 到 19 世纪 末 , 由 于 严格 的 微 积 分 理论 的 建立 ,数学 史上 的 第 二 次 数学 危机 已 基本 解决 . 
但 事实 上 ,严格 的 微 积 分 理论 是 以 实数 理论 为 基础 的 ,而 严格 的 实数 论 又 以 集合 论 为 基础 . 
集合 论 似 乎 给 数学 家 们 带 来 了 一 劳 永 逸 地 摆脱 基础 危机 的 希望 , 尽管 集合 论 的 相 容 性 尚未 
证 明 ,但 许多 人 认为 这 只 是 时 间 问 题 . 这 样 ,1900 年 在 巴黎 举行 的 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 
上 , 庞 加 莱 高 兴 地 指出 : 


“我 们 最 终 达 到 了 绝对 的 严密 吗 ? 在 数学 发 展 前 进 的 每 一 阶段 ,我们 的 前 人 都 

坚信 他 们 达到 了 这 一 点 . 如 果 他 们 被 蒙蔽 了 ,我 们 是 不 是 也 像 他 们 一 样 被 蒙蔽 了 ? 

ev 如 果 我 们 不 厌 其 烦 地 严格 的 话 ,就 会 发 现 只 有 三 段 论 或 归结 为 纯 数 的 直觉 是 

不 可 能 欺骗 我 们 的 .今天 我 们 可 以 宣称 ,完全 的 严格 性 已 经 达到 了 1” 

那 时 , 绝 大 多 数 数学 家 具有 和 庞 加 莱 相 同 的 看 法 ,他 们 对 数学 所 达到 的 严密 性 而 欢欣 鼓 
舞 . 但 实际 上 ,暴风 十 正在 酝酿 . 屋外 云 涛 翻滚 , 山 雨 欲 来 ,数学 史上 的 一 场 新 的 危机 正在 降 
临 , 就 在 第 二 年 ,英国 数学 家 罗素 以 一 个 简单 明了 的 集合 论 悖 论 打 破 了 人 们 的 上 述 希 望 , 引 
起 关于 数学 基础 的 新 争论 . 对 数学 基础 的 更 深入 的 探讨 , 以 及 由 此 引出 的 数理 逻辑 的 发 展 是 
20 世纪 纯粹 数学 的 又 一 重要 发 展 趋势 . 


1.2 什么 是 悖 论 ? 
笼统 地 说 , 悖 论 就 是 指 这 样 的 推理 过 程 ; 它 看 上 去 是 合理 的 ,但 结果 却 得 出 了 矛盾 . 迟 
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论 在 数学 中 出 现 是 一 件 严重 的 事情 . 正如 著名 逻辑 学 家 A. 塔 斯 基 所 指出 的 :“ 我 们 知道 ,一 
个 有 矛盾 的 理论 一 定 包含 假 命题 ,而 我 们 是 不 愿意 把 一 个 已 被 证 明 包 含 这 种 假 命 题 的 理论 
看 成 是 可 以 接受 的 ”, 因 此 ,“ 我 相信 ,每 个 人 都 同意 这 一 点 : 一 旦 我 们 在 一 个 理论 中 推出 了 
两 个 互相 矛盾 的 命题 ,这 一 理论 就 变 成 不 可 接受 的 了 . ”因此 , 悖 论 在 数学 中 的 发 现 所 造成 的 
事实 是 对 数学 可 靠 性 的 怀疑 . 如果 一 个 悖 论 的 涉及 面 比较 大 的 话 ,特别 是 , 当 悖 论 出 现在 基 
础 理论 中 时 ,就 会 导致 “数学 危机 ”. 

罗 索 的 悖 论 是 : 以 M 表示 是 它们 本 身 的 成 员 的 集合 (如 一 切 概念 的 集合 仍 是 一 个 集 
合 ) 的 集合 ,而 以 N 表示 不 是 它们 本 身 成 员 的 集合 (如 所 有 人 的 集合 不 是 一 个 人 ) 的 集合 . 现 
在 我 们 问 : 集合 N 是 否 是 它 本 身 的 成 员 . 如 果 N 是 它 本 身 的 成 员 , 则 N 是 M 的 成 员 ,而 不 
是 NN 的 成 员 ,于 是 N 不 是 它 本 身 的 成 员 . 另 一 方面 ,如 果 N 不 是 它 本 身 的 成 员 , 则 N 是 N 
的 成 员 ,而 不 是 M 的 成 员 , 于 是 N 是 它 本 身 的 成 员 . 悖 论 在 于 ,无 论 是 哪 一 种 情况 ,我 们 者 
得 到 矛盾 . 

罗素 悖 论 曾 以 多 种 形式 将 这 一 悖 论 通 俗 化 . 这 些 形式 中 最 著名 的 是 罗素 在 1919 年 给 出 
的 , 称 为 理发 师 悖 论 . 某 村 的 一 个 理发 师 宣称 ,他 给 所 有 不 给 自己 刊 脸 的 人 刊 脸 . 于 是 出 现 这 
祥 的 困境 : 理发 师 是 否 给 自己 刊 脸 呢 ?如 果 他 给 自己 刊 脸 , 那 他 就 违背 了 自己 的 原则 ;如 果 
他 不 给 自己 刊 脸 ,那么 ,根据 他 的 宣称 ,他 就 应 该 为 自己 刊 脸 . 

罗 索 悖 论 的 出 现 不 仅 否 定 了 庞 加 莱 关 于 “完全 的 严格 性 已 经 达到 了 ”, 而 且 直 接 动 播 了 
把 集合 论 作为 分 析 基础 的 信心 . 著名 逻辑 学 家 兼 数学 家 弗 雷 格 即 将 完成 他 的 巨著 (算术 的 基 
本 原则 ) 第 二 卷 时 ,他 接 到 罗素 的 一 封 信 , 信 中 把 集合 论 的 悖 论 告 诉 了 他 . 弗 雷 格 在 卷 二 的 末 
尾 说 ;“ 一 个 科学 家 不 会 碰 到 比 这 更 难堪 的 事情 了 , 即 在 工作 完成 的 时 候 它 的 基础 雪 塌 了 . 
当 这 部 著作 只 等 付 印 的 时 候 , 罗 素 先生 的 一 封 信 就 使 我 处 于 这 种 境地 . ”现在 人 们 把 集合 论 
悖 论 的 出 现 , 和 由 此 引起 的 争论 称 为 第 三 次 数学 危机 . 

集合 论 悖 论 对 数学 家 们 的 震动 是 巨大 的 . 由 于 集合 论 已 成 为 现代 数学 的 基础 ,因此 集合 
论 悖 论 的 威胁 就 不 只 局 限于 集合 论 ,而 遍及 整个 数学 ,甚至 还 包含 逻辑 . 这 就 不 得 不 使 希 尔 
伯 特 感叹 道 :“ 必 须 承认 ,在 这 些 悖 论 面 前 ,我 们 目前 所 处 的 情况 是 不 能 长 久 忍 受 下 去 的 . 试 
想 ,在 数学 这 个 号 称 可 靠 性 和 真理 性 的 典范 里 ,每 一 个 人 所 学 的 、 教 的 和 应 用 的 那些 概念 结 
构 和 推理 方法 竞 会 导致 不 合理 的 结果 . 如 果 甚 至 数学 思考 也 失灵 的 话 ,那么 应 该 到 哪里 去 寻 
找 可 靠 性 和 真理 性 呢 ?” 


1.3 导论 与 艺术 


在 第 三 章 我 们 曾 提 到 ,文艺 复兴 时 期 欧 几 里 得 几何 如 何 刺激 了 透视 画 的 发 展 ,而 后 绘画 
又 如 何 引出 了 一 门 新 的 几何 学 . 在 整个 人 类 文明 史上 ,艺术 和 科学 始终 是 交互 促进 的 . 悖 论 
的 产生 也 为 艺术 家 提供 了 创作 的 源泉 , 艾 舍 尔 的 《瀑布 插图 18-1) 乍 看 起 来 没有 什么 不 对 


8$2 数学 基础 287 


插图 18-1 插图 18-2 


头 . 然而 仔细 审查 一 下 ,就 会 发 现 有 不 对 劲 的 地 方 ; 水 可 以 无 休止 地 久 圈 子 . 另 一 幅 画 是 《不 
可 能 的 三 角形 江 插 图 18-2) ,在 三 角形 两 边 接头 的 地 方 ,都 很 合理 ,但 整体 看 却 不 可 能 . 艺术 
家 将 悖 论 直观 化 ,可 以 使 我 们 对 悖 论 有 更 形象 的 了 解 ， 
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悖 论 的 产生 使 数学 家 们 更 加 自觉 地 认识 到 数学 基础 的 重要 性 . 什么 是 数学 的 可 靠 基 础 
呢 ? 它 在 数学 的 内 部 ,还 是 在 数学 的 外 部 ? 从 20 世纪 初 开 始 数学 家 们 就 此 展开 了 激烈 地 争 
论 和 不 懈 地 探索 . 按照 哲学 观点 的 不 同 ,数学 家 们 基本 上 分 成 了 三 大 派 : 以 弗 雷 格 和 罗素 为 
代表 的 逻辑 主义 ,以 布 劳 沃 为 代表 的 直觉 主义 和 以 希 尔 伯 特 为 代表 的 形式 主义 ， 


2.1 逻辑 主义 
逻辑 主义 认为 算术 理论 不 能 看 成 是 全 部 数学 的 最 终 基 础 ,数学 的 可 靠 基 础 是 逻辑 . 他 们 
的 规划 是 : 
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(1) 从 少数 的 逻辑 概念 出 发 去 定义 全 部 ,或 大 部 分 数学 概念 

《2) 从 少数 的 逻辑 法 则 出 发 去 演绎 出 全 部 ,或 大 部 分 数学 理论 . 

逻辑 主义 的 企图 没有 实现 ,也 不 可 能 实现 . 最 重要 的 一 点 是 , 它 隔离 了 数学 与 现实 的 关 
系 . 如 果 数 学 的 内 容 全 部 可 以 由 逻辑 推出 ,那么 它 怎 么 能 用 于 现实 世界 ? 怎么 把 新 的 思想 引 
人 数学 ? 罗素 也 承认 了 这 一 点 . 他 说 :“ 我 一 直 在 寻找 的 数学 的 光辉 的 确定 性 在 令 人 困惑 的 
迷宫 中 丧失 了 .” 

尽管 如 此 ,逻辑 主义 仍 有 它 不 可 磨灭 的 功绩 . 他 们 相当 成 功 地 把 古典 数学 纳入 了 一 个 统 
一 的 公理 系统 .虽然 这 个 系统 不 是 纯 逻 辑 的 ,但 却 是 公理 化 方法 在 近代 发 展 中 的 一 个 重要 起 
点 . 他 们 还 完成 了 从 传统 逻辑 到 数理 逻辑 的 过 度 和 演变 ， 


2.2 直觉 主义 


鸟 有 双飞 , 花 有 并 蒂 . 正当 逻辑 主义 形成 之 时 , 直 党 主义 诞生 了 . 逻辑 主义 者 用 越 来 越 精 
巧 的 逻辑 来 巩固 数学 的 基础 ,而 直觉 主义 者 却 在 偏离 甚至 放弃 逻辑 . 这 是 数学 史上 最 富 矛 盾 
的 趣事 . 直觉 主义 者 认为 ,数学 的 出 发 点 不 是 集合 论 , 而 是 自然 数 . 只 有 建立 在 这 种 原始 直觉 
和 和 可 构造 之 上 的 数学 才 是 可 信 的 .他们 的 基本 立场 是 : 

(1) 在 无 穷 观 的 问题 上 彻底 采用 湾 无 限 ,而 排斥 实 无 限 . 现代 直觉 主义 的 先驱 克 罗 内 克 
就 拒绝 无 穷 集 和 超 限 数 . 他 认为 , 康 托 尔 在 这 一 领域 的 工作 不 是 数学 ,而 是 玄学 . 

(2) 否定 传统 逻辑 的 普遍 有 效 性 ,重建 直觉 主义 者 的 逻辑 规则 . 他 们 对 使 用 排 中 律 限制 
很 严 . 例如 ,直觉 主义 者 能 对 ?个 自然 数 下 结论 :“ 每 一 个 自然 数 ,或 者 是 偶数 ,或 者 是 奇 
数 . ”但 不 能 对 全 体 自然 数 下 这 个 结论 . 他 们 不 容许 把 排 中 律 应 用 到 无 穷 集 . 希 尔 伯 特 对 此 抗 
议 道 ,“ 禁 止 数学 家 用 排 中 律 就 像 禁 止 天 文学 家 用 望远镜 和 拳击 师 用 拳 一 样 . 否定 用 排 中 律 
得 到 的 存在 定理 就 相当 于 全 部 放弃 了 数学 的 科学 性 ,” 

(3) 批判 古典 数学 ,排斥 非 构造 性 数学 . 按照 直觉 主义 者 的 观点 ,实数 系 和 微 积分 理论 
中 的 许多 定理 是 不 能 接受 的 . 例如 ,连续 函数 的 中 间 值 定理 是 这 样 叙述 的 :“ 设 函数 f(x) 在 
La,5j 是 连续 的 ,并 且 f(a)， (5) 二 0, 则 存在 c,a 二 c<6 使 得 fC) 一 0.” 这 个 定理 是 用 反 证 
法 证 明 的 ,而 没有 给 出 一 个 有 限 的 构造 过 程 ,去 定 出 这 个 c. 直觉 主义 者 不 接受 这 种 非 构 造 
性 证 明 . 

直觉 主义 者 因为 把 古典 数学 搞 得 支离破碎 ,而 且 重 整数 学 的 任务 也 非常 艰巨 ,最 后 也 失 
败 了 . 但 他 们 提出 的 能 行 性 问题 具有 十 分 重大 的 现实 意义 . 正如 大 家 所 知道 的 ,使 用 计算 机 
不 能 不 注意 能 行 性 问题 . 他 们 还 正确 地 指出 ,数学 上 最 重要 的 进展 不 是 通过 完善 逻辑 形式 而 
是 通过 变革 其 基本 理论 得 到 的 ,是 逻辑 依赖 于 数学 而 不 是 数学 依赖 于 逻辑 ， 


2.3 形式 主义 


形式 主义 数学 观 的 核心 有 两 条 : 
(1) 逻辑 和 数学 中 的 基本 概念 和 公理 系统 都 是 一 行 行 毫 无 意义 的 符号 . 形式 主义 者 柯 
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瑞 指出 ,数学 是 关于 形式 系统 的 科学 . 

(2) 数学 的 真理 性 等 价 于 数学 系统 的 相 容 性 . 无 矛盾 性 是 对 数学 系统 的 唯一 要 求 . 于 是 
对 于 形式 主义 者 来 说 ,数学 本 身 就 是 一 堆 形 式 系统 ,各 自 建立 自己 的 逻辑 ,同时 建立 自己 的 
数学 ;各 有 各 自 的 概念 ,各 自 的 公理 ,各 自 的 推导 定理 的 法 则 ,以 及 各 自 的 定理 , 把 这 些 演绎 
系统 中 的 每 一 个 发 展 起 来 ,就 是 数学 的 任务 . 

形式 主义 观点 的 主要 优越 性 在 于 , 它 为 数学 家 提供 了 创造 任意 数学 结构 的 自由 ,使 数学 
研究 从 “实在 ”的 束缚 下 解放 了 出 来 . 希 尔 伯 特 和 他 的 学 生 们 还 发 展 了 证 明 论 或 元 数学 . 这 是 
建立 任何 一 个 形式 系统 的 相 容 性 的 方法 . 在 1928 年 的 国际 数学 家 大 会 上 , 希 尔 伯 特 非常 自 
信 地 说 :“ 利 用 这 种 新 的 数学 基础 ,人 们 完全 可 以 称 它 为 证 明 论 ,我 将 可 以 解决 世界 上 所 有 
的 基础 性 问题 . "他 尤其 相信 和 能够 解决 相 容 性 问题 和 完备 性 问题 . 

直觉 主义 者 对 形式 主义 提出 了 指责 , 布 劳 沃 说 :“ 尽 管 公理 化 .形式 化 的 处 理 可 以 避免 
矛盾 ,但 也 因此 不 会 得 到 有 数学 价值 的 东西 . 一 种 不 正确 的 理论 ,即使 它 没有 被 反驳 它 的 矛 
盾 所 驭 倒 , 它 仍 然 是 不 正确 的 ;这 正 像 一 种 犯罪 行为 不 管 是 否 有 法 庭 阻 止 它 , 它 都 是 犯罪 
一 样 . ”> 
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1931 年 在 (数学 物理 月 刊 》 上 发 表 了 一 篇 题 为 ( 论 〈 数 学 原理 ?和 有 关系 统 中 的 形式 不 可 
判定 命题 》 的 论文 . 论文 的 作者 是 年 仅 25 岁 的 奥地利 数学 家 和 逻辑 学 家 哥 德 尔 ( 儿 urt G5del， 
1906 一 1978) ,他 当时 在 维也纳 大 学 . 论文 发 表 时 并 没有 受到 重视 ,但 仅仅 过 了 几 年 ,就 受到 
了 专家 们 的 普遍 重视 ,被 认为 是 数学 和 逻辑 的 基础 方面 的 划时代 文献. 

哥 德 尔 的 论文 指出 了 公理 化 过 程 的 局 限 性 ,这 是 人 们 所 始 料 未 及 的 . 他 的 论文 的 主要 影 
响 有 四 个 方面 : 

(1) 它 摧 筑 了 数学 的 所 有 重要 领域 能 被 完全 公理 化 这 一 强烈 的 信念 ; 

(2) 它 扑灭 了 沿 着 希 尔 伯 特 曾 设想 的 路 线 证 明 数 学 的 内 部 相 容 性 的 全 部 希望 ; 

(3) 它 使 得 人 们 不 得 不 必须 重新 评价 普遍 认可 的 数学 哲学 ，; 

(4) 它 把 一 个 新 的 、 强 有 力 且 内 容 丰 富 的 分 析 技 术 引 到 了 基础 研究 之 中 . 

20 世纪 早期 公理 化 方法 有 了 莲 勃 的 发 展 , 人 们 期 望 , 数 学 的 各 个 分 支 都 能 建立 完全 的 
公设 集 . 例如 ,一般 认 为 , 皮 亚 诺 关 于 自然 数 系 建立 的 公设 集 是 完全 的 . 但 是 , 哥 德 尔 的 论文 
动 播 了 这 些 期 望 . 哥 德 尔 证 明了 下 面 的 定理 : 

哥 德 尔 第 一 定理 ”对 于 包含 自然 数 系 的 任何 相 容 的 形式 体系 下, 存在 正中 的 不 可 判定 
命题 ; 即 存在 下 中 的 命题 S$, 使 得 S 和 非 S$ 都 不 是 在 F 中 可 证 的 . 

由 此 得 到 ,自然 数 系 的 任何 公设 集 ,如 果 是 相 容 的 就 不 是 完全 的 . 换言之 ,不 管 我 们 能 为 
自然 数 采 用 什么 样 的 相 容 的 公设 集 , 总 存在 关于 自然 数 的 命题 ,使 得 S 和 非 S 都 不 能 从 这 
些 公设 得 到 证 明 . 这 可 是 令 人 吃惊 的 ,出 乎 意料 的 发 现 . 
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数论 中 有 许多 著名 的 猜想 ,到 目前 为 止 , 距 没有 证 明 也 没有 推翻 . 例如 , 哥 德 巴 赫 猜 想 ， 
挛 生 素数 是 无 限 的 猜想 等 ,都 未 被 证 明 或 推翻 . 这 些 猜 想 是 不 可 判定 的 命题 吗 ? 如 果 是 , 那 
我 们 就 永远 不 能 证 明 它 们 . 

那么 ,有 没有 办 法 去 确定 一 个 命题 是 不 是 可 判定 的 呢 ? 也 没有 ! 1936 年 美国 逻辑 学 家 
车 救 (Alonzo Church) 证 明了 下 面 的 定理 、 

车 救 定理 ”对 于 包含 自然 数 系 的 任何 相 容 的 形式 体系 F, 不 存在 有 效 的 方法 ,决定 下 
中 的 哪些 命题 在 下 中 是 可 证 的 . 

这 真是 使 人 失望 . 

希 尔 伯 特 一 直 想 证 明 数 学 的 内 部 相 容 性 问题 ,但 这 也 无 望 ,因为 哥 德 尔 还 证 明了 下 面 的 
定理 : 

哥 德 尔 第 二 定理 对 于 包含 自然 数 系 的 任何 相 容 的 形式 体系 下 ,下 的 相 容 性 不 能 在 下 
中 被 证 明 . | 

由 此 得 到 ,在 下 的 不 可 判定 问题 中 ,下 的 相 容 性 就 是 其 中 的 一 个 . 希 尔 伯 特 原来 的 希望 
是 彻底 破灭 了 . 

其 实 , 从 常识 看 来 这 也 是 自然 的 . 俗话 说 “ 老 王 卖 瓜 , 自 卖 自 夸 ”; 人们 不 能 昕 他 的 自 夸 ， 
就 断定 他 的 瓜 是 好 的 . 

哥 德 尔 的 两 条 定理 指出 ,任何 一 个 数学 分 支 都 做 不 到 完全 的 公理 推演 ,而 且 没 有 一 个 数 
学 分 支 能 保证 自己 没有 内 部 矛盾 . 这 真是 使 数学 难堪 ,数学 的 真理 性 又 何在 呢 ? 

哥 德 尔 的 两 条 定理 肯定 是 所 有 数学 定理 中 最 重要 的 定理 之 一 . 人 类 对 于 宇宙 和 数学 地 
位 的 认识 被 迫 作 出 了 根本 性 的 改变 . 数学 不 再 是 精确 论证 的 顶峰 ,不 再 是 真理 的 化 身 . 数学 
有 它 自 己 的 局 限 性 . 

撤 开 这 些 局 限 性 不 谈 , 数 学 对 人 类 的 贡献 仍然 是 巨大 的 . 它 是 人 类 最 杰出 的 智慧 结晶 ， 
也 是 人 类 最 富 创 造 性 的 产物 . 


$4 新 的 黄金 时 代 


乔治 . 萨 顿 说 ;“ 根 据 我 的 历史 知识 ,我 完全 相信 25 世纪 的 数学 将 不 同 于 今天 的 数学 ， 
就 像 今 天 的 数学 不 同 于 16 世纪 的 数学 那样 .” 

当 经 济 危 机 发 生 的 时 候 , 整 个 经 济 就 处 于 萧条 的 状态 下 . 美国 的 经 济 危机 、 东 南亚 的 经 
济 危 机 都 曾 呈 现 这 种 状态 . 但 数学 危机 却 不 同 . 数学 危机 发 生 的 时 候 不 会 引起 数学 研究 的 萧 
条 ,反而 刺激 数学 的 大 发 展 ,使 数学 的 整体 水 平 “ 更 上 一 层 楼 ”. 因而 “危机 ”是 数学 家 们 的 心 
里 感觉 ,不 是 数学 发 展 的 实际 状况 . 不 要 误 以 为 数学 的 发 展 将 从 此 止步 . 不 , 决 不 是 这 样 . 三 
次 数学 危机 都 证 明了 这 一 点 . 

数学 的 发 展 不 断 地 经 历 着 深刻 地 变化 . 每 个 时 代 都 有 每 个 时 代 追 求 的 主题 . 在 古代 是 常 
量 的 数学 . 主要 的 研究 对 象 是 数 和 形 . 随 着 科学 的 发 展 和 生产 技术 的 进步 ,变量 的 数学 出 现 
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了 .在 17 世纪 ,解析 几何 与 微 积 分 相继 诞生 . 18 世纪 叫做 “英雄 世纪 ”, 数 学 科学 空前 繁荣 起 
来 . 到 19 世纪 , 非 欧 几何 与 非 交 换代 数 出 现 了 . 这 是 从 变量 数学 时 期 向 现代 数学 时 期 的 转折 
点 . 在 新 的 时 期 ,数学 是 模式 和 结构 的 科学 . 

20 世纪 又 诞生 了 分 形 几 何 与 混沌 学 . 计算 机 的 诞生 正在 改变 着 数学 的 研究 工具 和 研究 
方式 . 正 像 望 远 镜 的 诞生 改变 了 天 文学 的 面 狐 一 样 ,计算 机 的 诞生 也 将 改变 数学 研究 和 数学 
教学 的 面 角 . 计算 机 时 代 还 诞生 了 一 门 新 的 数学 一 一 数学 实验 . 

现代 数学 研究 的 范围 空前 广阔 ,数学 应 用 的 场合 无 处 不 在 ,数学 家 的 队伍 空前 壮大 ,月 
前 数学 正 处 于 一 个 新 的 黄金 时 代 . 


$ 5 数学 家 及 其 活动 与 数学 社团 的 成 立 


5.1 数学 家 及 其 活动 


目前 ,世界 上 无 论 哪个 领域 ,科学 家 数量 的 增加 和 质量 的 提高 都 呈现 加 速 发 展 的 趋势 ， 
数学 家 也 不 例外 . 在 1800 年 以 前 ,数学 家 的 数量 是 很 少 的 , 无 论 在 中 国 还 是 在 国外 ,数学 家 
的 出 现 常常 是 孤立 现象 ,也 没有 严格 意义 下 的 门生 . 那 时 富有 才华 的 数学 家 的 数目 极其 有 
限 . 主要 原因 是 ,他 们 的 生活 不 稳定 ,许多 人 是 业余 做 数学 . 费 马 是 律师 ,高 斯 管 天 文 . 在 18 
世纪 可 以 数 出 六 七 位 天 才 数 学 家 ,他 们 的 思想 使 数学 面 艇 发 生 革 命 性 的 变化 . 到 19 世纪 这 
样 的 数学 家 可 以 数 出 30 位 . 当代 每 一 两 年 就 会 出 现 一 位 . 

在 古代 ,数学 家 间 的 学 术 交 流 主要 靠 私 人 通信 . 数学 家 间 的 交往 在 17 世纪 后 才 频 繁 起 
来 . 交流 起 着 重要 的 作用 . 俗话 说 ,石头 与 石头 相 碰 才 会 出 火花 . 由 学 术 社 团 定期 出 版 的 第 一 
个 科学 期 刊 出 现 于 1660 年 ,但 不 是 数学 专刊 . 1820 年 以 前 出 版 的 科学 期 刊 都 是 一 般 科学 
的 . 这 从 侧面 上 反映 了 科学 发 展 的 水 平 不 高 ,规模 不 大 ,分 工 也 不 明显 , 第 一 个 跨国 界 的 专门 
数学 期 刊 出 现 于 1826 年 , 称 为 《 克 雷 尔 杂 志 》(Journal fur die Reine und angewandte math- 
ematik). 它 的 创始 人 是 A. 工 . 克 雷 尔 , 所 以 叫 ( 克 雷 尔 杂志 》 紧 随 其 后 的 是 1835 年 创办 的 
《 刘 维 尔 杂 志 》(Journal de Mathematigues Pures et Appliquees) , 即 4《 纯 粹 与 应 用 数学 杂志 》， 
它 的 创办 人 是 JJ. 刘 维 尔 . 20 世纪 数学 期 刊 的 数目 迅速 增加 ,是 爆炸 性 增长 . 20 世纪 后 30 年 
出 现 了 对 数学 期 刊 进行 编目 和 摘要 的 期 刊 ,其 中 传播 最 广 的 是 《数学 评论 ), 每 期 约 4000 页 . 

中 国 第 一 个 数学 系 是 在 北京 大 学 创立 的 ,当时 叫 数学 门 ,创建 于 1913 年 . 1916 年 迎 来 
第 一 届 毕 业 生 , 仅 2 人 .1918 年 4 月 27 日 北京 师范 大 学 创办 第 一 份 中 国 的 理科 杂志 ,名 《 数 
理 杂 志 》, 发 表 数学 .物理 方面 的 论文 和 译 著 . 1930 年 北京 师范 大 学 创办 了 北京 地 区 第 一 份 
数学 刊物 《数学 季刊 》. 

数学 与 实验 性 科学 不 同 , 实 验 科学 需要 有 大 量 的 人 来 操作 仪器 ,而 数学 家 只 需要 纸 、 笔 
和 图 书 ,现在 再 加 上 电脑 ,基本 上 是 个 体 劳动 . 当然 协作 也 是 不 可 少 的 . 19 世纪 中 叶 , 法 国 大 
学 里 出 现 了 讨论 班 . 这 种 形式 很 快 为 各 国 所 采用 , 它 是 一 种 对 数学 家 十 分 有 益 的 活动 . 
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1897 年 创办 国际 数学 家 大 会 ,从 此 数学 家 的 接触 制度 化 了 . 1900 年 以 后 ,每 四 年 举办 一 
次 ,中 间 由 于 世界 大 战 中 断 过 两 次 . 下 面 表 1 是 历届 国际 数学 家 大 会 年 表 : 


表 1 历届 国际 数学 家 大 会 年 表 


举办 地 点 
苏黎世 
巴黎 
海德 保 
罗马 

剑桥 
斯 特 拉 斯 堡 
多 伦 多 

波 伦 亚 
苏黎世 
奥斯陆 

坎 布 里 奇 
阿姆斯特丹 
爱丁堡 
斯 德 哥 尔 摩 


wo 人 nw mp| 调 


美国 的 数学 发 展 也 比较 晚 , 1870 年 以 前 ,美国 没有 出 现任 何 有 声望 的 数学 家 . 1880 年 以 
后 他 们 开始 创建 数学 中 心 ,并 邀请 欧洲 数学 家 前 去 讲学 . 1890 年 这 些 努力 获得 成 功 . 第 一 个 
赢得 国际 注意 的 数学 学 派 是 芝加哥 学 派 ,接着 是 1915 年 至 1930 年 间 的 哈佛 学 派 与 普 林 斯 
顿 学 派 . 第 二 次 世界 大 战 把 许多 优秀 数学 家 赶 到 了 美国 ,使 得 美国 的 数学 一 下 子 走 到 了 世界 
的 最 前 列 ， 


5.2 数学 社团 的 成 立 


数学 社会 化 与 专业 化 的 一 个 重要 标志 是 数学 家 专业 集团 的 组 织 与 建立 . 这 里 不 谈 官 方 
机 构 , 只 罗列 重要 国家 数学 会 建立 的 时 间 , 如 表 2 所 示 . 
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表 2 重要 国家 数学 会 建立 的 时 间 


数学 会 名 称 成 立时 间 数学 会 名 称 成 立时 间 
莫斯科 数学 会 1864 英国 伦敦 数学 会 1865 
法 国 数学 会 1872 日 本 数学 会 1877 


意大利 巴 勒 摩 数 学 会 1884 美国 数学 会 1888 
德国 数学 会 1890 印度 数学 会 1907 
中 国 数学 会 1935 


$6 两 个 大 奖 : 菲 尔 兹 奖 和 沃 尔 夫 奖 


令 人 费解 ,也 令 人 遗憾 的 是 ,举世 瞩目 的 、 一 年 一 度 的 诺 贝 尔 奖 中 只 设 有 物理 学 、 化 学 、 
生物 学 .文学 或 医学 .和 平 事业 五 个 类 别 ,1986 年 又 设立 了 经 济 学 奖 ,竟然 没 有 数学 这 个 科 
学 的 皇后 . 这 使 得 数学 这 一 重要 学 科 失 去 了 一 个 在 世界 上 评价 其 重大 成 就 和 表扬 其 卓越 人 
物 的 机 会 . 正 是 在 这 种 背景 下 ,世界 上 先后 设立 了 两 个 国际 性 的 数学 大 奖 . 一 个 是 国际 数学 
家 联合 会 (International Mathematical Union) 主持 评定 ,在 每 四 年 召开 一 次 的 国际 数学 家 大 
会 (International Congress of Mathematicians) 上 颁发 的 菲 尔 兹 奖 . 另 一 个 是 由 沃 尔 夫 基金 
会 (The Wolf Foundation) 设 立 的 ,一 年 一 度 的 沃 尔 夫 数学 奖 . 尽管 这 两 个 数学 大 奖 的 奖金 
不 及 庶 贝 尔 奖 ,但 其 权威 性 .国际 性 都 不 亚 于 诺 贝 尔 奖 ， 


6.1 菲 尔 兹 奖 


菲 尔 兹 奖 是 以 已 故 的 加 拿 大 数学 家 J. C. 非 尔 兹 (J. C. Fields) 的 姓氏 命名 的 . 非 尔 兹 于 
1863 年 5 月 14 日 生 于 加 拿 大 的 湿 太 华 . 他 11 岁 丧 父 ,18 岁 丧 母 ,家 境 不 是 很 好 . 1884 年 在 
多 伦 多 大 学 获 学 士 学 位 ,24 岁 在 美国 的 约翰 ， 霍 普 金 斯 大 
学 获 博士 学 位 ,26 岁 到 美国 阿 勒 哥 尼 学 院 执教 , 1892 年 他 轩 
到 巴黎 .柏林 学 习 和 工作 ,1902 年 回国 任教 于 多 伦 多 大 学 . 
1907 年 他 当选 为 加 拿 大 皇家 学 会 会 员 ,1913 年 当选 为 英国 
皇家 学 会 会 员 , 他 还 是 苏联 科学 院 等 许多 科学 团体 的 成 员 . 

作为 数学 家 , 非 尔 兹 的 主要 工作 集中 在 代数 函数 论 方 
面 ,并 有 一 定 建树 . 例如 ,他 证 明了 黎 曼 - 洛 赫 定 理 . 他 的 主要 | 
成 就 是 他 对 数学 事业 的 远见 卓识 和 组 织 才能 ,并 因 促 进 了 | 
数学 家 之 间 的 国际 交流 而 名 垂 史册 . 他 认为 数学 发 展 应 是 上 
国际 性 的 ,对 促进 北美 数学 的 发 展 做 出 了 很 大 的 贡献 . 为 了 
使 北美 数学 迅速 发 展 ,并 赶 上 欧洲 ,他 第 一 个 在 加 拿 大 推进 
研究 生 教 育 . 1924 年 国际 数学 家 大 会 在 多 伦 多 召开 ,他 当选 
为 大 会 主席 ,这 是 欧洲 之 外 召开 的 第 一 次 国际 数学 家 大 会 . 
这 次 大 会 对 促进 北美 的 数学 发 展 和 国际 间 数 学 家 的 交流 产 J.C. 非 尔 兹 
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生 了 深远 的 影响 ,但 他 却 因 过 度 劳累 而 健康 恶化 . 当 他 得 知 大 会 的 经 费 有 结余 时 ,就 萌发 了 
设立 国际 数学 奖 的 念头 . 他 为 此 积极 奔走 于 欧美 各 国 谋求 广泛 支持 ,并 打算 在 1932 年 于 苏 
黎 世 召开 的 第 九 次 国际 数学 家 大 会 上 亲自 提出 建议 . 但 不 幸 的 是 未 等 到 大 会 召开 他 就 去 世 
了 . 他 去 世 时 留 下 了 遗嘱 : 把 自己 的 遗产 加 到 上 述 经 费 中 ,由 多 伦 多 大 学 数学 系 转交 第 九 次 
国际 数学 家 大 会 . 大 会 立即 接受 了 这 个 建议 ,并 决定 下 次 大 会 开始 发 奖 . 

J.C. 菲 尔 兹 要 求 数学 奖 不 要 以 个 人 、 国 家 或 机 构 的 名 字 来 命名 ,而 要 用 “国际 奖金 ”的 
名 义 .但 是 ,参加 国际 数学 家 大 会 的 数学 家 们 为 了 赞许 和 缅怀 J.C. 菲 尔 兹 的 远见 卓识 .组 织 
才能 和 他 为 促进 数学 事业 的 国际 交流 所 表现 的 无 私 奉献 的 伟大 精神 ,一 致 同意 将 该 奖 命名 
为 菲 尔 效 奖 . 

第 一 次 菲 尔 兹 奖 于 1936 年 在 奥斯陆 颁发 ,当时 在 世界 上 没有 引起 多 大 注意 , 连 数学 系 
的 大 学 生 也 不 知道 这 个 奖 , 科 学 杂志 上 也 不 报道 获奖 者 及 其 成 就 . 不 过 ,30 年 后 情况 就 完全 
不 同 了 . 每 次 国际 数学 家 大 会 的 召开 ,从 国际 上 的 权威 性 数学 杂志 到 一 般 性 数学 刊物 ,都 争 
相 报 道 获 奖 人 物 , 菲 尔 兹 奖 的 声誉 不 断 提 高 ,终于 被 人 们 确认 : 对 青年 人 来 说 , 菲 尔 效 奖 是 
国际 上 最 高 的 数学 奖 . 

菲 尔 兹 奖 的 一 个 最 大 特点 是 奖励 年 轻 人 , 它 只 授予 40 岁 以 下 的 数学 家 , 即 授 予 那些 能 
对 未 来 数学 发 展 起 重大 作用 的 人 . 菲 尔 兹 奖 是 一 枚 金 质 奖章 (插图 18-3) 和 1500 美元 的 奖 
金 . 奖章 的 正面 是 阿 基 米 德 的 浮雕 头像 , 与 诺 贝尔 奖金 相 比 菲 尔 兹 奖 的 奖金 是 微不足道 的 . 
但 为 什么 在 人 们 的 心目 中 它 的 地 位 是 如 此 崇高 呢 ? 第 一 , 它 是 由 数学 界 的 国际 权威 机 
构 一 一 国际 数学 联合 会 主持 ,从 全 世界 的 第 一 流 青 年 数学 家 中 评定 . 遵 选 出 来 的 ;第 二 , 它 是 
在 每 隔 四 年 才 召 开 一 次 的 国际 数学 家 大 会 上 隆重 颁发 的 , 且 每 次 获奖 者 仅 有 2 到 4 名 ,得 奖 
的 机 会 比 诺 贝尔 奖 还 要 少 ;第 三 ,得 奖 人 才干 出 色 ,赢得 了 国际 社会 的 声誉 . 正如 上 世纪 的 著 


名 数学 家 HH. 外 尔 在 评论 1954 年 两 位 获奖 者 时 所 说 的 ,他 们 “所 达到 的 高 度 是 自己 未 曾 想到 
的 ”,“ 自 己 从 未 见 过 这 样 的 明星 在 数学 天 空中 灿烂 升 起 ”, 


ee 


菲 尔 兹 奖章 上 的 阿 基 米 德 头 像 菲 尔 兹 奖章 二 用 拉丁 文 铸就 的 阿 基 米 德 的 名 言 
插图 18-3 
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菲 尔 兹 奖 的 授奖 仪式 在 每 次 国际 数学 家 大 会 的 开幕 式 上 隆重 举行 . 先 由 大 会 执行 委员 
会 主席 宣布 获奖 名 单 ,接着 由 东道 国 的 重要 人 物 一 一 当地 市 长 .所 在 国 科 学 院 院 长 ,甚至 总 
统 或 国王 ,或 评委 会 主席 .著名 数学 家 授予 奖章 和 奖金 , 

因为 第 二 次 世界 大 战 ,1936 年 后 暂停 ,直到 1950 年 才 再 次 颁发 ,以 后 每 四 年 发 一 次 ,到 
2010 年 , 获 菲 尔 兹 奖 的 已 有 53 人 . 


6.2 沃 尔 夫 奖 


由 于 非 尔 兹 奖 只 授予 年 轻 数 学 家 ,因此 它 有 一 定 的 局 限 性 , 首先 , 它 不 能 代表 一 位 数学 
家 的 全 部 成 就 . 其 次 ,年 纪 较 大 的 数学 家 没有 获奖 机 会 ,这 是 一 个 遗憾 .正好 ,1976 年 1 月 1 
日 ,R. 沃 尔 夫 (Ricardo Wolf) 及 其 家 族 捐献 一 千 万 美元 ,并 成 立 沃 尔 夫 基金 会 . 它 的 宗旨 是 
促进 全 世界 科学 和 艺术 的 发 展 . 沃 尔 夫 1887 年 生 于 德国 ,他 的 父亲 是 德国 汉诺威 城 的 一 位 
五 金 商 人 ,也 是 该 城 犹太 社会 的 名 流 .R. 沃 尔 夫 曾 在 德国 研究 化 学 ,并 获得 博士 学 位 . 第 一 
次 世界 大 战 前 他 移居 古巴 .他 用 了 将 近 20 年 的 时 间 成 功 地 发 明了 一 种 从 熔炼 废渣 中 回收 铁 
的 方法 ,而 成 为 百 万 富 例 . 1961 一 1973 年 他 曾 任 古巴 驻 以 色 列 大 使 ,以 后 定居 以 色 列 . 他 是 
沃 尔 夫 基金 会 的 倡导 者 和 主要 捐款 人 . R. 沃 尔 夫 于 1981 年 去 世 . 基金 会 的 理事 会 主席 由 以 
色 列 的 政府 官员 担任 . 评奖 委员 会 由 世界 著名 科学 家 组 成 , 沃 尔 夫 基金 会 设 有 数学 ,物理 、 化 
学 、 医 学 和 农业 五 个 奖 , 1981 年 又 增设 艺术 奖 , 沃 尔 夫 奖 从 1978 年 起 开始 颁发 ,每 年 一 次 ， 
每 个 奖 的 奖金 是 10 万 美元 ,可 以 由 几 个 人 分 得 . 自 1978 年 到 1990 年 已 有 24 位 数学 家 获得 
沃 尔 夫 奖 , 沃 尔 夫 数 学 奖 具有 终身 成 就 奖 的 性 质 ,这 24 位 数学 家 都 是 闻名 遐 途 的 数学 大 师 . 
他 们 的 成 就 在 相当 程度 上 代表 了 当代 数学 的 水 平和 进展 . 
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希 尔 伯 特 对 20 世纪 的 主流 数学 具有 重大 影响 他 主要 通过 两 条 路 径 推 动 了 20 世纪 的 
数学 发 展 . 一 条 是 通过 自己 遍及 数论 .代数 、 玫 何 、. 分 析 以 及 数学 基础 的 工作 . 例如 他 解决 了 
代数 不 变 式 的 问题 ;他 提出 了 类 域 论 ;他 的 《几何 基础 ) 第 一 次 完备 地 给 出 了 欧 氏 几何 的 公理 
体系 ,并 奠定 了 现代 公理 化 方法 的 基础 ;他 创立 了 希 尔 伯 特 空间 理论 ;他 提出 了 证 明 论 ; 等 
等 . 男 一 条 路 径 是 提出 数学 的 前 沿 问 题 ,指出 数学 未 来 的 发 展 方向 . 

1900 年 8 月 8 日 希 尔 伯 特 在 巴黎 举行 的 第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 上 发 表演 说 ,提出 了 新 
记 纪 面临 的 23 个 问题 . 这 些 问题 成 为 照 镭 20 世纪 数学 前 进 的 灯塔 . 20 世纪 的 任何 数学 家 
只 要 解决 一 个 这 样 的 问题 就 是 世界 上 的 一 流 数学 家 . 

希 尔 伯 特 的 报告 是 继往开来 的 . 说 它 是 继 往 的 ,因为 这 个 报告 总 结 了 直到 19 世纪 几乎 
所 有 的 数学 问题 . 说 它 是 开 来 的 ,因为 这 些 问题 成 为 20 世纪 数学 发 展 的 指 路 灯 , 推 动 了 20 
指 纪 的 数学 进步 . 

他 在 这 个 报告 中 提出 问题 ,给 出 方法 ,其 意义 是 多 方面 的 , 今天 看 起 来 仍 觉 新 鲜 . 报告 的 
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文字 优美 , 富 于 感染 力 . 文章 的 开头 是 这 样 说 的 : 


“我 们 当中 有 谁 不 想 揭 开 未 来 的 帷幕 ,看 一 看 在 今后 的 世纪 里 我 们 这 门 学 科 发 
展 的 前 景 和 奥秘 呢 ? 我 们 下 一 代 的 主要 数学 思潮 将 追求 什么 样 的 特殊 目标 呢 ? 在 
广阔 而 丰富 的 数学 思想 领域 ,新 世纪 将 会 带 来 什么 样 的 新 方法 和 新 成 果 ? 

历史 教导 我 们 ,科学 的 发 展 具 有 连续 性 .我 们 知道 ,每 一 个 时 代 都 有 它 自己 的 
问题 ,这 些 问 题 后 来 或 者 得 以 解决 ,或 者 因为 无 所 神 益 而 被 抛 到 一 边 , 并 为 新 的 问 
题 所 替代 . 如 果 我 们 想 对 最 近 的 将 来 数学 知识 的 可 能 发 展 有 一 个 概念 , 那 就 必须 回 
顾 一 下 当今 科学 提出 的 、 期 望 在 将 来 能 够 解决 的 问题 . 现在, 当 此 世纪 交替 之 际 , 我 
认为 正 适 于 对 问题 进行 一 番 这 样 的 检阅 . 因为 ,一 个 伟大 时 代 的 结束 ,不 仅 促 使 我 
们 追溯 过 去 ,而 且 把 我 们 的 思想 引 向 那 未 知 的 将 来 ,” 


希 尔 伯 特 接着 谈 了 问题 在 数学 研究 中 的 重要 性 . 之 后 ,他 提出 23 个 数学 问题 . 这 23 个 
问题 分 属 四 个 领域 : 1 一 6 是 数学 基础 问题 ;7 一 12 是 数论 问题 ;13 一 18 属 代数 和 几何 问题 ; 
19 一 23 属于 数学 分 析 . 希 尔 伯 特 把 数学 基础 问题 放 在 最 前 面 ,表明 他 非常 关注 数学 大 厦 的 
牢固 性 , 20 世纪 的 数学 取得 了 重大 进展 , 希 尔 伯 特 的 许多 问题 已 经 解决 ,但 仍 有 一 部 分 问题 
未 获 解 决 ,这 些 剩 下 的 问题 仍 是 21 世纪 的 重大 问题 . 

与 任何 伟大 人 物 一 样 , 希 尔 伯 特 也 有 他 的 局 限 性 . 例如 ,他 基本 上 没有 涉及 庞 加 菜 的 组 
合 拓 扑 ,E. 嘉 当 关 于 李 代数 的 工作 ,以 及 黎 曼 几何 与 张 量 分 析 、 群 表示 论 等 工作 . 但 是 ,他 的 
问题 与 20 世纪 上 半 叶 一 半 以 上 的 工作 有 关系 . 现在 是 21 世纪 开始 ,已 经 找 不 到 一 个 人 来 提 
出 全 面 数学 问题 的 清单 . 这 项 工作 需要 几 十 个 人 来 完成 . 原因 不 是 现代 人 笨 了 ,而 是 现代 数 
学 的 内 容 太 丰富 了 . 


$8 七 加 一 数学 奖 问题 


8.1 克 菜 数学 促进 会 


1998 年 9 月 25 日 在 美国 特 拉 华 (Delaware) 州 注册 了 一 个 数学 组 织 , 名 叫 克 菜 数学 促 
进 会 (Clay Mathematics Institude, 简称 CMI). CMI 试图 进一步 发 扬 数学 思想 的 优美 .力量 
和 统一 性 . 其 基本 设想 包含 下 面 几 个 方面 : 

。 增进 并 传播 数学 知识 ; 

。 为 数学 家 和 其 他 科学 家 提供 数学 领域 的 新 发 现 ; 

。 鼓励 优秀 学 生 从 事 数 学 事业 ; 

e 识别 数学 研究 中 的 非凡 的 成 就 和 发 展 . 

为 颂扬 数学 和 千 禧 年 ,CMI 确定 了 七 个 经 典 的 数学 问题 作为 千 禧 年 奖 问题 ,并 于 2000 
年 5 月 24 日 在 巴黎 公布 ,每 个 问题 的 奖金 都 是 百 万 美元 . CMI 董事 会 和 科学 顾问 委员 会 在 
正式 声明 中 说 : 
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一 百 前 年 ,D. 希 尔 伯 特 于 1900 年 8 月 8 日 在 巴黎 举行 的 第 二 届 数 学 家 大 会 上 发 表 了 
著名 的 有 关 尚 未 解决 的 数学 问题 的 演讲 . 这 影响 了 我 们 的 决定 ,把 宣布 千 禧 年 问题 作为 此 次 
巴黎 会 议 的 中 心 议题 . 


8.2 千 祠 年 悬赏 数学 问题 简介 


P 与 NP 问题; 一 个 问题 称 为 是 P 的 ,如 果 它 可 以 通过 运行 多 项 式 次 ( 即 运行 时 间 至 多 
是 输入 量 大 小 的 多 项 式 函 数 ) 的 一 种 算法 获得 解决 . 一 个 问题 称 为 是 NP 的 ,如 果 所 提出 的 
解答 可 以 用 多 项 式 次 算法 来 检验 .P 等 于 NP 吗 ? 


Riemann 假设 : 黎 曼 ;5 函数 的 每 一 个 非 平凡 零点 都 有 等 于 斑 的 实 部 . 


Poincaré 猜想 : 任何 单 连通 闭 3 维 流 形 同 胚 于 3 维 球 . 

Hodge 猜想 : 任何 Hodge 类 关于 一 个 非 奇异 复 射影 代数 复 都 是 某 些 代数 闭 链 类 的 有 
理 线性 组 合 . | 

Birch 及 Swinnerton-Dyer 猜想 : 对 于 建立 在 有 理 数 域 上 的 每 一 条 椭圆 曲线 , 它 在 1 处 
的 工 函数 变 为 零 的 阶 都 等 于 该 曲线 上 有 理 点 的 阿 贝 尔 群 的 秩 ， 

Navier-Stokes 方程 组 : (在 适当 的 边界 及 初始 条 件 下 ?对 3 维 Navier-Stokes 方程 组 证 
明 或 反 证 其 光滑 解 的 存在 性 . 

Yang-Mills 理论 : 证 明 量 子 Yang-Mills 场 存在 ,并 存在 一 个 质量 间 阶 . 

但 是 ,需要 指出 , 希 尔 伯 特 问题 与 千 禧 年 问题 有 着 重大 的 差别 . 正如 CMI 科学 顾问 委员 
会 的 成 员 A. 维尔 斯 所 指出 的 ,“ 希 尔 伯 特 试图 以 他 的 问题 去 指导 数学 . 我 们 是 试图 去 记载 重 
大 的 未 解决 问题 .” 


8.3 另 一 个 价值 百 万 的 数学 之 谜 


2000 年 3 月 英国 费 伯 出 版 社 悬 赏 100 万 美元 征 “ 哥 德 巴 赫 猜 想 之 解 ”, 它 的 目的 是 为 希 
腊 作 家 Apostolos Doxiadis 的 小 说 《彼得 罗斯 大 叔 和 哥 德 巴赫 猜想 》 一 书 制造 与 论 声 势 . 

费 伯 规 定 , 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 必须 在 下 星期 小 说 出 版 后 的 两 年 内 提交 一 个 权威 的 数 
学 杂志 ,并 在 四 年 内 发 表 . 

这 个 看 来 非常 简单 的 数学 难题 是 普鲁士 历史 学 家 和 数学 家 C. 哥 德 巴赫 (Christian 
Goldbach)1742 年 给 著名 数学 家 欧 拉 的 一 封 信 中 提出 的 . 

目前 的 最 好 结果 是 我 国 数学 家 陈景润 的 . 他 在 1966 年 证 明了 下 面 的 定理 ， 

陈景润 定理 ”每 一 个 充分 大 的 偶数 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 乘积 之 和 . 


论文 题目 
我 与 数学 . 
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在 19 世纪 与 20 世纪 的 交界 处 ,高 答 着 三 位 伟大 的 数学 家 一 一 让 加 莱 (Jules-Henri， 
Poincaré, 1854 一 1912)、 克 莱 因 与 希 尔 伯 特 , 他 们 反射 着 19 世纪 数学 的 光辉 ,并 照耀 着 20 
世纪 数学 的 前 进 道路 . 

庞 加 莱 的 研究 几乎 遍及 数学 的 一 切 方面 ,他 可 能 是 以 
整个 数学 为 其 领域 的 最 后 一 位 数学 家 . 现代 数学 以 令 人 难 
以 置信 的 速度 发 展 着 ,根本 不 可 能 再 有 人 得 到 这 样 的 荣誉 . 

庞 加 莱 还 是 理论 天 文学 家 和 哲学 家 ,对 天 体 演 化 学 、 相 

; 对 论 和 拓 朴 学 的 现代 概念 有 深远 的 影响 ,他 又 是 法 文 散 文 
“大 师 . 
、 他 1854 年 4 月 29 日 生 于 法 国 的 南 希 .1875 年 ,他 在 高 
等 工艺 学 院 毕 业 之 后 ,于 1879 年 在 矿 冶 学 院 取得 采矿 工程 
师 的 学 位 ,其 间 还 得 到 巴黎 大 学 科学 博士 学 位 . 从 矿 冶 学 院 
毕业 时 ,他 应 聘 到 科恩 大 学 任教 ,两 年 之 后 转 入 巴黎 大 学 ， 
直到 1912 年 去 世 . 

他 一 生 著述 极 丰 , 撰 写 了 三 十 多 部 著作 ,发 表 的 论文 近 
500 篇 ,内 容 涉及 力学 和 实验 物理 、 纯 粹 数学 和 应 用 数学 的 
各 个 分 支 以 及 理论 天 文学 . 他 还 是 数学 和 自然 科学 的 天 才 普 及 者 ,他 致力 于 向 公众 介绍 科学 
和 数学 的 意义 和 重要 性 . 他 的 著作 《科学 与 假设 》《 科 学 的 价值 》《 科 学 与 方法 》 得 到 了 广泛 
赞赏 ,被 译 成 多 种 文字 出 版 . 他 的 文笔 非常 出 色 ,以致 获得 了 法 国 作家 的 最 高 荣誉 ,当选 为 法 
国文 学 会 会 员 . 他 每 年 改变 授课 内 容 ,讲授 过 光学 、 电 学 、 流 体 平衡 、 电 学 的 数学 理论 、 天 文 
学 热力学、 概率 论 等 学 科 . 

庞 加 莱 才 华 横 溢 ,野心 勃勃 ,他 不 断 地 从 一 个 领域 跳 入 另 一 个 领域 . 他 的 同事 称 他 是 “ 征 
服 者 ,而 不 是 殖民 地 开拓 者 ”. 在 概率 论 的 论著 中 ,他 很 早 就 提出 了 具有 基本 意义 的 遍历 性 概 
念 ,在 不 到 30 岁 时 ,发 展 了 自 守 函数 的 理论 ,1887 年 ,他 当选 法 国 科学 院 院士 . 在 天 体力 学 
中 ,他 对 三 体 间 题 的 研究 做 出 重大 贡献 . 他 的 《位 置 分 析 》 一 书 是 拓扑 学 早期 的 系统 著作 . 
1906 年 ,独立 于 爱 因 斯 坦 , 他 得 到 狭义 相对 论 的 许多 结果 . 

庞 加 莱 在 法 国 科学 界 声 望 很 高 ,1906 年 当选 为 法 国 科学 院 主 席 . 1908 年 当选 为 法 兰 西 
学 院 院士 ,这 是 法 国 著 作家 的 最 高 荣誉 
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哥 德 尔 (G6del，Kurt，1906 一 1978)1906 年 4 月 28 日 生 于 捷克 斯 洛 伐 克 的 布尔 诺 城 ， 
1924 年 进入 维也纳 大 学 , 主 修 物理 和 数学 ,后 来 在 维也纳 小 
组 的 激励 下 开始 学 习 你 辑 . 1930 年 获 哲 学 博士 学 位 ,1933 
年 获 维也纳 大 学 执教 资格 . 1940 年 1 月 他 离开 维也纳 到 了 
普林斯顿 ,但 职位 是 暂时 的 ,到 1946 年 他 才 得 到 一 个 永久 的 
职位 .1953 年 在 爱 因 斯 坦 和 冯 。 诺 伊 曼 的 大 力 推 动 下 ,他 终 
于 获得 了 正教 授 的 职位 . 他 1948 年 加 入 美国 国籍 ,1976 年 
退休 ,1978 年 因 精 神 率 乱 , 死 于 由 于 拒绝 进食 造成 的 营养 
枯竭. 

哥 德 尔 是 数学 家 、 逻 辑 学 家 . 他 给 出 了 著名 的 哥 德 尔 证 
明 ,其 内 容 是 ,在 任何 一 个 严格 的 数学 系统 中 ,一 定 有 本 系 ， 
统 内 的 公理 不 能 证 明 其 成 立 与 和 否 的 命题 ,因此 不 能 说 算术 ， 
的 基本 公理 不 会 出 现 矛 盾 . 这 个 证 明成 了 20 世纪 数学 的 标 
志 ，, 不 仅 改变 了 数学 ,而 且 改 变 了 整个 科学 世界 和 建筑 在 此 
定理 上 的 哲学 . 可 德尔 定理 粉碎 了 如 辑 最 终 将 使 我 们 理解 整个 世界 的 梦 起， 同时 也 引发 了 许 
多 富有 挑战 性 的 问题 . 

奥地利 经 济 学 家 摩根 施 特 思 (Osker Morgenstetrn) 对 哥 德 尔 给 予 这 样 的 评价 ;“.…… 他 
确实 是 , 自 菜 布 尼 茨 以 来 ,或 者 说 是 亚 里 士 多 德 以 来 最 伟大 的 逻辑 家 .” 
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1. 1 有 序 性 


1. 2 有 理 数 的 稠密 性 
1. 3 对 四 则 运算 的 封闭 性 
1. 4 有 理 数 系 对 极限 运算 不 封闭 
2 实数 理论 
2. 1 微 积分 立论 的 基础 
2. 2 戴 德 金 分 划 
2. 3 实数 的 性 质 
2. 4 实数 集合 的 有 序 化 
2. 5 实数 集合 的 连续 性 
2. 6 确 界 定理 
第 十 四 章 ”极限 论 
1 极限 定义 及 运算 
1. 1 序列 的 极限 
1. 2 序列 极限 的 四 则 运算 
2 两 个 重要 定理 
2. 1 区 间 套 定理 
2. 2 有 限 覆 盖 定理 
3 收敛 原理 
3. 1 子 序列 
3. 2 收敛 原理 
第 十 五 章 ” 画 数 及 其 连续 性 
1 基本 概念 
1. 1 函数 定义 
1. 2 单调 函数 
1. 3 反 加 数 
2 初等 西数 
2. 1 基本 初等 函数 
2. 2 复合 函数 与 初等 西数 
2. 3 函数 概念 发 展 史 
3 画 数 的 连续 性 
3. 1 函数 的 极限 
3. 2 单 边 极限 
3. 3 连续 函数 
3. 4 连续 函数 的 最 大 值 、 最 小 值 定理 
3. 5 画 数 的 一 致 连续 性 
3. 6 反 画 数 的 连续 性 


第 十 六 章 ”微分 学 

1 导数 的 引入 
1. 1 切线 斜率 
1. 2 瞬时 速度 
1. 3 导数 概念 
1. 4 可 导 与 连续 

2 导数 的 计算 
2. 1 导数 的 四 则 运算 
2. 2 链 锁 法 则 
2. 3 高 阶 导数 
2. 4 基本 初等 画 数 求 导 公式 

3 基本 定理 
3. 1 函数 的 局 部 极 值 
3. 2 拉 格 朗 日 中 值 定理 

4 微分 
4. 1 微分 定义 
4. 2 微分 公式 
4. 3 基本 初等 函数 微分 表 
4. 4 微分 的 应 用 
4. 5 论 导数 与 微分 

第 十 七 章 ”积分 学 

1 不 定 积分 
1. 1 基本 概念 
1. 2 不 定 积分 的 运算 法 则 
1. 3 基本 初等 函数 的 不 定 积 分 表 
1. 4 第 一 换 元 积分 法 
1. 5 第 二 换 元 积分 法 
1. 6 分 部 积分 法 

2 定 积 分 
2. 1 面积 问题 
2. 2 作为 和 的 极限 的 面积 
2. 3 定 积 分 的 定义 
2. 4 定 积 分 的 几何 意义 

3 定 积 分 的 性 质 
3. 1 定 积 分 的 简单 性 质 
3. 2 定 积 分 中 值 定理 


4 可 积 性 研究 
4. 1 可 积 性 的 必要 条 件 
4. 2 达 布 和 
4. 3 达 布 和 的 简单 性 质 
4. 4 积分 存在 的 条 件 
4. 5 定 积 分 存在 定理 
5 微 积分 基本 定理 
6 定 积 分 的 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 
6. 1 换 元 积分 法 
6. 2 分 部 积分 法 
7 再 论 微分 学 与 积分 学 
7. 1 微分 学 
7. 2 积分 学 
第 十 八 章 ”回顾 与 展望 
1 第 三 次 数学 危机 
1. 1 对 数学 基础 的 探讨 
1. 2 什么 是 悖 论 ? 
1. 3 悖 论 与 艺术 
2 数学 基础 
2. 1 逻辑 主义 
2. 2 直觉 主义 
2. 3 形式 主义 
3 哥 德 尔 的 不 完全 性 定理 
4 新 的 黄金 时 代 
5 数学 家 及 其 活动 与 数学 社团 的 成 立 
5. 1 数学 家 及 其 活动 
5. 2 数学 社团 的 成 立 
6 两 个 大 奖 : 菲 尔 兹 奖 和 沃 尔 夫 奖 
6. 1 菲 尔 兹 奖 
6. 2 沃 尔 夫 奖 
7 希 尔 伯 特 问题 与 20 世 纪 的 数学 
8 七 加 一 数学 奖 问题 
8. 1 克 莱 数 学 促进 会 
8. 2 千 稿 年 悬赏 数学 问题 简介 
8. 3 另 一 个 价值 百 万 的 数学 之 迹 
自在 如 神 之 笔 ， 凌 云 迈 往 之 气 一 一 庞 加 莱 


永远 的 不 完全 一 一 哥 德 尔 
参考 书目 


